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Àííîòàöèÿ

Àâòîðàìè ðàññìîòðåíû âîïðîñû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ïàðàìåòðîâ ïîëÿðèçîâàííîãî
ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ è âîïðîñû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìîäèôèöèðîâàííîé äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ïðè íàáëþäåíèÿõ ñ
Çåìëè. Èññëåäîâàíà ïðèìåíèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à è ïðåäëîæåí
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè âû÷èñëåííûõ è íàáëþäàåìûõ
õàðàêòåðèñòèê ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè. Èíòåðåñ âûçûâàåò èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè ïî ðåçóëüòàòàì íàçåìíûõ èçìåðåíèé ïîëÿðèçàöèîííûõ
õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿííîãî ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû
âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî õîäà êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ ïî èçìåðåíèÿì ñòåïåíè
ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ ñ âû÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî. Ñëîæíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàçåìíûå èçìåðåíèÿ èíôîðìàòèâíû,
ïî-âèäèìîìó, òîëüêî ïðè çåíèòûõ óãëàõ Ñîëíöà áîëüøèõ 90◦ (â ñóìåðêàõ). Ïîãðåøíîñòè æå
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â ñóìåðå÷íûõ ðàñ÷åòàõ íà ïîðÿäîê áîëüøå ïîãðåøíîñòåé ðàñ÷åòîâ â äíåâíîé
îáëàñòè Çåìëè, à ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèîíàëîâ íà
ïîðÿäîê áîëüøå ïîãðåøíîñòåé ðàñ÷åòà ñàìèõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîýòîìó âàæíûìè ýòàïàìè ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ êàê ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ, òàê è àíàëèç îöåíîê èõ ïîãðåøíîñòåé. Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãî ìåòîäà
ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþùèõ
ïðè ýòîì ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåí ìåòîä, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, ïîëó÷åííûé èç ïðèíöèïà ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè
âû÷èñëåííûõ è íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿðèçàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ. ×èñëåííî èññëåäóåòñÿ
ïðèìåíèìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ. Ïðîâîäèòñÿ èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç.
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1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè [1,2] â L1(X):

ϕi(x) =
4∑

j=1

∫
X

Kij(x
′, x)ϕj(x

′)dx′ + Si(x), i = 1, ..., 4, (1.1)

èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìå Φ = KΦ + S, è ñîïðÿæåííîå ê íåìó óðàâíåíèå â L∞(X):

ϕ∗
i (x) =

4∑
j=1

∫
X

Kji(x, x′)ϕ∗
j(x

′)dx′ + hi(x), i = 1, ..., 4, (1.2)

èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìå Φ∗ = K∗Φ + H.
Çäåñü X = R×Ω, ãäå R � ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò, Ω � ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé. Íîðìû â

ïðîñòðàíñòâàõ âåêòîð-ôóíêöèé L1(X) è L∞(X) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè ||F ||L1(X) =
∑4

i=1

∫
X |fi(x)|dx

è ||H||L∞(X) = vraisupi,x|hi(x)| ñîîòâåòñòâåííî.
ÎïåðàòîðK îïèñûâàåò èçìåíåíèå âåêòîð-ôóíêöèè Φ ïëîòíîñòè ðàññåÿíûõ ôîòîíîâ è ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ l è C [2]:
K = C ◦ l,

ãäå ñêàëÿðíûé îïåðàòîð l îïèñûâàåò èçìåíåíèå âåêòîð-ôóíêöèè Φ ïðè ïåðåìåùåíèè ôîòîíà îò
òî÷êè ðàññåÿíèÿ äî òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ, à îïåðàòîð C îïèñûâàåò èçìåíåíèå âåêòîð-ôóíêöèè
ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé lΦ ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíà. Ñëåäîâàòåëüíî ÿäðî
îïåðàòîðà K èìååò âèä:

K(x′, x) =
exp{−τ(r, r′)}σs(r)P (ω′, ω, r)

|r − r′|2
δ(ω′ − s) (1.3)

Çäåñü σs(r)� êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ, σ(r) = σc(r)+σs(r)� êîýôôèöèåíò ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñî ñðåäîé, σc(r) � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ; τ(r, r′) =

∫ |r′−r|
0 σ(r + st)dt � îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà

îòðåçêà (r′, r); s = (r′ − r)/|r′ − r|, P (ω′, ω, r) � óãëîâàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ.
Êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ σs ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû àýðîçîëüíîãî σa è ìîëåêóëÿðíîãî

σm êîýôôèöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ: σs = σa + σm. Ñîîòâåòñòâåííî, ôèçè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ
èìååò âèä:

R(σa, σm, µ, r) =
Ra(µ, r)σa + Rm(µ, r)σm

σa + σm

.

Çäåñü Ra è Rm � ìàòðèöû àýðîçîëüíîãî è ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ S(x) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà; å¼ êîíêðåòíûé

âèä çàâèñèò îò ðåàëüíûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàññåÿíèé Φ(x) ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé Ñòîêñà

I(x), îïèñûâàþùåé èíòåíñèâíîñòü, ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè, ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè è ñòåïåíü
ýëëèïòè÷íîñòè èçëó÷åíèÿ [1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I(x) =
[lΦ](x)

σ(r)
. (1.4)

ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ϕi ôóíêöèè Φ(x) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ϕ1 ≥ 0, ϕ2
2 + ϕ2

3 + ϕ2
4 ≤ ϕ2

1.
Â äàëüíåéøåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòèì óñëîâèÿì, áóäåì íàçûâàòü
ñòîêñîâñêîé.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð K ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì íà âîñïðîèçâîäÿùåì êîíóñå
St âåêòîð-ôóíêöèé Ñòîêñà, ò. å. åñëè Φ ∈ St, òî KΦ ∈ St.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà IH = 〈Φ, H〉 = 〈Φ∗, S〉, ãäå 〈Φ, H〉 =∫
X

ΦT (x)H(x)dx, 〈Φ∗, S〉 =
∫
X

ST (x)Φ∗(x)dx, ñòðîèòñÿ îöåíêà �ïî ðàññåÿíèÿì� ξ ìåòîäà Ìîíòå-

Êàðëî [3] íà îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà x0, ..., xN ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ p(x′, x), èìåþùàÿ
âèä:

ξ =
N∑

n=0

qT
n H(xn), (1.5)

ãäå âåêòîðíûå âåñà qn îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûå âåñà Qn ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì:

q0 =
S(x0)

π(x0)
, Q0 = {δij},

Qn = Qn−1
KT (xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
, qn = QT

nq0, n = 1, ..., N. (1.6)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåñìåùåííîñòè îöåíêè ξ íà íà÷àëüíóþ π(x) è ïåðåõîäíóþ p(x′, x) ïëîòíîñòè
öåïè Ìàðêîâà ñëåäóåò íàëîæèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè:

π(x) 6= 0 ST (x)Φ∗(x) 6= 0,

p(x′, x) 6= 0 KT (x′, x)Φ∗(x) 6= 0.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ξ = qT
0 ξx0 , ãäå

ξx0 =
N∑

n=0

QnH(xn). (1.7)

Òîãäà, ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé [1] íà îïåðàòîð K âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

IH = Eξ = Ex0{qT
0 E(ξx0|x0)}, (1.8)

Eξx = Φ∗(x), (1.9)

òî åñòü âåëè÷èíà ξx ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëîêàëüíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ Φ∗ ñîïðÿæåííîãî
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (1.2).

Äèñïåðñèÿ èñõîäíîé îöåíêè ξ ñâÿçàíà ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Ψ(x) âåêòîðíîé îöåíêè
ξx ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Vξ = Ex0(q
T
0 Ψ(x0)q0)− (IH)2.

Òàêèì îáðàçîì, èç îãðàíè÷åííîñòè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöûΨ(x) ñëåäóåò êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè
îöåíêè ξ. Åñëè, êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ π(x) ïðîïîðöèîíàëüíà (ST (x)Ψ(x)S(x))1/2,
òî äèñïåðñèÿ îöåíêè (1.5) î÷åâèäíî ìèíèìàëüíà.

2 Âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿðèçîâàííîãî

èçëó÷åíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà I(x∗) â òî÷êå x∗ = (r∗, ω∗), ãäå r∗ è−ω∗ = − ( a∗, b∗, c∗ )
� òî÷êà è íàïðàâëåíèå íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ ìîäèôèêàöèþ
äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè äëÿ çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè â ñôåðè÷åñêîé àòìîñôåðå. Âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäèôèêàöèè îáóñëîâëåíà ñèììåòðè÷íîñòüþ èñêîìîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî
îñè, ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèþ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ [1].
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ ñðåäû

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà �Ñîëíöå-àòìîñôåðà-Çåìëÿ� ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè OX,
ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå ïàäàåò íà àòìîñôåðó ïî íàïðàâëåíèþ (−1, 0, 0 ) (ñì. ðèñ. 1). Ïóñòü Γ �
ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ëó÷îì r∗−ω∗t, t ≥ 0 ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè ñèììåòðèè OX; r1 =
( x1, y1, z1 ) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íàïðàâëåíèÿ ω ñ ïîâåðõíîñòüþ Γ. Òî÷êó r1 ïîâîðà÷èâàåì
âîêðóã îñè ñèììåòðèè â àçèìóòàëüíóþ ïëîñêîñòü íàáëþäåíèÿ. Ïðè ýòîì òî÷êà r1 ïåðåõîäèò â
òî÷êó r2 íà ëó÷å r∗ − ω∗t, à íàïðàâëåíèå ω � â ω1. Ìîäèôèöèðîâàííóþ äâîéíóþ ëîêàëüíóþ
îöåíêó ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ I(x∗) çàïèøåì â âèäå îöåíêè �ïî ðàññåÿíèÿì�
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξi(x
∗) =

N∑
n=0

qT
n

(
H̃(xn, x

∗)
)

i
= qT

0

N∑
n=0

Qn

(
H̃(xn, x

∗)
)

i
,

Eξi(x
∗) = Ii(x

∗) = Ie
Hi

= 〈Φe, Hi〉.

Çäåñü H̃(xn, x
∗) = σs(rn,1)exp{−τ(rn, rn,1)−τ(rn,2, r

∗)}P T (ωn,1, ω
∗, rn,1)

√
1−n2

1

2π|a∗|ρ1|〈n,ωn〉|∆Γ(xn)� ìàòðèöà
ðàçìåðà 4 × 4; Hi(x) = (H̃(x, x∗))i � ñòîëáåö ìàòðèöû H̃(x, x∗), ∆Γ(xn) � èíäèêàòîð òîãî, ÷òî
ïîñëå ðàññåÿíèÿ â òî÷êå rn íàïðàâëåíèå ωn ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü Γ; n = ( n1, n2, n3 ) �
íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå r1; ρ1 =

√
y2

1 + z2
1 .

Ââåäÿ âåêòîð ξ(x∗) = ( ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 )T (x∗) ìîæíî çàïèñàòü:

ξT (x∗) =
ST (x�)

π(x�)

N∑
n=0

QnH̃(xn, x
∗) =

ST (x�)

π(x�)
ξx0 , Eξ(x∗) = I(x∗).

Êàê èçâåñòíî, äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàñõîäèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè. Îäíàêî ïðè ðàñ÷åòàõ
âåëè÷èíó H̃(x, x∗) çàìåíÿþò íà âåëè÷èíó H̃ε(x, x∗) = H̃(x, x∗)∆ε, ãäå ∆ε � èíäèêàòîð òîãî,
÷òî çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè H̃ áîëüøå ε. Äëÿ ðåàëüíîé àòìîñôåðû ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé
èíäèêàòðèñîé ýòî ìàëî ìåíÿåò ðåçóëüòàò, à äèñïåðñèÿ îöåíîê (ξε)i(x

∗) ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé.
Ðàññìîòðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ îò ìîäèôèöèðîâàííîé

äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè. Â äàëüíåéøåì áóäóò â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîèçâîäíûå ïî
ñå÷åíèþ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå àëãîðèòìû
[2].
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Ïóñòü â êàæäîì èç n íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé Di, èíòåðåñóþùèå íàñ êîýôôèöèåíòû
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ·,i =

{
σ0
·,i, ïðè i 6= i0

σ0
·,i + t, ïðè i = i0

, (2.1)

Òîãäà êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå áóäåò ðàâåí σc(r) =
∑m

i=1 σc,i∆i(r), à êîýôôèöèåíò
ðàññåÿíèÿ σs(r) =

∑m
i=1 σs,i∆i(r). Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì ∆i(r) áóäåì îáîçíà÷àòü èíäèêàòîð

òîãî, ÷òî r ∈ Di. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ìîäåëèðóåìàÿ ïëîòíîñòü ïåðåõîäà p(x′, x) íå
çàâèñèò îò t.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîé ìîäèôèöèðîâàííîé äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè ïî ñå÷åíèþ àýðîçîëüíîãî
ðàññåÿíèÿ â ñëîå i0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû:

ξ′x(x
∗) =

N∑
n=0

(Q′
nH̃(xn, x

∗) + QnH̃
′(xn, x

∗)), (2.2)

Q′
n = Q′

n−1

KT (xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
+ Qn−1

−|rn−1 − rn|i0KT (xn−1, xn) + ǨT (xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
,

H̃ ′(xn, x
∗) = −(|rn,1 − rn|i0 + |rn,2 − r∗|i0)H̃(xn, x

∗) +
ˇ̃
H(xn, x

∗).

Çäåñü |r − r′|i0 � äëèíà ÷àñòè îòðåçêà (r′, r), ëåæàùàÿ â îáëàñòè Di0 , Ln,i0 =
∑n

k=1 |rk − rk−1|i0 .
Âåëè÷èíà Ǩ(x, x′) ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå K(x, x′) ñ ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ R(µ) = Ra(µ)/σ0

s(r
′),

à âåëè÷èíà ˇ̃
H(x, x∗) � âåëè÷èíå H̃(x, x∗) ñ ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ R(µ) = Ra(µ)/σ0

s(r1).
Óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè è êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè îöåíîê (ξε)i(x

∗) è (ξ′ε)i(x
∗), äàþòñÿ ñëåäóþùèì

óòâåðæäåíèåì [2]:
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. îïåðàòîð K∗ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ρ(K) < 1,

2. â íåêîòîðîì èíòåðâàëå λ− ε ≤ λ′ ≤ λ+ ε âûïîëåíû óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

ïî λ: ‖K∗(i)(λ′)‖ ≤ Ck < ∞ è ‖H(i)(λ′)‖ ≤ Ch < ∞, i = 0, ...,m.

Òîãäà îöåíêè (ξε)i(x
∗) è è (ξ′ε)i(x

∗) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííûìè. Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ρ(Kp) < 1, ‖K(i)(j)
p ‖ < ∞, i, j = 0, 1 ãäå

K(i)(j)
p Ψ(x) =

∫
X

( ∂i

∂ti
K(x, x′))T Ψ(x′) ∂j

∂tj
K(x, x′)

p(x, x′)
dx′

òî äèñïåðñèÿ äàííûõ îöåíîê êîíå÷íà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñ îáîñíîâàíèÿ íåñìåùåííîñòè è êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè ïîëó÷åííûõ
ïðîèçâîäíûõ äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå îïåðàòîðà K∗

ïî ñå÷åíèÿì ïîãëîùåíèÿ è àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþò âûøåïðèâåäåííûì óñëîâèÿì.
Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ôóíêöèåé H̃(x, x∗). Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî H̃(x, x∗) /∈ L∞(X) óêàçàííûå
òðåáîâàíèÿ òåðÿþò ñìûñë. Íî äëÿ âåëè÷èíû H̃ε(x, x∗) ∈ L∞(X) âñå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû.
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î òîì, ÷òî ìû èìååì ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ
ñìåùåííîé îöåíêè ξε,x(x

∗). Îäíàêî, âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè ôèçè÷åñêîé ñðåäû è ñâîéñòâ
îïåðàòîðà K, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ïàðàìåòðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñõîäèìîñòü

I ′ε(x
∗)−→

ε→0
I ′(x∗)

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

∂

∂λ
lim
ε→0

Iε(x
∗) = lim

ε→0

∂

∂λ
Iε(x

∗) =
∂

∂λ
I(x∗),
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íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå ñìåùåííîé îöåíêè áóäóò ñõîäèòüñÿ ê
ïðîèçâîäíûì íåñìåùåííîé îöåíêè ïðè ε → 0.

Îáëàäàÿ âîçìîæíîñòÿìè âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èçëó÷åíèÿ, íàïðèìåð ïðè
ïîìîùè îáñóæäàâøåéñÿ âûøå äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíêè, ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è îöåíèâàíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé îò êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè I(x∗). Èç ïîäîáíûõ ôóíêöèé
íàèáîëåå èñïîëüçóåìîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè P (x∗), îïèñûâàåìàÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (x∗) =
I2(x

∗)

I1(x∗)
× 100%.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè è åå ïðîèçâîäíûõ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îáùàÿ òåîðåìà [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ξ
(i)
1 , ..., ξ(i)

s , i = 1, ..., n � âûáîðêà èç s-ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûìè

ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè Eξ
(i)
k = Eξk, k = 1, ..., s, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êîâàðèàöèîííîé

s× s ìàòðèöåé {σkl}. Ïóñòü òàêæå g(x1, ..., xs) � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ∂g
∂xk

=

gk, k = 1, ..., s âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (Eξ1, ..., Eξs) è g0
k = gk(Eξ1, ..., Eξs).

Òîãäà, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âåëè÷èí g0
k 6= 0, òî g

(
1
n

∑n
i=1 ξ

(i)
1 , ..., 1

n

∑n
i=1 ξ(i)

s

)
èìååò äëÿ

áîëüøèõ n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì g(Eξ1, ..., Eξs) è äèñïåðñèåé
1
n

∑s
k,l=1 σklg

0
kg

0
l .

Ïóñòü ξ
(1)
k (x∗), ..., ξ

(n)
k (x∗) � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk(x

∗) òàêèõ, ÷òî
Eξk(x

∗) = Ik(x
∗), k = 1, 2. Çäåñü íåâàæíî, êàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíà ýòà ñòàòèñòèêà, ñëåäóåò

ëèøü ïîòðåáîâàòü íåâûðîæäåííîñòü êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû {E((ξk(x
∗)−Ik(x

∗))(ξl(x
∗)−Il(x

∗)))},
k, l = 1, 2. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé îöåíêè ôóíêöèè g(I1(x

∗), I2(x
∗)) = P (x∗) â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ñëåäóåò âçÿòü âûðàæåíèå

gn =
ξ̄2(x

∗)

ξ̄1(x∗)
, (2.3)

ãäå

ξ̄1(x
∗) =

1

n

n∑
i=1

ξ
(i)
1 (x∗), ξ̄2(x

∗) =
1

n

n∑
i=1

ξ
(i)
2 (x∗).

Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò âûðàæàòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ṽgn =
1

n

[
Vξ2(x

∗)− 2P (x∗)cov(ξ1(x
∗), ξ2(x

∗)) + P 2(x∗)Vξ1(x
∗)

I2
1 (x∗)

]
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1 ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

g̃(x1, x2, x3, x4) =
x4

x1

− x2x3

x2
1

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè êîìïîíåíòû Ii(x
∗) âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî

ïàðàìåòðà λ, òî g̃
(
I1(x

∗), I2(x
∗), ∂

∂λ
I1(x

∗), ∂
∂λ

I2(x
∗)
)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ

∂
∂λ

P (x∗). Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îöåíêè g̃ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó:

g̃n =
ξ̄′2(x

∗)

ξ̄1(x∗)
− gn

ξ̄′1(x
∗)

ξ̄1(x∗)
, (2.4)

ãäå

ξ̄′1(x
∗) =

1

n

n∑
i=1

ξ′1
(i)

(x∗), ξ̄′2(x
∗) =

1

n

n∑
i=1

ξ′2
(i)

(x∗).
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Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé îöåíêè áóäåò âûðàæàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ṽg̃n =

[
Vξ1

(
I ′2 − 2PI ′1

I2
1

)2

+ Vξ2

(
I ′1
I2
1

)2

+ Vξ′1

(
P

I1

)2

+ Vξ′2
1

I2
1

+

+

(
I ′2 − 2PI ′1

I2
1

)(
2
I ′1
I2
1

cov(ξ1, ξ2) + 2
P

I1

cov(ξ1, ξ
′
1)− 2

1

I1

cov(ξ1, ξ
′
2)

)
+

+2P
I ′1
I3
1

cov(ξ2, ξ
′
1)− 2

I ′1
I3
1

cov(ξ2, ξ
′
2)− 2

I2

I3
1

cov(ξ′1, ξ
′
2)

]
(x∗)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè è êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàñïðåäåëåíèé îöåíîê ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè è åå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ (2.3) è (2.4)
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè íåñìåùåííîñòè è êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îöåíîê âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà I(x∗) è åå ïðîèçâîäíûõ, ïðèâåäåííûìè âûøå.

3 Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âêëàäà îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

I(1)(x∗) =
m∑

i=1

Ii,

Ii =
∫ ti

ti−1

σs(Ai)exp{−τ0(r
∗ − tω∗)− τ(r∗, r∗ − tω∗)}R(Ai,−a∗)


S�
0
0
0

 dt

Çäåñü Ai, i = 1, . . . ,m � íîìåðà ñëî¼â, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ëó÷ r∗ − tω∗, t ≥ 0; ti−1 è ti �
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ñëîÿ Ai ñ âûøåóêàçàííûì ëó÷îì; τ0(r

∗ − tω∗) � îïòè÷åñêàÿ äëèíà
îòðåçêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êîé r∗−tω∗ è òî÷êîé r�(t) ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíåé ãðàíèöû àòìîñôåðû
ëó÷îì r∗ − tω∗ + l ( 1, 0, 0 )T , l ≥ 0; R(Ai,−a∗) � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ â Ai-ì ñëîå.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé âêëàäà îäíîêðàòíî
ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïî êîýôôèöèåíòó ïîãëîùåíèÿ â i0-ì ñëîå:

∂I(1)(x∗)

∂σc

=
m∑

i=1

∂Ii(x
∗)

∂σc

,

∂Ii(x
∗)

∂σc

= −
∫ ti

ti−1

σs(Ai)exp{−τ0(r
∗ − tω∗)− τ(r∗, r∗ − tω∗)} ×

× [|r0(t)− (r∗ − tω∗)|i0 + |r∗ − (r∗ − tω∗)|i0 ] R(Ai,−a∗)


S�
0
0
0

 dt

Äëÿ ïðîèçâîäíîé âêëàäà îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïî êîýôôèöèåíòó àýðîçîëüíîãî
ðàññåÿíèÿ â i0-ì ñëîå ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ:

∂I(1)(x∗)

∂σa

=
∑

i

∂Ii(x
∗)

∂σa

,
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∂Ii(x
∗)

∂σa

=
∫ ti

ti−1

σs(Ai)exp{−τ0(r
∗ − tω∗)− τ(r∗, r∗ − tω∗)} ×

×
[
− (|r0(t)− (r∗ − tω∗)|i0 + |r∗ − (r∗ − tω∗)|i0) R(Ai,−a∗) + ∆i0(Ai)

Ra(Ai,−a∗)

σs(Ai)

]
S�
0
0
0

 dt

Çäåñü ∆i0(Ai) � èíäèêàòîð òîãî, ÷òî i0 = Ai.
Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ôîðìóë, èñïîëüçóÿ êàêèå-ëèáî ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,

ìîæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âêëàäîâ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïî êîýôôèöèåíòàì
σc è σa.

4 Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé è

ìåòîäà ïðÿìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

ïî ïàðàìåòðàì

Ðàññìîòðèì ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé â åãî ïðèìåíåíèè ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíûõ ðàññåÿííîãî
èçëó÷åíèÿ ïî ñå÷åíèÿì âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé.

Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò èçó÷èòü âîïðîñ òðóäîåìêîñòè äàííîãî àëãîðèòìà â ñðàâíåíèè ñ
òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà ïðÿìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà.

Ïóñòü {ξx(h)} � ìíîæåñòâî îöåíîê ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì
ïîëÿðèçàöèè, ñìîäåëèðîâàííûõ íà îäíèõ è òåõ æå öåïÿõ Ìàðêîâà äëÿ ñðåä, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé
êîýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí σ· + h. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: ξ∆(h) = ξ(h)−ξ(0)

h
Îòìåòèì, ÷òî

ñõîäèìîñòü
Eξ∆(h)−→

h→0
E

∂ξ

∂σ·
(0)

ïðÿìî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ρ(K) < 1 èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðàK óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è ìàæîðàíòíîãî
ñâîéñòâà ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îöåíîê ìåòîäà çàâèñèìûõ
èñïûòàíèé è ìåòîäà ïðÿìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîñòðîåííûõ íà îäíèõ è òåõ æå öåïÿõ Ìàðêîâà,
ñóùåñòâóåò ñõîäèìîñòü

Vξ∆(h)−→
h→0

V
∂ξ

∂σ·
(0)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå Vξ = Ex0(q
T
0 Ψξξ(x0)q0)− (IH)2, çàäà÷ó

ñõîäèìîñòè äèñïåðñèé ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ñõîäèìîñòè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèöΨξ∆ξ∆ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Vξ∆ = V(qT
0 ξ∆

x0
) = Ex0(q

T
0 Ψξ∆ξ∆(x0)q0)−

(
IH(h)− IH(0)

h

)2

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

Ψξ∆ξ∆ −→
h→0

Ψξ′ξ′ . (4.1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ψ(x, h1, h2) = Ψξx(h1),ξx(h2). Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

Ψ(x, h1, h2) =
[
H(h1)(Φ

∗(h2))
T + Φ∗(h1)H

T (h2)−H(h1)H
T (h2)

]
(x) +

+
∫

X

KT (x, x′, h1)Ψ(x′, h1, h2)K(x, x′, h2)

p(x′, x)
dx′

èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìåΨ(·, h1, h2) = µ(·, h1, h2)+Kp(h1, h2)Ψ(·, h1, h2), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
ρ(Kp(h1, h2)) < 1.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñõîäèìîñòü (4.1) ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ îáîáùåííîé âòîðîé
ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ∂2Ψ(x,h1,h2)

∂h1∂h2

∣∣∣
h1=h2=0

. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. îïåðàòîð K ñîõðàíÿåò ìàæîðàíòíîå ñâîéñòâî ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà,

2. â íåêîòîðîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé −ε1 < h1 < ε1, −ε2 < h2 < ε2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(Kp(h1, h2)) ≤ qp < 1, ïðè÷åì îïåðàòîðû
∂Kp(h1,h2)

∂h1
,

∂Kp(h1,h2)
∂h2

,
∂2Kp(h1,h2)

∂h1∂h2
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñõîäèìîñòü

V
ξ(h)− ξ(0)

h
−→
h→0

V
∂ξ

∂σ·
(0)

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñòðåìèòñÿ ê ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
ïðÿìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðè óìåíüøåíèè øàãà h. Â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, òàê
êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû äëÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ èñïûòàíèé
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ ìåòîäà ïðÿìîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

1

N

N∑
n=1

∂ξn

∂σ·
(0) =

1

N

N∑
n=1

ξ∆
n (h) + C(N)h + O(h2)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà C(N) =
1

N
ξ′′n(0) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì I ′′(0) è äèñïåðñèåé V ≤ 2

h ·N
[
(Vξ∆)2 + (Vξ′)2

]
+ O(h).

5 Ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è àòìîñôåðíîé îïòèêè

Íà âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü àòìîñôåðû, îêðóæàþùåé ñôåðè÷åñêóþ ïëàíåòó, ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé
ïîòîê ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Àòìîñôåðà ñ÷èòàåòñÿ ðàçáèòîé íà n ñëîåâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå σ =
( σ1, . . . , σn ), ãäå σi, i = 1, . . . , n � çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé â
ñëîÿõ ðàçáèåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(r, ω) = ( I1, I2, I3, I4 )T (r, ω) çíà÷åíèå âåêòîð-ôóíêöèè Ñòîêñà, íàáëþäàåìîå
â òî÷êå r â íàïðàâëåíèè ω.

Ïóñòü fi(I(r, ω)), i = 1, . . . ,m� íåêîòîðûå ôóíêöèè îò êîìïîíåíò âåêòîðà I(r, ω). Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à: ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì

f1(I(σ∗
a; r1, ω1)), . . . , fm(I(σ∗

a; rm, ωm))

âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ σa â ñëîÿõ ðàçáèåíèÿ (m ≥ n).
Ìàòðèöû àýðîçîëüíîãî è ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ, çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ è
ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ, àëüáåäî ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè è çàêîí îòðàæåíèÿ îò ïîäñòèëàþùåé
ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

f1(I(σa; r1, ω1)) = f1(I(σ∗
a; r1, ω1)),

. . .
fm(I(σa; rm, ωm)) = fm(I(σ∗

a; rm, ωm))
(5.1)
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ìîæåò áûòü ðåøåíà èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ
ñèñòåìà äëÿ íàõîæäåíèÿ s-ãî ïðèáëèæåíèÿ σ(s)

a çàïèñûâàåòñÿ, î÷åâèäíî, â ñëåäóþùåì âèäå:

n∑
i=1

4∑
j=1

∂f1

∂Ij

∂Ij

∂σa,i

(σ(s−1)
a ; r1, ω1)

(
σ(s)

a − σ(s−1)
a

)
= f1(I(σ∗

a; r1, ω1))− f1(I(σ(s−1)
a ; r1, ω1))

...
n∑

i=1

4∑
j=1

∂fm

∂Ij

∂Ij

∂σa,i

(σ(s−1)
a ; rm, ωm)

(
σ(s)

a − σ(s−1)
a

)
= fm(I(σ∗

a; rm, ωm))− fm(I(σ(s−1)
a ; rm, ωm))

(5.2)
èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå, D(s)δ(s)σa = δ(s)F (s). Çäåñü

δ(s)σa = σ(s)
a − σ(s−1)

a ,

δ(s)F (s) =

 f1(I(σ∗
a; r1, ω1))− f1(I(σ(s−1)

a ; r1, ω1))
...

fm(I(σ∗
a; rm, ωm))− fm(I(σ(s−1)

a ; rm, ωm))


Ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ D = {dij} =

{
4∑

k=1

∂fi

∂Ik

∂Ik

∂σa,j
(σ(s−1)

a ; rm, ωm)
}j=1,...,n

i=1,...,m

ÿâëÿåòñÿ ïðè m > n

ïðÿìîóãîëüíîé, âñëåäñòâèå ÷åãî ñèñòåìà (5.2) îêàçûâàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.2) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèâîäÿùèé, êàê èçâåñòíî,
ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:〈

D(s)δ(s)σa − δ(s)F (s), D(s)δ(s)σa − δ(s)F (s)
〉
−→ min

δ(s)σa

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî δ(s)σa:(
D(s)

)T
D(s)δ(s)σa =

(
D(s)

)T
δ(s)F (s) (5.3)

Êàê èçâåñòíî, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ
âîçìóùåííîé ìàòðèöåé Ã = A + δA è âåêòîðîì ïðàâûõ ÷àñòåé b̃ = b + δb çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé [5]:

‖δx‖
‖x‖

≤ ν(A)

1− ν(A) · ‖δA‖
‖A‖

(
‖δb‖
‖b‖

+
‖δA‖
‖A‖

)
, (5.4)

ãäå ν(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖. Ïðè ýòîì îöåíêà (5.4) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé. Îòñþäà âèäíî, ÷òî,
÷åì áîëüøå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû

(
D(s)

)T
D(s)δ(s), òåì òî÷íåå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü

ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Âûðàæåíèå (5.4) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ x̃ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ãx̃ = b̃, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàññ÷èòàíû ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, ê ðåøåíèþ x ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé Ax = b, ãäå A = EÃ, b = Eb̃. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîãðåøíîñòè δx = x̃− x ïîëó÷àåì:

P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε

}
= P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε,
‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)

}
+ P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε,
‖δA‖
‖A‖

> ν−1(A)

}
≤

≤ P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε,
‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)

}
+ P

{
‖δA‖
‖A‖

> ν−1(A)

}
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîå ñëàãàåìîå. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (5.4) èìååì:

P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε,
‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)

}
≤ P

 ν(A)

1− ν(A)‖δA‖
‖A‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
> ε,

‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)


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Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) = ν(A)x+c
1−ν(A)x

âîçðàñòàåò ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì c, òî ñóùåñòâóåò íå
çàâèñÿùàÿ îò δA è δb êîíñòàíòà k òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè:

P

 ν(A)

1− ν(A)‖δA‖
‖A‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
> ε,

‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)

 =

= P

 ν(A)

1− ν(A)‖δA‖
‖A‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
> ε,

ε

k
<
‖δA‖
‖A‖

< ν−1(A)

+

+P

 ν(A)

1− ν(A)‖δA‖
‖A‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
> ε,

‖δA‖
‖A‖

<
ε

k

 ≤

≤ P

{
‖δA‖
‖A‖

>
ε

k

}
+ P

{
‖δb‖
‖b‖

> ε
k − ν(A)(1 + ε)

kν(A)
,
‖δA‖
‖A‖

<
ε

k

}
≤

≤ P

{
‖δA‖
‖A‖

>
ε

k

}
+ P

{
‖δb‖
‖b‖

> ε
k − ν(A)(1 + ε)

kν(A)

}
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε < 1. Òîãäà, âûáèðàÿ k = 3ν(A), ïîëó÷àåì:

P

{
‖δx‖
‖x‖

> ε

}
≤ P

{
‖δA‖
‖A‖

>
ε

3ν(A)

}
+ P

{
‖δb‖
‖b‖

>
ε

3ν(A)

}
+ P

{
‖δA‖
‖A‖

> ν−1(A)

}
≤

≤ 2P

{
‖δA‖
‖A‖

>
ε

3ν(A)

}
+ P

{
‖δb‖
‖b‖

>
ε

3ν(A)

}
Íàøè äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà âåêòîðíîé íîðìû ‖b‖ è ñîãëàñîâàííîé
ñ íåé ìàòðè÷íîé íîðìû ‖A‖. Âîçüìåì, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå âåêòîðíîé íîðìû ‖b‖∞ = maxi |bi|, à
â êà÷åñòâå ìàòðè÷íîé íîðìû ‖A‖∞ = max1≤j≤n

∑n
i=1 |aij|. Òîãäà, ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

‖A‖∞ ≤ n2 maxi,j |aij|, ïîëó÷àåì:

P
{
max

i
|δxi| > ε‖x‖

}
≤ 2P

{
max

i,j
|δaij| > ε

‖A‖
3n2ν(A)

}
+ P

{
max

i
|δbi| > ε

‖b‖
3ν(A)

}
Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò íàì óòâåðæäàòü, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ãx̃ = b̃ íå ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
Ã è âåêòîðà b̃ ê èõ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ñìîòðè ðàçäåë 6.) ïîêàçûâàþò, ÷òî äèñïåðñèè õàðàêòåðèñòèê
ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷àþòñÿ ïî÷òè íà ïîðÿäîê. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ òðàåêòîðèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ïîãðåøíîñòüþ áóäåò ðàçëè÷àòüñÿ íà äâà ïîðÿäêà. Ðàçóìååòñÿ, ýòîò ôàêò, âêóïå ñ æåñòêîñòüþ
ïîëó÷àþùèõñÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñèëüíî ïîâûøàåò òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà.

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, â ÷àñòíîñòè, ÿâèëîñü ïðè÷èíîé èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ åùå îäíîãî
ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ðåøåíèèè ñëåäóþùåé çàäà÷è:

F (σa) =
m∑

i=1

(fi(I(σ∗
a; ri, ωi))− fi(I(σa; ri, ωi)))

2 −→ min
σa

äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà F (σa) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà.
Ýòîò ìåòîä èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ èòåðàöèé

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãîðàçäî ìåíüøåå ÷èñëî òðàåêòîðèé è ó÷èòûâàòü òîëüêî çíàêè ïîëó÷àþùèõñÿ
ïðîèçâîäíûõ; äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì:

σ
(n)
a,i =

1− αsgn

 F (σ(n−1)
a )

F ′
σa,i

(σ
(n−1)
a )

σ
(n−1)
a,i =

(
1− αsgn

(
F ′

σa,i
(σ(n−1)

a )
))

σ
(n−1)
a,i (5.5)

Ïðè ýòîì âðåìÿ ñ÷åòà ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü.
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6 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ìîäåëü çåìíîé àòìîñôåðû, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ïî
ñëîÿì êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ, ìîëåêóëÿðíîãî è àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé 1.
Àëüáåäî ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè (Çåìëè) ðàâíî íóëþ. Ìàòðèöà àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ
ðàññ÷èòàíà ïî òåîðèè Ìè íà îñíîâå äàííûõ î ìèêðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ àòìîñôåðíîãî
àýðîçîëÿ.

Òàáëèöà 1. Êîýôôèöèåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé
Ñëîé σm σa σc

0 � 2 1.106× 10−2 0.283× 10−3 0.456× 10−1

2 � 5 0.906× 10−2 0.357× 10−3 0.695× 10−2

5 � 11 0.594× 10−2 0.306× 10−3 0.474× 10−3

11 � 25 0.258× 10−2 0.483× 10−3 0.131× 10−3

25 � 38 0.264× 10−3 0.128× 10−2 0.187× 10−4

38 � 55 0.384× 10−4 0.251× 10−3 0.387× 10−5

55 � 70 0.248× 10−5 0.267× 10−5 0.300× 10−6

70 � 80 0.430× 10−6 0.815× 10−7 0.518× 10−7

80 � 100 0.743× 10−7 0.558× 10−8 0.964× 10−8

100 � 120 0.176× 10−8 0.417× 10−10 0.219× 10−9

120 � 150 0.998× 10−10 0 0.107× 10−10

150 � 500 0.254× 10−11 0 0.697× 10−12

Íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ âûñîòû 2.7 êì â íàïðàâëåíèè â çåíèò ïðè ðàçëè÷íûõ çåíèòíûõ
ðàññòîÿíèÿõ Ñîëíöà. Íà ðèñ. 2�3 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè P è êîìïîíåíòû
I1, I2 âåêòîðà Ñòîêñà. Ðèñ. 4�7 èëëþñòðèðóþò çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíûõ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè
ïî ñå÷åíèÿì àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ îò çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé Ñîëíöà. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíû
ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü
íà 1000000 òðàåêòîðèÿõ. Ïîãðåøíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññ÷èòàííûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 2:

Òàáëèöà 2. Ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîäíûõ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè.
Çåíèòí.
ðàññò.
Ñîëíöà, ◦

√
VP

(EP )2
, %

√
VP ′σa,2

(EP ′σa,2
)2
, %

√
VP ′σa,5

(EP ′σa,5
)2
, %

90.5 0.19 1.25 1.17
91 0.17 1.34 1.02
92 0.24 1.48 1.27
93 0.34 1.97 1.58
94 0.47 1.71 2.40
95 0.91 6.73 5.22
96 1.32 14.02 5.06
97 1.58 10.73 9.16
98 1.67 9.26 12.38
99 2.00 12.63 21.21
100 3.66 42.40 34.49
101 4.79 12.51 70.08
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Ðèñ. 2 Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè P Ðèñ. 3Êîìïîíåíòû ln(107I1) (I) è ln(107I2) (II)

Ðèñ. 4Ïðîèçâîäíàÿ P âî âòîðîì ñëîå Ðèñ. 5Ïðîèçâîäíàÿ I2 âî âòîðîì ñëîå

Ðèñ. 6 Ïðîèçâîäíàÿ P â ïÿòîì ñëîå Ðèñ. 7 Ïðîèçâîäíàÿ I2 â ïÿòîì ñëîå
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Â Òàáëèöå 3 ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ν̃(A) = λmax(A)/λmin(A) äëÿ ìàòðèö A =(
D(s)

)T
D(s), ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 5 ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ íàáîðîâ ôóíêöèé

fi(I(σa; ri, ωi)), i = 1, . . . ,m:

1. fi = I1(ri, ωi), i = 1, . . . ,m;

2. fi = I2(ri, ωi), i = 1, . . . ,m;

3. f2i = I1(ri, ωi), f2i+1 = I2(ri, ωi), i = 1, . . . ,m;

4. fi = P (ri, ωi), i = 1, . . . ,m.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè
ïåðâîãî íàáîðà ôóíêöèé äëÿ èçëó÷åíèÿ áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè (ò. å. äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1.1)
ñ ÿäðîì Kij(x

′, x) = 0 ïðè i, j 6= 1).
Òàáëèöà 3. ×èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö

(
D(s)

)T
D(s)

Çåíèò. ðàññò. Ñîëíöà Ïîëÿðèç. èçëó÷åíèå Íåïîëÿðèç. èçëó÷åíèå

I1 I2 I1, I2 I2/I1 I1

[90.5◦, 91.7◦], øàã 0.1◦ 1.8× 106 2.1× 105 1.0× 106 1.1× 1015 4.0× 105

[90.5◦, 92.3◦], øàã 0.1◦ 1.5× 106 1.4× 105 1.2× 106 4.6× 1014 4.5× 105

[90.5◦, 95.5◦], øàã 0.1◦ 4.6× 106 4.1× 105 3.3× 106 4.8× 1016 1.2× 106

[90.5◦, 98.5◦], øàã 0.1◦ 8.6× 106 8.4× 105 6.9× 106 1.4× 1021 2.1× 106

[90.5◦, 100.5◦], øàã 0.1◦ 1.1× 107 1.0× 106 8.9× 106 7.4× 1021 2.7× 106

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîäîáíûìè ïëîõî îáóñëîâëåííûìè
ìàòðèöàìè ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
÷óâñòâèòåëüíûìè ê òî÷íîñòè çàäàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ óñóãóáëÿåòñÿ
íàëè÷èåì âåðîÿòíîñòíûõ ïîãðåøíîñòåé êîìïîíåíò ðàññ÷èòûâàåìîé ìàòðèöû ðåøàåìîé ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ïðèâåäåííûå â Òàáëèöå 3 çíà÷åíèÿ ν̃(A) ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ñíèçó äëÿ âåëè÷èí
ν(A). Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî âåñüìà òî÷íî ðàññ÷èòûâàòü
ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòèê ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ.

Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî àëãîðèòì
âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî õîäà êîýôôèöèåíòà àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ â àòìîñôåðå, ðàçáèòîé
íà áîëüøîå ÷èñëî ñëîåâ, ðàñõîäèòñÿ. Â Òàáëèöå 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî
ðàññåÿíèÿ, âû÷èñëåííûå íà 100000 òðàåêòîðèÿõ ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôóíêöèé fi = I2(ri, ωi). Àòìîñôåðà òîëùèíû 100 êì áûëà ðàçáèòà íà ïÿòü ñëî¼â òîëùèíîé 10,
5, 15, 40 è 20 êì. Âðåìÿ ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå Pentium III 665 ÌÃö ñîñòàâèëî 364 ñ.

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ σa, ðàññ÷èòàííûõ ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à
Ïðèáëèæåíèå

Íà÷àëüíîå 1-å Òî÷íîå çíà÷åíèå

3.962× 10−4 1.981× 10−4 2.830× 10−4

6.768× 10−4 4.725× 10−4 4.834× 10−4

3.741× 10−5 2.496× 10−5 2.672× 10−5

1.141× 10−5 9.564× 10−6 8.153× 10−6

7.811× 10−7 3.905× 10−7 5.579× 10−7

Ïîïûòêè ðàññ÷èòàòü ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì ïàðàìåòðû àòìîñôåðû, ðàçáèòîé íà ÷èñëî
ñëîåâ áîëüøåå èëè ðàâíîå 6, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþáîãî èç âûøåïðèâåäåííûõ íàáîðîâ ôóíêöèé fi
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íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à
íå ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè äëÿ àòìîñôåðû, ðàçáèòîé íà
áîëüøîå ÷èñëî ñëîåâ.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (5.5) â äàííîì ñëó÷àå îáíàðóæèâàåò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà. Âî-
ïåðâûõ, äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íå òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ òî÷íîñòü â ðàñ÷åòàõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿðèçîâàííîãî
èçëó÷åíèÿ. Âî-âòîðûõ, ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ï. 3, ïîêàçûâàþò, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ
çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé Ñîëíöà â èíòåðâàëå 90.5◦ � 95.5◦, äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà ïðîèçâîäíûõ
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíûìè îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, ÷òî òàêæå óìåíüøàåò
âðåìÿ ñ÷åòà àëãîðèòìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â Òàáëèöå 5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ,
âû÷èñëåííûå ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (5.5) íà 10000 òðàåêòîðèÿõ. Êîýôôèöèåíò
α áûë âçÿò ðàâíûì 0.03. Âðåìÿ ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå Pentium III 665 ÌÃö ñîñòàâèëî 1935 ñ.

Òàáëèöà 5.Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ σa, ðàññ÷èòàííûõ ìåòîäîì (5.5)
Ïðèáëèæåíèå

Íà÷àëüíîå 1-å 10-å Òî÷íîå çíà÷åíèå

3.962× 10−4 3.843× 10−4 2.922× 10−4 2.830× 10−4

5.001× 10−4 4.851× 10−4 3.688× 10−4 3.572× 10−4

4.291× 10−4 4.162× 10−4 3.164× 10−4 3.065× 10−4

6.768× 10−4 6.565× 10−4 4.991× 10−4 4.834× 10−4

1.788× 10−3 1.734× 10−3 1.400× 10−3 1.277× 10−3

3.507× 10−4 3.402× 10−4 2.586× 10−4 2.505× 10−4

2.672× 10−6 3.629× 10−6 3.110× 10−6 2.672× 10−6

1.141× 10−7 1.107× 10−7 1.008× 10−7 8.153× 10−8

7.811× 10−9 7.576× 10−9 6.494× 10−9 5.579× 10−9

5.845× 10−11 5.670× 10−11 4.577× 10−11 4.175× 10−11

Âðåìÿ ñ÷åòà, ñåê.: 197 1935
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