UDK 535.42

S-APPROKSIMACI˚ DL˚ SFERIQESKIH QASTIC S KOMPLEKSNYM POKAZATELEM PRELOMLENI˚

© 2001 g. A. ˚. Perel~man^∗, N. V. Vowinnikov^{∗∗}

∗Sankt-PeterburgskaØ lesotehniqeskaØ akademiØ, Sankt-Peterburg, RossiØ

∗∗Astronomiqeski$i institut im. V.V. Soboleva, Sankt-Peterburgski$i universitet

Postupila v redakci¸ 00.00.2001 g.

V ramkah problemy difrakcii plosko$i fflektromagnitno$i volny na xare rassmotreno priblißenie optiqeski mØgkih qastic (S-approksimaciØ) dlØ komponentov fflektromagnitnogo polØ i faktorov ffffektivnosti. DlØ slabo poglowa¸wih qastic s pomow~¸ (S-approksimacii) poluqeny predstavleniØ dlØ faktorov ffffektivnosti rasseØniØ i pogloweniØ v priblißenii ReleØ-Gansa. PredloßennaØ modifikaciØ S-approksimacii s uqetom korotkovolnovo$i asimptotiki dlØ komponentov polØ pozvolØet s horoxe$i toqnost~¸ rassqityvat~ faktory ffffektivnosti oslableniØ dlØ bol~xih xarov s kompleksnym pokazatelem prelomleniØ m = n � ki, gde

1.0 ˇ n ˇ 2.0 i 0 ˇ k ˇ 0.5.

1. VVEDENIE

V [1 – 3] privedeny razloßeniØ Mi dlØ komponentov fflektromagnitnogo polØ m faktorov ffffektivnosti v probleme difrakcii plosko$i volny na xare. Pri uslovii, qto otnositel~ny$i pokazatel~ prelomleniØ vewestva blizok k edinice, ffti vyraßeniØ preobrazu¸tsØ v prostye formuly (priblißenie mØgkih qastic, S-approksimaciØ), da¸wie udovletvoritel~nu¸ toqnost~ dlØ qastic umerennyh i bol~xih razmerov [4]. S-approksimaciØ osobenno udobna pri issledovanii faktorov ffffektivnosti dlØ rasseiva¸wih qastic, pogrußennyh v nepoglowa¸wu¸ sredu, tak kak v fftom sluqae toqnye znaqeniØ faktorov sovpada¸t s ih priblißeniØmi dal~ne$i zony [3, 5].

Ispol~zovanie dopolnitel~no$i informacii otnositel~no korotkovolnovo$i asimptotiki komponentov polØ pozvolØet suwestvenno rasxirit~ oblast~ primenimosti S-approksimacii. V [6] pokazano, qto osnovannaØ na ffto$i informacii modificirovannaØ S-approksimaciØ daet udovletvoritel~nu¸ toqnost~ dlØ difflektriqeskih xarov, vo vsØkom sluqae, pri pokazatelØh prelomleniØ

m ≤ 2.0. V nastoØwe$i stat~e rezul~taty raboty [6] rasprostraneny na sluqai

slabo poglowa¸wih i poglowa¸wih xarov.

2. S-APPROKSIMACI˚ I EE MODIFIKACII

S-approksimaciØ v zadaqah difrakcii na malyh qasticah osnovana na ispol~zovanii priblißennyh sootnoxeni$i, oxibka pri rasqetah po kotorym stanovitsØ prenebreßimo malo$i pri znaqeniØh otnositel~nogo kompleksnogo pokazatelØ prelomleniØ m = n − ki (k ≥ 0), blizkih k edinice (optiqeski mØgkie qasticy). DlØ xara komponenty polØ i faktory ffffektivnosti zapisyva¸tsØ qerez rØdy, zavisØwie ot kofffficientov Mi (n = 1, 2, ...)

a_{1n} = h^2_{1n} − ih_{1n}h_{3n}

h^2_{1n} + h^2_{3n}

, a_{2n} = h^2_n − ih_{2n}h_{4n}

h^2_n + h^2_{4n}

, (1) gde h_{1n} = xψ^′_n(mx)ψ_n(x) − mxψ_n(mx)ψ^′_n(x) , h_{2n} = mxψ^′_n(mx)ψ_n(x) − xψ_n(mx)ψ^′_n(x) , h_{3n} = xψ^′_n(mx)χ_n(x) − mxψ_n(mx)χ^′_n(x) , h_{4n} = mxψ^′_n(mx)χ_n(x) − xψ_n(mx)χ^′_n(x) (2) i x = 2πa/λ – bezrazmerny$i parametr (a – radius xara, λ – dlina volny pada¸- wego izluqeniØ), ψ_n(z), χ_n(z), ψ^′_n(z), χ^′_n(z) – funkcii Rikkati-BesselØ i ih pervye proizvodnye. V dannom sluqae priblißennye ravenstva, sootvetstvu¸wie Sapproksimacii ime¸t vid

h^2_{1n} + h^2_{3n} ≈ |m|x^2 g_1(m, x) , h^2_n + h^2_{4n} ≈ |m|x^2 g_2(m, x) , g_{1, 2}(m, x) = O(1) pri x −→ ∞ . (3)

SootnoxeniØ (3) osnovany na ravenstve edinice vronskiana funkci$i ψ_n(z), χ_n(z). V [4] S-approksimaciØ sootvetstvuet predpoloßeni¸

g_{1,2}(m, x) = 1. (4)

Razliqnye modifikacii S-approksimacii osnovany na analize povedeniØ veliqin (3) i ispol~zovanii dopolnitel~no$i informacii o svo$istvah polØ rasse- Ønnogo izluqeniØ [6].

3. S-APPROKSIMACI˚ FAKTORA �FFEKTIVNOSTI OSLABLENI˚ DL˚ POGLOWAıWIH I DI�LEKTRIQESKIH QASTIC

V ramkah S-approksimacii v [4] poluqeno vyraßenie dlØ faktora ffffektivnosti oslableniØ

Q^{rmSA}_{ext} = 2 x^2 Re ∞∑ n=1 (2n + 1)(a_{1n} + a_{2n}) (5)

v forme^1

Q_{ext}(m, x) = 1 2|m| Re [ (m^2 + 1)^2 + ω(m, ρ) − ω(−m, R) 2m ] , (6) gde ρ = 2(m − 1)x R = 2(m + 1)x, (7) ω(m, z) = [ a(m) + a_0(m)

z^2 ] ei(z) + ia_1(m) exp(−iz) z + a_2(m) 1 − exp(−iz) z^2

, (8)

ei(z) = ∫ z 0 1 − exp(−it) t dt, (9)

a(m) = (m^2 − 1)^2(m^2 + 1) a_0(m) = −2(m^2 − 1)^2(m − 1)^2 a_1(m) = (m + 1)^2(m^4 − 2m^3 − 2m^2 − 2m + 1) a_2(m) = −a_0(m) − a_1(m).

(10)

FunkciØ ei(z) vyraßaetsØ qerez integral~nu¸ pokazatel~nu¸ funkci¸ Ein(iz) [7] ei(z) = Ein(iz), (11) gde Ein(z) = ∫ z 0 1 − exp(−t) t dt. (12)

Pri bol~xih znaqeniØh z spravedliva asimptotika [7]

Ein(z) = γ + ln z + exp(−z)

( 0.711093

z + 0.415775 + 0.278518 z + 2.29428 + 0.010389 z + 6.2900 + ϵ ) , (13)

gde |ϵ| < 3 · 10^{−6}, esli Rez > 10 ili Imz > 10 γ = 0.577216 – postoØnnaØ �$ilera. Pri malyh znaqeniØh z udobno ispol~zovat~ razloßenie integral~no$i pokazatel~no$i funkcii v stepenno$i rØd

Ein(z) = − ∞∑ n=1 (−1)^nz^n nn! . (14)

4. S-APPROKSIMACI˚ DL˚ SLABO POGLOWAıWIH XAROV

Primenim S-approksimaci¸ dlØ rasqeta faktorov Q_{ext}(m, x) dlØ slabo poglowa¸wih qastic, ispol~zuØ usloviØ priblißeniØ ReleØ-Gansa [1] |m − 1| ≪ 1 , ρ ≪ 1 . (15) 1Formula (6) v [4] zapisana netoqno: vmesto R stoit �R.

S ffto$i cel~¸ perepixem formulu (6) v vide (s toqnost~¸ do mnoßitelØ 1/|m|)

Q_{ext} = Q^+_S + Q^−_S ,

Q^+_S = Re [ (m^2 + 1)^2 2 + ω^+(m, ρ) − ω^+(−m, R) 4m ] , (16)

Q^−_S = Re [ i ω^−(m, ρ) − ω^−(−m, R) 4m ] . Zdes~

ω^+(m, z) = [ a(m) + a_0(m)

z^2 ] Cin(z) + a_1(m)s_z + a_2(m)c_z, ω^−(m, z) = [ a(m) + a_0(m) z^2 ] Si(z) + a_1(m)σ_z + a_2(m)γ_z, (17)

gde ispol~zovany sootnoxeniØ (10) i oboznaqeniØ

Cin(z) = ∫ z 0 1 − cos t t dt, s_z = sin z z , c_z =

1 − cos z z^2 , Si(z) = ∫ z 0 sin t t dt, σ_z = cos z z , γ_z = sin z z^2

. (18)

V formule (16) [v sootvetstvii s usloviØmi (15)] uderßim tol~ko glavnye qasti vhodØwih v nee funkci$i. Togda imeem

(m + 1)^2 = 4 + 8(m − 1) + 8(m − 1)^2 , m^{−1}a(m) = m^{−1}a(−m) = 8(m − 1)^2 , m^{−1}a_0(m) = −8(m − 1)^4 , m^{−1}a_0(−m) = −32(m − 1)^2 , m^{−1}a_1(m) = −16 − 32(m − 1) − 12(m − 1)^2 , m^{−1}a_1(−m) = 4(m − 1)^2 , m^{−1}a_2(m) = 16 + 32(m − 1) + 12(m − 1)^2 , m^{−1}a_2(−m) = 28(m − 1)^2 ,

(19)

i Cin(ρ) = ρ^2 4 , s_ρ = 1 − ρ^2 6 , c_ρ = 1 2 − ρ^2 24 , Si(ρ) = ρ, σ_ρ = 1 ρ − ρ 2 , γ_ρ = 1 ρ − ρ 6 . (20)

Ispol~zuØ (19) i (20), poluqaem

(m^2 + 1)^2 2 + ω^+(m, ρ) 4m = 5(m − 1)^2 + ρ^2 2 , ω^−(m, ρ) 4m = ρ 4 + 8(m − 1) 3 , − ω^+(−m, R) 4m = (m − 1)^2 [( 8 R^2 − 2 ) Cin(R) − s_R − 7c_R ] , (21) − ω^−(−m, R) 4m = (m − 1)^2 [( 8 R^2 − 2 ) Si(R) − σ_R − 7γ_R ] .

S uqetom formul (7), (16), (17) i (21) imeem

Q^+_S = Re { (m − 1)^2 [ 5 2 + 2x^2 + ( 8 R^2 − 2 ) Cin(R) − s_R − 7c_R ]} , Q^−_S = 8 3 kx + 32 3 (n − 1)kx + Re { i(m − 1)^2 [( 8 R^2 − 2 ) Si(R) − σ_R − 7γ_R ] . } (22)

UqityvaØ uslovie (15) i sootnoxenie [sm.(7)]

R = 4x + ρ, (23)

v pervom priblißenii nahodim

Q^+_S = [ (n − 1)^2 − k^2 ] [5 2 + 2x^2 + ( 1 2x^2 − 2 ) Cin(4x) − s_{4x} − 7c4x ] , Q^−_S = 8 3 kx. (24) Na osnovanii ravenstva [7]

Cin(x) = γ + ln x − ∫ x ∞ cos t) t dt (25)

moßno sdelat~ vyvod, qto vyraßeniØ (24) dlØ Q^+_S (m, x) i Q^−_S (m, x) sovpada¸t sootvetstvenno s izvestnymi predstavleniØmi faktorov ffffektivnosti rasse- ØniØ i pogloweniØ v ramkah teorii ReleØ-Gansa [1]. Uqet v (16) vklada ot slagaemyh bolee vysokih stepene$i malosti otnositel~no (m − 1) i ρ pozvolØet utoqnit~ priblißenie ReleØ-Gansa. Odnako praktiqeski rasqet faktorov udobnee osuwestvlØt~, neposredstvenno ispol~zuØ S-approksimaci¸.

5. MODIFICIROVANNA˚ S-APPROKSIMACI˚ DL˚ POGLOWAıWIH I DI�LEKTRIQESKIH QASTIC

Pust~

S(m) = lim_{x→∞} Q^{SA}_{ext}(m, x). (26)

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (6) – (13), nahodim S(m) = 1 2|m| Re [ (m^2 + 1)^2 +

(m^2 + 1)(m^2 − 1)^2 2m ln m − 1 m + 1 ] . (27)

Izvestno [1 – 3], qto korotkovolnovaØ asimptotika faktora ffffektivnosti oslableniØ Q_{ext}(m, x) harakterizuetsØ sootnoxeniem

lim_{x→∞} Q_{ext}(m, x) = 2. (28)

Soglasno (26) i (28), modificirovannaØ S-approksimaciØ (improved S-approxima-

tion, ISA) dlØ faktora ffffektivnosti oslableniØ s uqetom popravki korotko-

volnovo$i asimptotiki moßet byt~ predstavlena v vide

Q^{ISA}_{ext} (m, x) = g(m, x)Q^{SA}_{ext}(m, x). (29)

Zdes~ g(m, x) = 1 − S(m) − 2 S(m) f(m, x), (30) gde funkciØ f(m, x) dolßna udovletvorØt~ uslovi¸

lim_{x→∞} f(m, x) = 1. (31)

V svo¸ oqered~, konkretny$i vid funkcii f(m, x) opredelØetsØ na osnove issledovaniØ priblißeni$i (3), v kotoryh funkcii g_{1,2}(m, x) ne dolßny zaviset~ ot n. Rezul~taty analiza fftih priblißeni$i pokazyva¸t, qto sootnoxenie dlØ

f(m, x) moßno zapisat~ v vide

f(m, x) = exp [ − 0.01 (1 − 8Im(m)) x(|m|) exp(4|m|) x ] , (32) gde x(m) ≈ 290 m^{−11} . (33)

Pri m ≤ 1.5 vyraßenie (33) ograniqivaet oblast~ 0 ≤ x < x(m), v kotoro$i oxibka pri rasqetah faktorov oslableniØ po formule (6) ne prevoshodit 5% [6]. Na osnovanii sootnoxeni$i (29), (30), (32) i (33) poluqim

Q^{ISA}_{ext} (m, x) = [ 1 − S(m) − 2 S(m) exp ( − 2.9 (1 − 8Im(m)) exp(4|m|) |m|^{11}x )] Q^{SA}_{ext}(m, x). (34)

Otmetim, qto priblißenie (34) sootvetstvuet vyboru v (3) funkci$i g_{1,2}(m, x) = g(m, x), (35) gde g(m, x) opredelØetsØ po formule (30).

V sluqae nepoglowa¸wihsØ xarov (n = Re(m)) iz (34) nahodim

Q^{ISA}_{ext} (n, x) = [ 1 − S(n) − 2 S(n) exp ( − 2.9 exp(4n) n^{11}x )] Q^{SA}_{ext}(n, x). (36)

�tot rezul~tat byl poluqen v [6]. Tam ße predstavleny rezul~taty rasqetov, pokazavxie, qto dlØ pokazatele$i prelomleniØ n ≤ 2 priblißenie (36) daet udovletvoritel~nu¸ toqnost~ pri l¸byh znaqeniØh parametrah x.

6. QISLENNYE REZUL^TATY

ModificirovannaØ S-approksimaciØ dlØ faktora ffffektivnosti oslableniØ (34) moßet byt~ zapisana v vide

Q^{ISA}_{ext} (m, x) = [ 1 − S(m) − 2 S(m) exp ( − t(m) x )] Q^{SA}_{ext}(m, x). (37)

Zdes~ faktory Q^{ISA}_{ext} (m, x) vyqislØ¸tsØ po formulam (6) – (10), S(m) daetsØ formulo$i (27) i t(m) = 2.9 (1 + 8k) exp(4|m|) |m|^{11} , m = n − ki, (k > 0). (38) Sootnoxenie (37) proverØlos~ v oblasti znaqeni$i de$istvitel~nyh i mnimyh qaste$i pokazatelØ prelomleniØ

1.0 < n ≤ 2.0, 0 ≤ k ≤ 0.5 (39)

i razliqnyh znaqeni$i parametra x. Na ris. 1, 2 i 4 privedeny faktory ffffektivnosti oslableniØ, rassqitannye po teorii Mi i v ramkah modificirovanno$i S-approksimacii. Na ris. 1 i 2 ill¸striruetsØ vliØnie izmeneni$i de$istvitel~no$i i mnimo$i qaste$i pokazatelØ prelomleniØ sootvetstvenno. Iz nih sleduet, qto S-approksimaciØ dostatoqno horoxo vosproizvodit izmeneniØ faktorov Q_{ext} daße dlØ takih znaqitel~nyh pokazatele$i prelomleniØ kak

m = 2.00 − 0.20i ili m = 1.50 − 0.50i. Pri fftom, kak sleduet iz ris. 3, otnosi-

tel~nye oxibki vyqisleniØ faktorov Q_{ext} dlØ S-approksimacii ne prevoshodØt

±10%.

Na ris. 4 dlØ xarov s pokazatelØmi prelomleniØ m = 1.30−0.10i izobraßeny zavisimosti Q_{ext} ot x, vyqislennye po teorii Mi, v ramkah S-approksimacii i po approksimacii van de H¸lsta [1]

Q^{vdHA}_{ext} (m, x) = 2 − 4s_ρ + 4c_ρ . (40)

Na ris. 5 predstavleny otnositel~nye oxibki dlØ obeih approksimaci$i. Otmetim, qto analogiqnye rezul~taty poluqa¸tsØ i dlØ drugih znaqeni$i n i k.

7. ZAKLıQENIE

ModificirovannaØ S-approksimaciØ daet horoxu¸ toqnost~ pri rasqetah faktorov ffffektivnosti oslableniØ Q_{ext} xirokom diapazone znaqeni$i kompleksnogo pokazatelØ prelomleniØ m = n − ki [sm. (39)]. Pokazateli prelomleniØ mnogih vewestv, predstavlØ¸wih interes dlØ optiki affrozole$i, gidrozole$i, kosmiqesko$i pyli, biologiqeskih qastic zakl¸qeny v fftih granicah. Malye rasqetnye oxibki dlØ S-approksimacii ob¨ØsnØ¸tsØ tem, qto dlØ nee sohranØ- ¸tsØ osnovnye analitiqeskie svo$istva toqnogo rexeniØ Mi. Krome fftogo, pri vypolnenii dopolnitel~nyh uslovi$i [sm. (15)] vozmoßen perehod ot S-approk-simacii k razliqnym izvestnym priblißeniØm dlØ faktorov ffffektivnosti.

Modificirovannu¸ S-approksimaci¸ udobno primenØt~ pri rexenii obratnyh zadaq v teorii rasseØniØ sveta. RavnomernaØ (po parametru x) blizost~ faktorov daet vozmoßnost~ zamenØt~ funkcie$i Q^{ISA}_{ext} (m, x) Ødro integral~nogo uravneniØ pervogo roda, ispol~zuemoe dlØ ocenki mikrostruktury dispersnyh sistem po izvestnym optiqeskim dannym. ProstaØ analitiqeskaØ struktura vyraßeni$i dlØ Q^{ISA}_{ext} (m, x) pozvolØet rexit~ ffto integral~noe uravnenie i, tem samym, rassmatrivat~ ne ploho obuslovlennu¸ (nekorrektnu¸) obratnu¸ zadaqu, a korrektnu¸.

DannaØ rabota vypolnena pri finansovo$i podderßke fonda INTAS (grant 99/652).

SPISOK LITERATURY

1. van de H¸lst G. RasseØnie sveta malymi qasticami. IL. M., 1961. 536 s.

2. Xifrin K.S. RasseØnie sveta v mutno$i srede. Gostehizdat. M., 1951. 288 s.

3. Boren K., Hafmen D. Poglowenie i rasseØnie sveta malymi qasticami. Mir.

M., 1986. 660 s.

4. Perelman A.Y. Appl. Opt. 1991. V. 30. N 4. P. 475{484.

5. Perelman A.Y. Appl. Opt. 1979. V. 18. N13. P. 2307{2314.

6. Perelman A.Y., Voshchinnikov N.V. J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 2000 (submitted).

7. Spravoqnik po special~nym funkciØm. Pod red. M. Abramovica, I. Stigan.

Nauka. M., 1979. 832 s.

Podpisi pod risunkami k stat~e A.˚. Perel~mana i N. V. Vowinnikova “S- APPROKSIMACI˚ DL˚ SFERIQESKIH QASTIC S KOMPLEKSNYM POKAZATELEM PRELOMLENI˚”

Ris. 1. Zavisimost~ faktorov ffffektivnosti oslableniØ, vyqislennyh po teorii Mi i s pomow~¸ modificirovanno$i S-approksimacii ot parametra x. Ill¸striruetsØ ffffekt izmeneniØ de$istvitel~no$i qasti pokazatelØ prelomleniØ.

Ris. 2. To ße, qto na ris. 1, no ill¸striruetsØ ffffekt izmeneniØ mnimo$i qasti pokazatelØ prelomleniØ.

Ris. 3. Otnositel~naØ pogrexnost~ pri rasqetah faktorov ffffektivnosti oslableniØ s pomow~¸ modificirovanno$i S-approksimacii dlØ sluqaev, pokazannyh na ris. 2.

Ris. 4. Zavisimost~ faktorov ffffektivnosti oslableniØ ot parametra x. Faktory rassqityvalis~ po teorii Mi, S-approksimacii i s ispol~zovaniem priblißeniØ van de H¸lsta.

Ris. 5. Otnositel~naØ pogrexnost~ pri rasqetah faktorov ffffektivnosti oslableniØ po S-approksimacii i dlØ priblißeniØ van de H¸lsta.