NOVOE REKURSIVNOE REXENIE ZADAQI RASSE˚NI˚ �LEKTROMAGNITNOGO IZLUQENI˚ MNOGOSLO $INYMI SFEROIDAL^NYMI QASTICAMI

© 2000 g. V. G. Farafonov^∗

∗Gosudarstvenny$i universitet affrokosmiqeskogo priborostroeniØ, Sankt-Peterburg, RossiØ

Postupila v redakci¸ 31.08.2000 g.

V rabote postroen novy$i rekursivny$i algoritm rexeniØ zadaqi rasseØniØ proizvol~- no polØrizovanno$i plosko$i fflektromagnitno$i volny mnogoslo$inymi konfokal~nymi sferoidal~nymi qasticami. Danny$i podhod sohranØet preimuwestva dvuh metodov, predloßennyh ranee avtorom dlØ odnorodnyh i dvuhslo$inyh sferoidov (special~ny$i vybor skalØrnyh potencialov, ispol~zovanie v kaqestve bazisnyh volnovyh sferoidal~nyh funkci$i), a takße dlØ odnorodnyh osesimmetriqnyh qastic (formulirovka zadaqi v vide poverhnostnyh integral~nyh uravneni$i, opredelenie potencialov izluqeniØ vnutri qasticy po potencialom pada¸wego izluqeniØ, a zatem opredelenie potencialov rasseØnnogo izluqeniØ po potencialam izluqeniØ vnutri qasticy). V sluqae mnogoslo$inyh qastic v kaßdo$i oboloqke sootvetstvu¸wie potencialy predstavlØ¸sØ v vide summy dvuh slagaemyh. Pervoe iz nih obladaet svo$istvami pada- ¸wego izluqeniØ (otsutstvu¸t osobennosti vnutri oblasti, ograniqenno$i vnexne$i granice$i oboloqki), vtoroe – rasseØnnogo izluqeniØ (vypolnØ¸tsØ usloviØ izluqeniØ na beskoneqnosti). V rezul~tate pri perehode ot odnogo sloØ qasticy k sledu¸wemu (v napravlenii ot Ødra k vnexne$i oboloqke) ne proishodit uveliqeniØ razmernosti reducirovannyh line$inyh matriqnyh uravneni$i otnositel~no neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i potencialov rasseØnnogo izluqeniØ po sravneni¸ so sluqaem odnorodnogo sferoida. Otmetim Øsnost~ i prostotu (naskol~ko ffto vozmoßno pri rassmotrenii tako$i sloßno$i zadaqi) predloßennogo algoritma. V sluqae sferiqeskih mnogoslo$inyh qastic rexenie predstavlØetsØ v Øvnom vide.

VVEDENIE

Iz vseh koneqnyh nesferiqeskih qastic vytØnutye i spl¸snutye sferoidy (ffllipsoidy vraweniØ) predstavlØ¸t naibol~xi$i interes. S odno$i storony, oni ime¸t kanoniqesku¸ formu, i skalØrnoe volnovoe uravnenie dopuskaet razdelenie peremennyh v sferoidal~nyh koordinatah. S drugo$i storony, imi moßno dostatoqno horoxo approksimirovat~ real~nye qasticy [1-3]. V nastoØwee vremØ zadaqa rasseØniØ sveta dvuhslo$inymi sferoidami rexaetsØ libo metodom razdeleniØ peremennyh (t.e. ispol~zuØ v kaqestve bazisnyh volnovye sferoidal~nye funkcii) [4-7], libo metodom T-matric [8-9]

(sm takße monografi¸ [10]). Pri pervom podhode vaßnu¸ rol~ igraet vybor skalØrnyh potencialov ili, qto ffkvivalentno, vektornyh volnovyh sferoidal~nyh funkci$i. V de$istvitel~nosti, imenno fftim otliqa¸tsØ drug ot druga razliqnye shemy metoda razdeleniØ peremennyh. Naibolee polno analitiqeski issledovannym [11] i naibolee ffffektivnym s vyqislitel~no$i toqki zreniØ [7,12] ØvlØetsØ rexenie, predloßennoe nami [7]. Nedavno [13] byla predprinØta popytka, na nax vzglØd neudaqnaØ, postroit~ rekursivnoe rexenie rassmatrivaemo$i zadaqi, baziru¸weesØ na fftom rexenii. Pri fftom ispol~zovalas~ metodika postroeniØ rekursivnogo rexeniØ dlØ mnogoslo$inyh xarov [14]. V rezul~tate avtorami ffto$i stat~i bylo poluqeno ves~ma sloßnoe neline$inoe matriqnoe uravnenie dlØ neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i potencialov rasseØnnogo izluqeniØ.

V danno$i rabote rassmatrivaetsØ rasseØnie proizvol~no polØrizovanno$i plosko$i volny mnogoslo$inymi sferoidal~nymi qasticami. ObwaØ zadaqa rasseØniØ rexaetsØ posledovatel~no: snaqala osesimmetriqnaØ zadaqa dlØ pervyh qaste$i fflektromagnitnyh pole$i, ne zavisØwih ot azimutal~nogo ugla (nulevyh slagaemyh rØdov Fur~e), zatem – neosesimmetriqnaØ zadaqa dlØ vtoryh qaste$i, usrednenie kotoryh po fftomu uglu ravno nul¸ (summ ostal~nyh slagaemyh rØdov Fur~e). Kak v pervom, tak i vo vtorom sluqae zadaqi formuliru¸tsØ v vide poverhnostnyh integral~nyh uravneni$i otnositel~no special~no vybrannyh skalØrnyh potencialov [15,16]. V osesimmetriqno$i zadaqe takimi potencialami slußat, po suwestvu, azimutal~nye komponenty fflektromagnitnyh pole$i. V neosesimmetriqno$i zadaqe v kaqestve skalØrnyh potencialov vybira¸tsØ superpozicii vertikal~nogo (vdol~ osi vraweniØ qasticy) komponenta magnitnogo ili fflektriqeskogo vektora Gerca i sootvetstvu¸wego potenciala DebaØ (r-komponenta vektora Gerca, umnoßennogo na modul~ radius-vektora). Pri tako$i postanovke zadaq rasseØniØ potencialy posledu¸wego sloØ vyraßa¸tsØ qerez potencialy predyduwego, naqinaØ s Ødra qasticy. Vybrannye potencialy predstavlØ¸tsØ v vide razloßeni$i po skalØrnym volnovym sferoidal~nym funkciØm. V rezul~tate algebraizacii integral~nyh uravneni$i poluqaem line$inye matriqnye uravneniØ otnositel~no neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i potencialov rasseØnnogo izluqeniØ. Vaßno, qto razmernost~ fftih useqennyh sistem dlØ mnogoslo$inyh sferoidov ne uveliqivaetsØ po sravneni¸ s useqennymi sistemami uravneni$i dlØ odnorodnyh qastic. Pri perehode k mnogoslo$inym koncentriqeskim xaram matriqnye uravneniØ rexa¸tsØ v Øvnom vide.

Takim obrazom, predlagaemy$i rekursivny$i algoritm rexeniØ zadaqi rasseØniØ fflektromagnitnogo izluqeniØ mnogoslo$inymi sferoidami baziruetsØ na metode razdeleniØ peremennyh [11, 6,7] i nedavno predloßennom integral~nom metode dlØ aksial~no simmetriqnyh qastic [15,16]. Ispol~zovanie volnovyh sferoidal~nyh funki$i v kaqestve bazisnyh obuslovleno tem, qto v fftom sluqae naibolee polno uqityvaetsØ geometriØ rassmatrivaemo$i zadaqi. IshodØ iz obxirno$i praktiki rasqetov optiqeskih svo$istv odnorodnyh i dvuhslo$inyh sferoidal~nyh qastic [7,12,17-20], moßno predpoloßit~, qto oblast~ primenimosti dannogo rekursivnogo rexeniØ dostatoqno xiroka. �to kasaetsØ kak pokazatele$i prelomleniØ i pogloweniØ vewestv Ødra i oboloqek, tak i geometriqeskih parametrov, opredelØ¸wih razmer i formu qastic. Otmetim, qto v danno$i rabote rassmatrivaetsØ tol~ko konfokal~nye (sofokusnye) mnogoslo$inye sferoidal~nye qasticy.

1. ISHODNA˚ POSTANOVKA ZADAQI

Vvedem dekartovu¸ sistemu koordinat (x, y, z) takim obrazom, qtoby os~ z sovpadala s os~¸ vraweniØ qasticy. NarØdu s dekartovo$i vvedem sferoidal~nu¸ sistemu (ξ, η, φ), koordinaty kotoro$i svØzany s dekartovymi sledu¸wim obrazom [21]: x = d 2 (ξ^2 ∓ f)^{1/2}(1 − η^2)^{1/2} cos φ, y = d 2 (ξ^2 ∓ f)^{1/2}(1 − η^2)^{1/2} sin φ, (1) z = d 2 ξη, gde f = 1, ξ ∈ [1, ∞), η ∈ [–1, 1], φ ∈ [0, 2π) dlØ vytØnutyh i f = −1, ξ ∈ [0, ∞), η ∈ [–1, 1], φ ∈ [0, 2π) dlØ spl¸snutyh koordinat; d – fokusnoe rasstoØnie. PredpolagaetsØ, qto qastica ØvlØetsØ konfokal~no$i (sofokusno$i), t.e. poverhnosti sloev ØvlØ¸tsØ koordinatnymi, a ih uravneniØ moßno zapisat~ v vide

ξ = ξ_j , (2)

gde j = 1, 2, ..., J, pri fftom znaqenie indeksa j = 1 sootvetstvuet vnexne$i granice qasticy, a j = J – granice ee Ødra. DlØ takih qastic bol~xie a_j i men~xie b_j poluosi sferoidov, obrazu¸wih oboloqki, udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

a^2_1 − b^2_1 = a^2 − b^2 = ... = a^2_J − b^2_J = ( d 2 )_2 . (3)

Oboznaqim qerez ⃗E^{(j)}, ⃗H^{(j)} naprØßennosti fflektriqeskogo i magnitnogo pole$i v j-m sloe s difflektriqesko$i i magnitno$i pronicaemostØmi ε_j i μ_j , k_j = √ε_j · μ_j · k_0 – volnovoe qislo v j-sloe ( k_0 = ω/c – volnovoe qislo v svobodnom prostranstve, ω – qastota izluqeniØ, c – skorost~ sveta v vakuume). Znaqenie indeksa j = 1 sootvetstvuet srede vne qasticy (otmetim, qto ⃗E^{(0)}, ⃗H^{(0)} i ⃗E^{(1)}, ⃗H^{(1)} – fflektromagnitnye polØ pada¸wego i rasseØnnogo izluqeni$i), j = 2 – vnexne$i oboloqke i t.d., j = (J + 1) – Ødru J-slo$ino$i qasticy.

Proizvol~no polØrizovannaØ ploskaØ fflektromagnitnaØ volna, pada¸waØ pod uglom α k osi vraweniØ qasticy, moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii voln dvuh tipov:

a) volna TE tipa

⃗E(0) = −⃗i_y exp [ik_1 (x sin α + z cos α)] ,

⃗H (0) = √_{ε1} μ1 ( ⃗i_x cos α − ⃗i_z sin α ) exp [ik_1 (x sin α + z cos α)] ; (4) b) volna TM tipa

⃗E(0) = ( ⃗i_x cos α − ⃗i_z sin α ) exp [ik_1 (x sin α + z cos α)] ,

⃗H (0) = √_{ε1} μ1 ⃗i_y exp [ik_1 (x sin α + z cos α)] , (5) gde (⃗i_x, ⃗i_y, ⃗i_z) - orty dekartovo$i sistemy koordinat. PredpolagaetsØ, qto zavisimost~ fflektromagnitnyh pole$i ot vremeni zadaetsØ mnoßitelem exp(−iωt).

Ranee [15] bylo pokazano, qto dlØ osesimmetriqnyh qastic zadaqa rasseØniØ rexaetsØ nezavisimo dlØ kaßdogo slagaemogo rØda Fur~e vektorov ⃗E^{(j)}, ⃗H^{(j)} po azimutal~nomu uglu φ. Predstavim vse fflektromagnitnye polØ v vide ⃗E^{(j)} = ⃗E^{(j)}_1 + ⃗E^{(j)}_2 , ⃗H^{(j)} = ⃗H^{(j)}_1 + ⃗H^{(j)}_2 , j = 0, ..., J, (6)

gde ⃗E^{(j)}_1 , ⃗H^{(j)}_1 ne zavisØt ot azimutal~nogo ugla φ, a usrednenie ⃗E^{(j)}_2 , ⃗H^{(j)}_2 po fftomu uglu ravno nul¸. Niße osesimmetriqnaØ zadaqa dlØ pole$i ⃗E^{(j)}_1 , ⃗H^{(j)}_1 i neosesimmetriqnaØ zadaqa dlØ pole$i ⃗E^{(j)}_2 , ⃗H^{(j)}_2 rexa¸tsØ nezavisimo drug ot druga. 2. REXENIE OSESIMMETRIQNO $I ZADAQI Vvedem skalØrnye potencialy p^{(j)} = E^{(j)}_{1φ} cos φ, q^{(j)} = H^{(j)}_{1φ} cos φ, (7)

gde E^{(j)}_{1φ} , H^{(j)}_{1φ} - φ-komponenty vektorov ⃗E^{(j)}_1 , ⃗H^{(j)}_1 (j = 0, ..., J). Esli iskl¸qit~ mnoßitel~ cos φ, ffti potencialy s toqnost~¸ do mnoßitelØ h_φ =^d_2 √ (ξ^2 − f)(1 − η^2) sovpada¸t s potencialami Abragama [6-7]. Iz uravneni$i Maksvella sleduet, qto skalØrnye potencialy udovletvorØ¸t volnovomu uravneni¸ Δp^{(j)} + k^2_j p^{(j)} = 0, Δq^{(j)} + k^2_j q^{(j)} = 0, (8) a ostal~nye sostavlØ¸wie fflektromagnitnyh pole$i vyraßa¸tsØ qerez ih azimutal~nye komponenty sledu¸wim obrazom:

H^{(j)}_r = 1 iμ_j k_0h_ηh_φ ∂(h_φE^{(j)}_φ ) ∂η , H^{(j)}_θ = −1 iμ_j k_0h_ξh_φ ∂(h_φE^{(j)}_φ ) ∂ξ ,

E^{(j)}_r = −1 iε_j k_0h_ηh_φ ∂(h_φH^{(j)}φ ) ∂η , E^{(j)}_θ = 1 iε_j k_0h_ξh_φ ∂(h_φH^{(j)}φ ) ∂ξ . (9) gde h_ξ = d 2 √ ξ^2 − fη^2 ξ^2 − f

, h_η = d 2 √ ξ^2 − fη^2 1 − η^2

, h_φ = d 2 √ (ξ^2 − f)(1 − η^2) (10)

– metriqeskie kofffficienty v sferoidal~no$i sisteme koordinat [21].

Graniqnye usloviØ (ravenstvo tangencial~nyh komponentov fflektromagnitnyh pole$i na granicah razdelov sred) v sluqae TE mody (4) ime¸t vid (sm. vyraßeniØ (7),(9)) p^{(j)} = p^{(j+1)}, ∂ [√ ξ2−f p(j) ] ∂ξ =^{μj}_{μj+1}^∂ [√ ξ2−f p(j+1) ] ∂ξ , q^{(j)} = q^{(j+1)}, ∂ [√ ξ2−f q(j) ] ∂ξ =^{εj}_{εj+1}^∂ [√ ξ2−f q(j+1) ] ∂ξ , ξ_{=ξ} j

(11) gde j = 1, 2, ..., J. V pervo$i pare uravneni$i pod p^{(1)} i q^{(1)} sleduet ponimat~ ( p^{(0)} + p^{(1)} ) i ( q^{(0)} + q^{(1)} ) – summu potencialov pada¸wego i rasseØnnogo izluqeni$i.

UravneniØ (11) nußno perepisat~ takim obrazom, qtoby v levo$i qasti nahodilis~ tol~ko sami potencialy i ih normal~nye proizvodnye: p^{(j)} = p^{(j+1)}, ∂p(j) ∂n =^{μj}_{μj+1}^{∂p(j+1)}_{∂n} + (^{μj}_{μj+1} − 1)^ξ_{d/2} √_{(ξ2−f )(ξ2−f η2)} p^{(j+1)},

q^{(j)} = q^{(j+1)}, ∂q(j) ∂n =^{εj}_{εj +1}^{∂q(j+1)}_{∂n} + (^{εj}_{εj+1} − 1)^ξ_{d/2} √_{(ξ2−f )(ξ2−f η2)} p^{(j+1)}, ξ_{=ξ} j

(12)

gde bylo uqteno pervoe iz sootnoxeni$i ∂ ∂n = 2 d √ ξ^2 − f ξ^2 − fη^2 ∂ ∂ξ , dS = ( d 2 )_2 √

(ξ^2 − f)(ξ^2 − fη^2) dηdφ. (13)

Otmetim,qto osesimmetriqnaØ zadaqa rexaetsØ nezavisimo dlØ potencialov p i q (t.e. dlØ voln TE i TM tipov).

Dalee sformuliruem zadaqu v vide poverhnostnyh integral~nyh uravneni$i. SkalØrny$i potencial p^{(0)} dlØ pada¸wego izluqeniØ udovletvorØet volnovomu uravneni¸ (8) vnutri qasticy, t.e. v oblasti D_1, ograniqenno$i poverhnost~¸ S_1, i ne imeet tam osobennoste$i, pofftomu dlØ nego spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ [22]: ∫ S1 ( p^{(0)}(⃗r^′) ∂G_1 ∂n^′ − ∂p^{(0)}(⃗r^′) ∂n^′ G_1 ) dS^′ = −p^{(0)}(⃗r), ⃗r ∈ D_1, 0, ⃗r ∈ R^3 \ D̄_1, (14) gde G_j = G(k_j, ⃗r, ⃗r^′) = exp ik_j |⃗r − ⃗r^′| 4π|⃗r − ⃗r^′| (15)

- funkciØ Grina volnovogo uravneniØ s volnovym qislom k_j .

SkalØrny$i potencial p^{(1)} dlØ rasseØnnogo izluqeniØ udovletvorØet uravneni¸ Gel~- mgol~ca vne qasticy, t.e. v oblasti (R^3 \ D̄_1), i uslovi¸ izluqeniØ na beskoneqnosti (r → ∞) lim r ( ∂p^{(1)}(⃗r) ∂r − ik_1p^{(1)}(⃗r) ) = 0, (16)

pofftomu dlØ nego spravedlivy sootnoxeniØ [22] ∫ S1 ( p^{(1)}(⃗r^′) ∂G_1 ∂n^′ − ∂p^{(1)}(⃗r^′) ∂n^′ G_1 ) dS^′ = 0, ⃗r ∈ D_1, p^{(1)}(⃗r), ⃗r ∈ R^3 \ D̄_1.

(17)

SkalØrny$i potencial p^{(j)} izluqeniØ v (j − 1)-$i oboloqke qasticy moßno predstavit~ v vide p^{(j)} = p^{(j)}_1 + p^{(j)}_2 , (18) gde p^{(j)}_1 - ne imeet osobennoste$i v oblasti D_{j−1} (sledovatel~no, i v oblasti D_j , ograniqenno$i poverhnost~¸ S_j ) i dlØ nego spravedlivo sootnoxenie (14) pri zamene S_1 → S_j , D_1 → D_j , G(k_1, ⃗r, ⃗r^′) → G(k_j, ⃗r, ⃗r^′). Potencial p^{(j)}_2 udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ (16) (pri zamene k_1 → k_j ) i dlØ nego spravedlivo sootnoxenie (17) pri zamene S_1 → S_j , D_1 → D_j , G(k_1, ⃗r, ⃗r^′) → G(k_j, ⃗r, ⃗r^′). Otmetim, qto v Ødre potencial izluqeniØ p^{(J+1)} = p^{(J+1)1} t.e.p^{(J+1)}_2 = 0.

SkladyvaØ sootnoxeniØ (14) i (17), a takße sootvetstvu¸wie sootnoxeniØ dlØ potencialov p^{(j)}_1 i p^{(j)}_2 , s uqetom graniqnyh uslovi$i (12) i sootnoxeni$i (13) poluqim d 2 (ξ^2_j − f) ∫_{2π} 0 ∫_π 0 { p^{(j+1)} ( ⃗r^′ ) ∂G_j ∂ξ^′ − [ μ_j μ_{j+1} ∂p^{(j+1)} (⃗r^′) ∂ξ^′ + ( μ_j μ_{j+1} − 1 )

· ξ_j (ξ^2_j − f) p^{(j+1)} ( ⃗r^′ ) ] G_j } dη^′dφ^′ = −p^{(j)}_1 (⃗r), ⃗r ∈ D_j , p^{(j)}_2 (⃗r), ⃗r ∈ R^3 \ D̄_j ,

(19)

gde ξ^′ = ξ_j , j = 1, 2, ..., J i, radi prostoty zapisi, vvedeny novye oboznaqeniØ dlØ potencialov pada¸wego i rasseØnnogo izluqeni$i: p^{(1)}_1 = p^{(0)} i p^{(1)}_2 = p^{(1)}.

Itak, my poluqili 2J integral~nyh uravneniØ dlØ opredeleniØ 2J neizvestnyh potencialov p^{(1)}, p^{(2)}_1 , p^{(2)}_2 , ..., p^{(J)}_1 , p^{(J)}_2 , p^{(J+1)}.

DlØ potencialov q^{(j)} analogiqnye uravneniØ poluqa¸tsØ posle zameny μ_j → ε_j . SkalØrnye potencialy predstavlØ¸tsØ v vide razloßeni$i po volnovym sferoidal~- nym funkciØm [6-7] p^{(j)}_1 q^{(j)}_1 = ∞∑ l=1 a^{(j)}_{l,1} b^{(j)}_{l,1} R^{(1)}_{1l} (c_j, ξ) S_{1l}(c_j, η) cos φ, (20)

p^{(j)}_2 q^{(j)}_2 = ∞∑ l=1 a^{(j)}_{l,2} b^{(j)}_{l,2} R^{(3)}_{1l} (c_j, ξ) S_{1l}(c_j, η) cos φ, (21)

gde dlØ volny TE tipa kofffficienty razloßeni$i predstavlØ¸tsØ v vide

a^{(1)}_{l,1} = −2i^l N^{−2}_{1l} (c_1) S_{1l}(c_1, cos α) cos φ,

b^{(1)}_{l,1} = 0,

(22)

a dlØ volny TM tipa (sm. vyraßeniØ (4) i (5))

a^{(1)}_{l,1} = 0,

b^{(1)}_{l,1} = 2 √_{ε1} μ1 ⊂^l N^{−2}_{1l} (c_1) S_{1l}(c_1, cos α) cos φ.

(23)

Zdes~ R^{(1),(3)}_{ml} (c, ξ) – vytØnutye radial~nye sferoidal~nye funkcii pervogo i tret~ego roda, S_{ml}(c, η) – vytØnutye uglovye sferoidal~nye funkcii s normirovoqnym mnoßitelem N_{ml}(c) [21], parametr c = k^d_2 .

DlØ funkcii Grina imeet mesto sledu¸wee razloßenie po volnovym sferoidal~nym funkciØm [21]: G(k_j, ⃗r, ⃗r^′) = ik_j 2π ∞∑ m=0 ∞∑ l=m (2 − δ_{0m}) N^{−2}_{ml} (c_j ) R^{(1)}_{ml} (c_j , ξ_<) R^{(3)}_{ml} (c_j, ξ_>) · ·S_{ml}(c_j , η) S_{ml}(c_j, η) cos m(φ − φ^′), (24) gde δ_{0m} = { 1, m = 0, 0, m ≠ 0, (25)

ξ_< = min(ξ, ξ^′), ξ_> = max(ξ, ξ^′).

Podstavim razloßeniØ (20) -(21) i (24) v integral~nye uravneniØ (19). UqityvaØ svo$istva ortogonal~nosti uglovyh sferoidal~nyh funkci$i S_{ml}(c, η) cos mφ na poverhnosti l¸bogo sferoida, poluqim uravneniØ dlØ opredeleniØ neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i iskomyh potencialov. V matriqno$i forme oni mogut byt~ zapisany sledu- ¸wim obrazom: ⃗z^{(j)}_1 = − ( A^{(j)}_{31} ⃗z^{(j+1)}_1 + A^{(j)}_{33} ⃗z^{(j+1)}_2 ) , ⃗z^{(j)}_2 = A^{(j)}_{11} ⃗z^{(j+1)}_1 + A^{(j)}_{13} ⃗z^{(j+1)}_2 ,

(26) gde A^{(j)}_{31} = W_j { R_{3,j} Δ^{(1)}_{j,j+1} − μ_j μ_{j+1} Δ^{(1)}_{j,j+1} R_{1,j+1} − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ_j ξ^2_j − f

Δ^{(1)}_{j,j+1} } P^{(j)}_1 , (27)

A^{(j)}_{33} = W_j { R_{3,j} Δ^{(1)}_{j,j+1} − μ_j μ_{j+1} Δ^{(1)}_{j,j+1} R_{3,j+1} − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ_j ξ^2_j − f

Δ^{(1)}_{j,j+1} } P^{(j)}_3 , (28)

A^{(j)}_{11} = W_j { R_{1,j} Δ^{(1)}_{j,j+1} − μ_j μ_{j+1} Δ^{(1)}_{j,j+1} R_{1,j+1} − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ_j ξ^2_j − f

Δ^{(1)}_{j,j+1} } P^{(j)}_1 , (29)

A^{(j)}_{13} = W_j { R_{1,j} Δ^{(1)}_{j,j+1} − μ_j μ_{j+1} Δ^{(1)}_{j,j+1} R_{3,j+1} − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ_j ξ^2_j − f

Δ^{(1)}_{j,j+1} } P^{(j)}_3 . (30)

Vyxe vvedeny vektory ⃗z^{(j)}_1 =^{z^{(j)}_{l,1}^{}∞}_1 , ⃗z^{(j)}_2 =^{z^{(j)}_{l,2}^{}∞}_1 ,

z^{(j)}_{l,1} = a^{(j)}_{l,1} R^{(1)}_{1l} (c_j , ξ_j)N_{1l}(c_j ), z^{(j)}_{l,2} = a^{(j)}_{l,2} R^{(3)}_{1l} (c_j, ξ_j )N_{1l}(c_j) (31) i diagonal~nye matricy R_{i,j} = { R^{(i)}_{ml}^′(c_j , ξ_j)/R^{(i)}_{ml}(c_j , ξ_j)δ_{nl} }_∞ m , R_{i,j+1} = { R^{(i)}_{ml}^′(c_{j+1}, ξ_j)/R^{(i)}_{ml}(c_{j+1}, ξ_j)δ_{nl} }_∞ m , W_j = − [R_{3,j} − R_{1,j} ]^{−1} = { ic_j(ξ^2_j − f) R^{(1)}_{ml} (c_j, ξ_j ) R^{(3)}_{ml} (c_j , ξ_j) δ_{nl} }_∞ m , P^j_i = { R^{(i)}_{ml}(c_{j+1}, ξ_j)/R^{(i)}_{ml}(c_{j+1}, ξ_{j+1})δ_{nl} }_∞ m . (32)

�lementy matric Δ^{(m)}_{i,j} =^{δ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j )^{}∞}_m predstavlØ¸t sobo$i integraly ot proizvedeniØ uglovyh sferoidal~nyh funkci$i, kotorye privedeny v Priloßenii. Pri vyvode tret~e$i formuly (32) bylo uqteno vyraßenie dlØ vronskiana radial~nyh sferoidal~- nyh funkci$i [21]. Nißnie indeksy matric pokazyva¸t, kakogo roda radial~nye funkcii vhodØt v ih vyraßeniØ (sm. (27)-(30)).

Sistema uravneni$i (26) legko rexaetsØ otnositel~no kofffficientov razloßeni$i potenciala rasseØnnogo izluqeniØ

⃗z^{(1)} = A_2 · (A_1)^{(−1)} ⃗z^{(0)}, (33)

gde matricy A_1 i A_2 udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ ( A_1 A_2 ) = ( −A^{(1)}_{31} − A^{(1)}_{33}

A^{(1)}_{11} A^{(1)}_{13} ) · . . . · ( −A^{(J−1)}_{31} − A^{(J−1)}_{33} A^{(J−1)} 11 A^{(J−1)}_{13} ) · ( −A^{(J)}_{31}

A^{(J)}_{11} ) . (34)

Pri vypolnenii uslovi$i μ_k = μ_{k+1}, c_k = c_{k+1} matricy vyqislØ¸tsØ v Øvnom vide, a imenno A^{(k)}_{11} = A^{(k)}_{33} = 0, −A^{(k)}_{13} = A^{(k)}_{31} = I (ediniqnaØ matrica). Takim obrazom, v fftom sluqae ⃗z^k_1 = ⃗z^{k+1}_1 , ⃗z^k_2 = ⃗z^{k+1}_2 i k-$i slo$i qasticy ne okazyvaet vliØniØ na ee rasseiva¸wie svo$istva. Esli qastica odnorodna (J = 1), to A_1 = A^{(1)}_{31} , A_2 = A^{(1)}_{11} .

V sluqae TM mody otliqny ot nulØ potencialy q^{(j)}. Sootvetstvu¸wie uravneniØ poluqa¸tsØ iz vyxe privedennyh posle zameny μ_j → ε_j i a^{(j)}n → b^{(j)}n .

3. REXENIE NEOSESIMMETRIQNO $I ZADAQI

DlØ opredeleniØ neosesimmetriqno$i qasti fflektromagnitnogo polØ budem ispol~zovat~ skalØrnye potencialy U i V . Pervy$i iz nih ØvlØetsØ z-komponentom magnitnogo ili fflektriqeskogo vektora Gerca, a vtoro$i - sootvetstvu¸wim potencialom DebaØ:

a) volna TE tipa

⃗E^{(j)}_2 = ⃗∇ × ( U^{(j)} ⃗i_z + V^{(j)} ⃗r ) , ⃗H^{(j)}_2 =^1_{iμj k0} ⃗∇ × ⃗∇ × ( U^{(j)} ⃗i_z + V^{(j)} ⃗r ) ; (35)

b) volna TM tipa ⃗E^{(j)}_2 = −^1_{iεj k0} ⃗∇ × ⃗∇ × ( U^{(j)} ⃗i_z + V^{(j)} ⃗r ) , ⃗H^{(j)}_2 = ⃗∇ × ( U^{(j)} ⃗i_z + V^{(j)} ⃗r ) , (36)

pri fftom potencialy U^{(j)} i V^{(j)} udovletvorØ¸t uravneniØm Gel~mgol~ca (8).

Graniqnye usloviØ dlØ skalØrnyh potencialov v sluqae TE mody (4) zapisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

ηU^{(j)} +^d_2 ξV^{(j)} = ηU(j + 1) +^d_2 ξV^{(j+1)}, ∂ ∂ξ ( ξU^{(j)} + f^d_2 ηV^{(j)} ) =^∂_{∂ξ} ( ξU^{(j+1)} + f^d_2 ηV^{(j+1)} ) , ε_j ( ξU^{(j)} + f^d_2 ηV^{(j)} ) = ε_{j+1} ( ξU^{(j+1)} + f^d_2 ηV^{(j+1)} ) , 1 μ1 ∂ ∂ξ ( ηU^{(j)} +^d_2 ξV^{(j)} ) =^1_{μj+1} [_∂ ∂ξ ( ηU^{(j+1)} +^d_2 ξV^{(j+1)} )

+ ( 1 −^{c2j+1}_{c2j} )_{1−η2} ξ2−f ∂ ∂η ( ξU^{(j+1)} + f^d_2 ηV^{(j+1)} )] . ξ=ξj

(37)

�ti usloviØ sluduet perepisat~, vyraßaØ iz pervo$i pary uravneni$i potencialy U^{(j)} i V^{(j)}, a iz vtoro$i – ih normal~nye proizvodnye. PrinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ (13), imeem

U^{(j)} = U^{(j+1)} + (_{εj+1} εj − 1 ) [_{ξ2} ξ2−f η2 Uj+1 + f ξη ξ2−f η2 d 2 V^{(j+1)} ] , V^{(j)} =^{εj+1}_{εj} V^{(j+1)} − (_{εj+1} εj − 1 ) [_{ξη} ξ2−f η2 Uj+1 + ξ2 ξ2−f η2 d 2 V^{(j+1)} ] , ∂ ∂ξ U^{(j)} =^{μj}_{μj+1}^∂_{∂ξ} U^{(j+1)} − (_{μj} μj+1 − 1 ) [_{ξ2} ξ2−f η2 ∂ ∂ξ U_{j+1} +^{f ξη}_{ξ2−f η2}^∂_{∂ξ}^d_2 V^{(j+1)} ] − (_{εj+1} εj − 1 )_ξ ξ2−f η2 [ −U^{(j+1)} +^{2ξ2}_{ξ2−f η2} U_{j+1} +^{2f ξη}_{ξ2−f η2}^d_2 V^{(j+1)} ] + (_{εj+1} εj −^{μj}_{μj+1} )_{f η} ξ2−f η2 [_{1−η2} ξ2−f ∂ ∂η ( ξU^{(j+1)} + fη^d_2 V^{(j+1)} ) +^d_2 V^{(j+1)} ] . d 2 ∂ ∂ξ V^{(j)} =^d_2^∂_{∂ξ} V^{(j+1)} + (_{μj} μj+1 − 1 ) [_{ξη} ξ2−f η2 ∂ ∂ξ U_{j+1} +^{ξ2}_{ξ2−f η2}^∂_{∂ξ}^d_2 V^{(j+1)} ] + (_{εj+1} εj − 1 )_ξ ξ2−f η2 [ −^d_2 V^{(j+1)} +^{2ξη}_{ξ2−f η2} U_{j+1} +^{2ξ2}_{ξ2−f η2}^d_2 V^{(j+1)} ] − (_{εj+1} εj −^{μj}_{μj+1} )_ξ ξ2−f η2 [_{1−η2} ξ2−f ∂ ∂η ( ξU^{(j+1)} + fη^d_2 V^{(j+1)} ) +^d_2 V^{(j+1)} ] . ξ_{=ξ} j

(38)

Toqno takße, kak v predyduwem paragrafe, moßno vyvesti integral~nye uravneniØ dlØ skalØrnyh potencialov U^{(j)} i V^{(j)}. UqityvaØ graniqnye usloviØ (38), poluqim d 2 (ξ^2_j − f) ∫_{2π} 0 ∫_π 0 { U^{(j+1)} ∂G_j ∂ξ^′ − μ_j μ_{j+1} ∂U^{(j+1)} ∂ξ^′ G_j + ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) [ ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} U^{(j+1)}+

+ fξ_j η^′ ξ^2_j − fη^{′2} d 2 V^{(j+1)} ] ∂G_j ∂ξ^′ + ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) [ ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} ∂U^{(j+1)} ∂ξ^′ + fξ_j η^′ ξ^2_j − fη^{′2} d 2 ∂V^{(j+1)} ∂ξ^′ ] G_j +

+ ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) ξ_j ξ^2_j − fη^{′2} [ −U^{(j+1)} +

2ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} U^{(j+1)} + 2fξ_j η^′ ξ^2_j − fη^{′2} d 2 V^{(j+1)} ] G_j −

− ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} ) fη^′ ξ^2_j − fη^{′2} [ 1 − η^{′2} ξ^2_j − f ∂ ∂η^′ ( ξ_j U^{(j+1)} + fη^′ d 2 V^{(j+1)} ) + d 2 V^{(j+1)} ] G_j } dη^′dφ^′ = −U^{(j)}_1 (⃗r), ⃗r ∈ D_j , U^{(j)}_2 (⃗r), ⃗r ∈ R^3 \ D̄_j ,

(39)

d 2 (ξ^2_j − f) ∫_{2π} 0 ∫_π 0 { ε_{j+1} ε_j d 2 V^{(j+1)} ∂G_j ∂ξ^′ − d 2 ∂V^{(j+1)} ∂ξ^′ G_j − ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) [ ξ_j η^′ ξ^2_j − fη^{′2} U^{(j+1)}+

+ ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} d 2 V^{(j+1)} ] ∂G_j ∂ξ^′ − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) [ ξ_j η^′ ξ^2_j − fη^{′2} ∂U^{(j+1)} ∂ξ^′ + ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} d 2 ∂V^{(j+1)} ∂ξ^′ ] G_j −

− ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) ξ_j ξ^2_j − fη^{′2} [ − d 2 V^{(j+1)} + 2ξ_jη^′ ξ^2_j − fη^{′2} U^{(j+1)} +

2ξ^2_j ξ^2_j − fη^{′2} d 2 V^{(j+1)} ] G_j +

+ ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} ) ξ ξ^2_j − fη^{′2} [ 1 − η^{′2} ξ^2_j − f ∂ ∂η^′ ( ξ_j U^{(j+1)} + fη^′ d 2 V^{(j+1)} ) + d 2 V^{(j+1)} ] G_j } dη^′dφ^′ = −V^{(j)}_1 (⃗r), ⃗r ∈ D_j , V^{(j)}_2 (⃗r), ⃗r ∈ R^3 \ D̄_j .

(40)

SkalØrnye potencialy predstavlØ¸tsØ v vide razloßeni$i po volnovym sferoidal~- nym funkciØm [6,7]

U^{(j)}_1 V^{(j)}_1 = ∞∑ m=1 ∞∑ l=m a^{(j)}_{ml,1} b^{(j)}_{ml,1} R^{(1)}_{ml} (c_j , ξ) S_{m1l}(c_j , η) cos mφ, (41)

U^{(j)}_2 V^{(j)}_2 = ∞∑ m=1 ∞∑ l=m a^{(j)}_{ml,2} b^{(j)}_{ml,2} R^{(3)}_{ml} (c_j , ξ) S_{ml}(c_j , η) cos mφ, (42)

gde dlØ volny TE tipa kofffficienty razloßeni$i predstavlØ¸tsØ v vide

a^{(1)}_{l,1} =^{4il}_{k1} N^{−2}_{ml} (c_1)^{Sml(c1,cos α)}_{sin α} cos mφ,

b^{(1)}_{l,1} = 0.

(43)

DlØ TM mody (5) kofffficienty otliqa¸tsØ znakom i mnoßitelem^{√ ε1}_{μ1} (sm. vyraßeniØ (35)-(36)).

Posle podstanovki v integral~nye uravneniØ (39)-(40) razloßeni$i (41)-(42) i (24) poluqim beskoneqnye sistemy dlØ neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i. V matriqno$i forme ffti sistemy moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom:

⃗Z^{(j)}_1 = − ( A^{(j)}_{31} ⃗Z^{(j+1)}_1 + A^{(j)}_{33} ⃗Z^{(j+1)}_2 ) , ⃗Z^{(j)}_2 = A^{(j)}_{11} ⃗Z^{(j+1)}_1 + A^{(j)}_{13} ⃗Z^{(j+1)}_2 ,

(44)

gde vektory i matricy ime¸t bloqnu¸ strukturu: ⃗Z^{(j)}_1 = (⃗x^{(j)}_1 , ⃗y^{(j)}_1 )^T , ⃗Z^{(j)}_2 = (⃗x^{(j)}_2 , ⃗y^{(j)}_2 )^T ,

x^{(j)}_{l,1} = k_1a^{(j)}_{ml,1}R^{(1)}_{ml} (c_j , ξ_j)N_{ml}(c_j), x^{(j)}_{l,2} = k_1a^{(j)}_{ml,2}R^{(3)}_{ml} (c_j , ξ_j)N_{ml}(c_j),

y^{(j)}_{l,1} = c_1b^{(j)}_{ml,1}R^{(1)}_{ml} (c_j, ξ_j )N_{ml}(c_j ), y^{(j)}_{l,2} = c_1b^{(j)}_{ml,2}R^{(3)}_{ml} (c_j , ξ_j)N_{ml}(c_j ),

(45)

A^{(j)}_{ik} = ( α^{(j)}_{ik,1} β^{(j)}_{ik,1} α^{(j)}_{ik,2} β^{(j)}_{ik,2} ) , (46)

α^{(j)}_{31,1} = W_j { R_{3,j} Δ^{(m)}_{j,j+1} − μ_j μ_{j+1} Δ^{(m)}_{j,j+1} R_{1,j+1} + ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) ξ_j [ ξ_j R_{3,j} Q^{(m)}_{j,j+1}− −Q^{(m)}_{j,j+1} ( I − 2ξ^2_j Q^{(m)}_{j+1,j+1} )] + ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ^2_j Q^{(m)}_{j,j+1}R_{1,j+1}− − ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} ) fξ_j ξ^2_j − f

Q^{(m)}_{j,j+1}Υ^{(m)}_{j+1,j+1} } P^{(j)}_1 , (47)

β^{(j)}_{31,1} = W_j {( ε_{j+1} ε_j − 1 ) fξ_j [ R_{3,j}Q^{(m)}_{j,j+1} + 2ξ_j Q^{(m)}_{j,j+1}Q^{(m)}_{j+1,j+1} ] Γ^{(m)}_{j+1,j+1}+ + ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) fξ_j Q^{(m)}_{j,j+1}Γ^{(m)}_{j+1,j+1}R_{1,j+1} − ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} )

f ξ^2_j − f [ (ξ^2_j Q^{(m)}_{j,j+1} − I)K^{(m)}_{j+1,j+1} + Γ^{(m)}_{j+1,j+1} ] } P^{(j)}_1 , (48)

α^{(j)}_{31,2} = W_j { − ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) ξ_j [ R_{3,j} Q^{(m)}_{j,j+1} + 2ξ_jQ^{(m)}_{j,j+1}Q^{(m)}_{j+1,j+1} ] Γ^{(m)}_{j+1,j+1}− − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ_j Q^{(m)}_{j,j+1}Γ^{(m)}_{j+1,j+1}R_{1,j+1} + ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} )

ξ^2 ξ^2_j − f Q^{(m)}_{j,j+1}K_{j+1,j+1} } P^{(j)}_1 , (49) β^{(j)}_{31,2} = W_j { ε_{j+1} ε_j R_{3,j} Δ^{(m)}_{j,j+1} − Δ^{(m)}_{j,j+1} R_{1,j+1} − ( ε_{j+1} ε_j − 1 ) ξ_j [ ξ_j R_{3,j}Q^{(m)}_{j,j+1}− −Q^{(m)}_{j,j+1}(I − 2ξ^2_j Q^{(m)}_{j+1,j+1}) ] − ( μ_j μ_{j+1} − 1 ) ξ^2_j Q^{(m)}_{j,j+1}R_{1,j+1}+ + ( ε_{j+1} ε_j − μ_j μ_{j+1} ) ξ_j ξ^2_j − f [ Q^{(m)}_{j,j+1}Υ^{(m)}_{j+1,j+1} + Δ^{(m)}_{j,j+1} ] } P^{(j)}_1 . (50)

�lementy matric Γ_{i,j} =^{γ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j )^{}∞}_m , K_{i,j} =^{κ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j )^{}∞}_m , Υ_{i,j} =^{υ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j)^{}∞}_m , Q_{i,j} = { q^{(m)}_{nl} (c_i, c_j) }_∞ m ØvlØ¸tsØ integralami ot proizvedeni$i uglovyh sferoidal~nyh funkci$i i ih proizvodnyh (sm. Priloßenie). Zdes~ indeks m ØvlØetsØ azimutal~nym indeksom i prinimaet znaqeniØ ot edinicy do beskoneqnosti. Drugie nißnie i verhnie indeksy matric ime¸t tot ße smysl, qto i v predyduwem paragrafe. �lementy ostal~nyh matric poluqa¸tsØ iz sootnoxeni$i (47)-(50) tak ße, kak ffto bylo poØsneno ranee (sm. vyraßeniØ (27)-(30)).

Sistema uravneni$i (44) legko rexaetsØ otnositel~no kofffficientov razloßeni$i potenciala rasseØnnogo izluqeniØ (sm. sistemu (26))

⃗Z^{(1)} = A_2 · A^{(−1)}_1 ⃗Z^{(1)}_1 , (51)

gde matricy A_1 i A_2 udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (34), no ime¸t bloqnu¸ strukturu (sm. vyraßenie (46)).

Beskoneqnye sistemy dlØ neizvestnyh kofffficientov razloßeni$i skalØrnyh potencialov v sluqae TM mody moßno poluqit~ iz privedennyh vyxe sootnoxeni$i posle zameny μ_j → ε_j , ε_j → μ_j . Otmetim, qto pri uslovii μ_j = 1 oni znaqitel~no prowe, qem pri fftom ße uslovii v sluqae TE mody [6,7].

Perehod k odnorodnym qasticam osuwestvlØetsØ takße, kak v osesimmetriqno$i zadaqe (sm. obsußdenie v konce predyduwego paragrafa).

Pri predel~nom perehode d → 0, ξ_j → ∞, cξ_j → kr_j , η → cos θ poluqa¸tsØ mnogoslo$inye koncentriqeskie xary s radiusami oboloqek r_j . V fftom sluqae imeem

S_{ml}(c_j , η) → P^m_l (cos θ), R^{(1)}_{ml} (c_j , ξ) → j_l(k_j r), R^{(3)}_{ml} (c_j, ξ) → h^{(1)}_l (k_j r). (52)

V osesimmetriqno$i zadaqe matricy A^{(j)}_{(ik)} stanovØtsØ diagonal~nymi, a v neosesimmetriq-

no$i zadaqe matricy α^{(j)}_{(ik,1)}, β^{(j)}_{(ik,2)} – diagonal~ny, matricy β^{(j)}_{(ik,1)} = 0, a fflementy matric

α^{(j)}_{(ik,2)} otliqny ot nulØ tol~ko na dvuh diagonalØh vyxe i niße glavno$i. V itoge rexenie zadaqi moßet byt~ zapisano v Øvnom vide, vkl¸qaØ obrawenie matricy A_1 (sm. uravnenie (51)).

DlØ odnorodnyh sil~no vytØnutyh i sil~no spl¸snutyh sferoidal~nyh qastic (otnoxenie bol~xe$i poluosi k men~xe$i a/b >> 1, difrakcionny$i parametr porØdka edinicy c = O(1) ) glavny$i qlen asimptotiki vyraßaetsØ v Øvnom vide. On sovpadaet s kvazistatiqeskim priblißeniem (obobweniem priblißeni$i RffleØ i ReleØ-Gansa) [23,24], issledovanie oblasti primenimosti kotorogo provedeno v rabote [25]. V sluqae mnogoslo$inyh konfokal~nyh sferoidal~nyh qastic ffti rezul~taty osta¸tsØ spravedlivymi, nußno lix~ vospol~zovat~sØ releevskim priblißeniem dlØ mnogoslo$inyh konfokal~nyh ffllipsoidal~nyh qastic [26].

DannaØ rabota vypolnena pri finansovo$i podderßke Goskomvuza Rossii (grant N 97-0-13.3-30).

PRILOȷENIE

Uglovye sferoidal~nye funkcii moßno predstavit~ v vide razloßeni$i po prisoedinennym polinomam Leßandra S_{ml}(c, η) = ∞∑ r=0,1

′ d^{ml}_r (c)P^m_{m+r}(η), (53)

gde xtrih oznaqaet, qto summirovanie idet po celym r to$i ße qetnosti, qto i qislo l − m. Integraly ot proizvedeni$i normirovannyh uglovyh sferoidal~nyh funkci$i S̄_{ml}(c, η) = N^{−1}_{ml} (c)S_{ml}(c, η) zapisyva¸tsØ v vide rØdov

δ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j) =

∫_1 −1 S̄_{ml}(c_i, η)S̄_{ml}(c_j , η)dη = N^{−1}_{mn}(c_i)N^{−1}_{ml} (c_j)·

∞∑ r=0,1

′ d^{mn}_r (c_i)d^{ml}_r (c_j ) 2 2r + 2m + 1

(r + 2m)! r! , (54)

γ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j) =

∫_1 −1 S̄_{ml}(c_i, η)S̄_{ml}(c_j , η)ηdη = N^{−1}_{mn}(c_i)N^{−1}_{ml} (c_j )^∞ ∑ r=0,1

′ d^{mn}_r (c_i) [ d^{ml}_{r−1}(c_j) r 2r + 2m − 1

+ d^{ml}_{r+1}(c_j ) r + 2m + 1 2r + 2m + 3 ] 2 2r + 2m + 1

(r + 2m)! r! , (55)

κ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j) =

∫_1 −1 S̄^′_{ml}(c_i, η)S̄_{ml}(c_j, η)(1 − η^2)dη = N^{−1}_{mn}(c_i)N^{−1}_{ml} (c_j)^∞ ∑ r=0,1

′ d^{mn}_r (c_i) [ −d^{ml}_{r−1}(c_j ) r(r + m − 1) 2r + 2m − 1

+ d^{ml}_{r+1}(c_j)

(r + m + 2)(r + 2m + 1) 2r + 2m + 3 ] (56) 2 2r + 2m + 1

(r + 2m)! r! , (57)

υ^{(m)}_{nl} (c_i, c_j) =

∫_1 −1 S̄^′_{ml}(c_i, η)S̄_{ml}(c_j , η)(1 − η^2)ηdη = N^{−1}_{mn}(c_i)N^{−1}_{ml} (c_j )^∞ ∑ r=0,1

′ d^{mn}_r (c_i) [ d^{ml}_{r−2}(c_j ) (r − 1)r(r + m − 2) (2r + 2m − 1)(2r + 2m − 3)

+ d^{ml}_r (c_j)

(r + m)(r + m + 1) − 3m^2 (2r + 2m − 1)(2r + 2m + 3)

+d^{ml}_{r+2}(c_j )

(r + m + 3)(r + 2m + 1)(r + 2m + 2) (2r + 2m + 3)(2r + 2m + 5) ] 2 2r + 2m + 1

(r + 2m)! r! , (58)

SPISOK LITERATURY

1. Boren K., Hafmen D. RasseØnie i poglowenie sveta malymi qasticami. M.: Mir, 1986.

2. Volkovicki$i O.A., Pavlova L.N., Petruxin A.G. Optiqeskie svo$istva kristalliqeskih oblakov. L.: Gidrometeoizdat. 1984.

3. Lopatin V.N., Sid~ko F.˚. Vvedenie v optiku vzvese$i kletok. Novosibirsk: Nauka, 1988.

4. Onaka T. // Ann. Tokyo Astron. Obs. 1980. V.18. P.1. 5. Cooray M.F.R., Ciric I.R. // J. Electr. Waves Appl. 1992. V.6. P.1491. 6. Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 1994. T.76. �. S.87.

7. Farafonov V.G., Voshchinnikov N.V., Somsikov V.V. // Appl. Opt. 1996. V.35. N27. P.5412. 8. Peterson B., Strom S. // Phis. Rev. 1974. V.D 10. P.2670. 9. Wang D.-S., Barber P.W. // Appl. Opt. 1979. V.18. N8. P.1190.

10. Mishchenko M.I., Hovenier J.W., Travis L.D. (eds.) 2000: Light Scattering by Noncpherical Particles. Academic Press, 690pp.

11. Farafonov V.G. // Dif. uravn. 1983. T.19. �0. C.1765. 12. Voshchinnikov N.V. // JQSRT. 1996. V.55. N5. P.627.

13. Gurwich I., Kleiman M., Shiloah N., Cohen A. // Appl. Opt. 1996. V.39. N3. P.470. 14. Wu Z.S., Wang Y.P. // Radio sci. 1991. V.26. N6. P.1393. 15. Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 2000. T.88. �. S.70. 16. Farafonov V.G., Il’in V.B., Henning T. // JQSRT. 1999. V.63. N2-6. P.205. 16. Voshchinnikov N.V., Farafonov V.G. // Astrophys. Space Sci. 1993. V.204. P.19. 18. Farafonov V.G., Vowinnikov N.V. // Opt. i spektr. 1996. T.81. N4. S.660. 19. Farafonov V.G., Vowinnikov N.V. // Opt. i spektr. 1997. T.83. N6. S.973. 20. Voshchinnikov N.V., Il’in V.B., Henning T., Michel B., Farafonov V.G. // JQSRT. 2000. V.65.

N7. P.877.

21. Komarov V.I., Ponomarev L.I., SlavØnov S.ı. Sferoidal~nye i kulonovskie sferoidal~nye funkcii. M.: Nauka, 1976.

22. Kolton D., Kress R. Metody integral~nyh uravneni$i v teorii rasseØniØ. M.: Mir, 1987.

23. Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 1990. T.69. V4. S.866. 24. Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 1994. T.77. N3. S.455. 25. Vowinnikov N.V., Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 2000. T.88. �. S.78. 26. Farafonov V.G. // Opt. i spektr. 2000. T.88. N3. S.492.