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�� ��������� �������� ��� � ������� �!� ����"� ����� � #��"�$���
������ ����"�����% �� ���& ����������'� �"�� � ��& ��"�� �� ��(� !�! #���%)
$����� ����%*���% �(+�!�� ��!��� �� �!�� %�!�& ���%��&  �� " � �� ������%
"���� ���� ���������%��, ����� � ������� #��"��������� !�����& %�%���%
���������� ������� � �����%*��� ������� &���-� � ������, ��� "���� ��� ��)
�������� %�%���% �(���%�� ���� �������� �� � ��!��� ���"�& ���%��&  �� "
�#�!�������� !���� . � �& ����� �� ����� �(���%�� ���� �������� ��"���"�
/�(���%�� 0112�

3��������� "������ ��"� 4 #��������� 4 %�%���% !��#�!����� ����%*����%
�(���%�� ��!��� ��(�&  �� " 4 %"�� #��������& ����������'� � �����%*���
������� ���� �(����$����& � 5��!��!� #��������& ����������' #��(�$����%
! "��� ���%���� 6���� #��������& ����������' ��'"��� � � "����& ���!��!�&,
!�! � �#������& /7��, 7�� � "��2, ��! � � ��#�������& � 8�#�����!�&�

9#�!��� �� ���& ����������' ��*�������� ��������% �� �#�!����  �� "� ���
�����%� � ��(��� ��#��������� �#�!��� � (��-��� ���� ����������& 8�����)
����& ���', ���"� !�����& � �#�����!�� "��#� ��� "��������� ���� ��"���"�,
���� �������� � ��'�������� ���%� �"��!� ����� %�!�� ���� �#�!���� �����)
�����' � "����� ��� λ 5007:; � λ 4959:; "��� ��������� �����$"����������,
��! !�! ������������ � �#�!���& ����"������& �  ����& �(�������%& 8��������



<� 8��' #������ �& ������ #����"�$�*��� ��� �������� 8������ ��(��� /=>?)
@AB 4 ����������2� 9 8��� ��% ��� �& �(� ������% N1 � N2 �������������� /���%
������� � � ���% ������� �2�

<����"� �������% ����������' � 8��& ���%& (�� #��%�� ���!� #��� #�%��)
��% !�������' ��&���!�� C �
�� �� �����!���!�' ������� �! D�E��8� #�!� �, ���
���� N1 � N2 %�%���%  �#��*������ ���%�� ���� .+2 � #����"�$�� #���&�)
"�� � �������(����& ������' 8���� ���� F�G� H� $� #�!� ���, ��� %�!�' "�(��
λ 3726 + 3729:; � �#�!���& ����������' ��% �� �  �#��*������ #���&�"��� �"��)
!����� ���� �������� !�����"� .+� I�� ��!����� ���"����������� !�! � �� !�'
#������� ��*����� ����������', ��! � � ���' #������� � �����% � ��&�

9 ������ 9�J������"� ��% ��� ����������� �������!� �������% ����������',
!������ %�%���% #�����(��!� ��������������� � �����% ���%��&  �� ", ��&�)
"%*�&�% � ���������%&� C !��K� �L)& ��"�� (�� #��"�$��� "�� �������& ��&�)
�� ��, ��������*�& � ������ ����������'� <����' � ��& (� �� ��(���� ���)
��!���!�� ������� �!�� ��6�� ��� � ����"�!�� ���������� M� N������� I���
��&��� � /��!��(���K�����'2 ���������% � ���� �K�� ������ ��������������
� ������� �� (�$"��*�' �������� ����������  �� "� /����"� ���!��!�&  �� " �
����� "���� ��& ����������'2� <���"��*�% ��!��(���K�% ����� �  �&��� 8�!)
����� �� �� (�$"����� ������ �� ����� !��!�"��� #���&�"� �� �������' �������
����� ���� #����$������� �� (�$"����� �����%��%� O� !�� #������� �� � � ��)
�������%& #����"%� ! ����, ��� K�#��!� !��!�"��& #���&�"�� #��!�����!� �� #��)
�������%� ���!�"��� ��"��K������ #���&�"� �� ����� �������� ������ �(�� ��
� ���%& ���(��� ���#�����������& 8������� 4 ��"���"� � ���%� I�� �(���%���)
���� #���$�� ������' "% �� ��(��!� M� N������ ����"� �#��"����% ���#������
K��������&  �� " #��������& ����������' #� ������������%� � �����% �����)
����� � (��������!�& ���%& ��"���"� F�G�

C����' ��&��� � �(+%��%�� �������� ����������' �  �#��*����& ���%&� ��
(� #��"�$�� D�E��8���� 9������ 8���� ��&��� ��, �� (�$"���� �������(��)
��& ������' ����� !�����"�, � ��� � "����& 8������� #����&�"�� #�� �& ���!��)
����%& � 8�!�������� <�� ����!�' ���#��� ���� �K�� ��"���"� � ���% � �������)
��%&, �(��#��������' �P � ������� �� (�$"��*�& �������� ����������  �� ", �
���������%& �!� ������% ����� 8�!������ � 8�����%�� (��-� � Q � 8C, �#���(��&
�� (�$"��� �������(����� �������

C �����%*�' ��(��� ��������������% �����K�%, ��$��-�%�% � ����� �L)& ��)
"�� #��-��� ��!�, !��"� ���� #�%�%���% ��(��� C�D�D�(��K��%�� #� �� �!�
�� ���& ����������', � !���!� �#��������%, !�! �� ������� �� ����� �� �!� �� �)
��& ����������', !�����% ��% ��� � ��#�� ������� #��"�$����& D�(��K��%���
����"�� ���� � �������% #� �� ����������' �  �#��*����& ���%& "% �#��"�)
���% �� ����!�& �����' � ��&� C ��� �������������� �(+��� �� (�"�� ��������
���!� �( ����"�����%& #��������& ����������', &��% ����"� ���� � �#�!����,
�� ��(������� ��, #�������� � #�����%��� "%  ��������� (��� -���!��� !��)
�� �(+�!����

�



C� ������ �� "�� �����%*��� �( ��� !���!� � �$��� ��"��$���� ��(�� C�D�D�)
(��K��%�� #� ����"������ ����������'� C �� "�� � � �$��� �� ������ ���
��(��� F�G � ����� ������������ �����%��% ����"�����' � "����' �(���� ���!��
�(*�� ����"� "��������!� ������� ����!�' #� �� �#����� � �� "�� �� C 8���
$� �� "�� �#����� �� ������ #��������% �� ��(������& ����"�� "��������!�
"% �#��"����% �� ����!�& &���!�������! #��������& ����������', � ��� ����
���"����"��&�

�� ��	
�� ����	�������� �
 ������
����� ���
��� ������
�
����� J�(��� C�D�D�(��K��%�� #� ����"������ �#�!���� #��������& � "��)
�� ��& ����������' /��� ��� ��(���� � #����� ���� ��� ������� ����
� F�G2 ��)
���%��% ! �L)� ��"�� #��-��� ��!�� I�� (�� ����% ���������% ����������!�'
������� �!�, � ����"�����% �� ���& ����������' ��&�"���� �� �� #���"��� !����

<����% ��(��� C�D�D�(��K��%�� � 8��' �(���� F�G #���%*��� �#��"����� ���)
#������ %"�� #��������& ����������'� H� #��"�$�� ����������' ����" �#��)
"����% ���#�������, ���������' �� ��������� 8������ E�β

, � ������' �������)
���� � ���� 0β, � 8������ Eλ 4686, � ������' �� � ���� 0>11λ 4686� <�� 8���
"�����% #��"#��$����, ��� ��� �P !�����, � ������� K��������'  �� "�' ��)
�������� � �#���(��� ���� ����� ����� ��"���"� � ���� ���%, #���*����% �
����������� I��� ����", #�����-�' �� ����� 	��
�� �	�����	���, #� ��� #�)
����� ����������� �K��!� ���#������ K��������&  �� ", (� !�� ! �& ��������)
���  ������%��

M���!������ "% C�D�D�(��K��%�� (�� #�������� (� ���� ��&��� ��� ���)
��������% �#�!���� ����������' �  �� " � 8����������� ���%�� � �#�!���� 6���)
"�!� N������ (�� ��#�� ����� �� "% �#��"����% ���#������  �� " ��#� C����
Q J�'� � ��(��� F�G� C ��' #������ (� !�� ! ����������� �K��!� ���#�������
 �� "� 0R �
���� /T = 65000 S2�

C�D�D�(��K��%� ����"��� ��!$� #������ � �����% � !��������� � � �� �)
������& ���%& � ���������%& #�� #��"#��$���� � #�%��������� #����� !�)
8���K����� #���*���% � ����� E� �"��� ����" � ��-��*�' ��� "�����%
� �����% � ���� Tα � ���-������ ����������' FU, �G� ������ ��(��� �� ���
(��-�' ������� � ���� ������ "�������� �(��$"���% ��� "�����% � �����%
� "�����!� �� � � ���������%&, ��! !�! #�������, ��� "������ � �����% � ����
Tα #����"�� ! ��!������ ���-��& �����' ���������� #��%"!� � !�V�  � �L �� �
��!��� $�  ���"���� ���������& �(����' ����������', ��� �� #�"����$"����
��(�"���%���

<��(��� (�� ��-��� �����!�� C�D�D�(��K��%�� C�C�9�(�����, !�����' #�)
!� �, ��� � &�"� "���� �� � �����% ������ � K����� ���� #���&�"%� � �� !��)
�%, �"� !�8���K���� #���*���% ��� I��� 8���!� #����"�� ! �����-���� #��)
����� �� "�� #��%"!� ��� ��������� "�����% �� �����K� ���������� #� ���������
� ������������ C�D�D�(��K��%���� C ����������, ���-��%�*�'�% � ���"������
�!������, ��� ��������� "�����% � ���� Tα (�"�� ����-�, ��� "% ��#�"��$��'
����������, ���"����� "�#�����!��� �"���� ������� ������� � �����

�



<�%��� �� ������� "��!�����, �� �����' ��(����� C�D�D�(��K��%��, ����
#�%����� ������ C�C�9�(���� #������� � �����% � ���"�& � (��-��� ���"���)
���� !��#�����-��(��& "��$���' F
G, ����-�' ����"�% ����"������ �##������ #��
�����#����K�� �#�!���� �� ��$����& ������� ����!�& �(+�!����

C "����' ��(��� C�D�D�(��K��%�� F�LG ����"����� ���� �K�% �� � � �(���!�&
��!��� ���%��&  �� "� <��"�$�� ����" �#��"����% �����& !��K�����K�' �����
����%*����% �� � ���������� #� 8������, � ������' � (��������!�& ���%& ��"�)
��"� F��G�

���(���� ��$�� �$� �#������-�%�% ��-� ��(��� C�D�D�(��K��%�� #� "�����)
���!� �� ��$������ �� � ����������' F�G� �� ����"��� #��K���  ������% �������)
(����& ������' ������� C ����� �� (�� ����"��� ������, ��% ����*�% ���#�)
������ �� � ����������' � ����-����� �������������' ��(�"����&  �#��*����&
���' � �& �#�!���&� O� ������ 8��& ����"�����' (� #��"�$�� ����" �#��"��)
��% ���#������� ����������' #� ����-���%� �������������'  �#��*����& ���'
� �& �#�!���&�

9 ������ ����� (�� %���, ��� 8��� ����" #������� �� ���!� "% �������)
���', �� � "% -���!��� !���� "����& �(+�!���	 �(����! ����& � ����&����&  �� ",
"���� ��& ����������', !���� 9��K� �  �� " � �����& "����& �(+�!����

J�(��� C�D�D�(��K��%�� �L)& ��"�� �(�(*��� �� � !���� ��
���������� ����
�
������ F��G, ����-�' #����� ���(��!�� �� ����!�� % �!� #� "������ #��"�����
H 8���� ���(��!� ����� !�������!�' !��� ����������!�' ������� �!� F��G, ����)
-�' �� ������ ��"� �������� ���(��!�� #� 8��' "��K�#���� �� (� #�����"�� ��
���!��!� % �!��� 6����� �"�� � ����"� C�D�D�(��K��%�� ��-� �#���"����� �
 ��� ��
��������
! ����
������ C�C�9�(���� F��G�

C #���"��*�� ��"� C�D�D�(��K��%� ���  ��������% "������ �(���%�� ���)
���� �!�, �"��!� �"��,  ��$����� � �#��%����& ��-� ��(���&, ���� ������'
�����& ��#������' ����"�����' #��������& � "���� ��& ����������' F��G�

�����������' �(+�� �����%*�' ������ �� #� ��%�� #����"��� 8���K�� ���&
�"�', ���!� ����& � �����%& C�D�D�(��K��%�� �L)& ��"��, #���%*����& �� �!� ��)
 ���& ����������'� <� 8��' #������ �� �!��K����������% �� ���� � ��(��� F�G #�
�� �!� �������% ����������' �  �#��*����& ���%&, ��"��$���� !�����' � �$���
�� ��!$� � ���������� F��G�

�� �
�� � �
�� � �������	������ �
��
������ ������ �����
	���������

���� ���
������ ��
�
� � �������	������ �
��
������ J�-��)
*��  ������� � �#��"����� �������������' ���' � �#�!���& ����������' �����
������ �����������' �� (�$"����& ������' ������ � ������ C ��(��� C�D�D�(��)
K��%�� F��G �����������  �"��� �( �#��"����� �����������' "��&���������� �
���&���������� ������� J�-���� #����'  �"��� /��� J��� �, ����2 �#��"�%���% ����)
������ ���K����������

b12n1 − (A21 + a21)n2 = 0 . /�2

N"��� nk 4 ����������� �����% k, A21 4 8'�-��'����!�' !�8���K���� ����%������

�



#���&�"� 2 → 1, n1b12 4 ���� ������, #���&�"%*�& � �������(����� �����%��� 2
#�" "�'������ ���!������' � � ��3  � � �, n2a21 4 ���� �"����& #���&�"�� ��� �
�% �"�(���� (�"�� ��#�� ����� ����������� �(� ������% "% ���� �� (�$"���'
� "��!����K�'	 b12 = n�q12 � a21 = n�q21 , �"� q12 � q21 4 �!������ ���!�����������
�� (�$"���% � "��!����K�� "% #���&�"� 1 → 2, n� 4 8�!������% !��K�����K�%
#� ���

��������� /�2 �#��"�%�� ����-���� �����������' ������' 1 � 2	

n2

n1

=
g2

g1

n�q21

A21 + n�q21

e−hν12/kT . /�2

N"��� T 4 !��������!�% ���#������� #� ��, !�����% "% ����������' ����� 8�!)
������' ���#������� T�� C "����'-��, ��"�% ���"�K��, (�"�� �������� ������ �(
8�!������' ���#������� ����������� C�$���  �!������, �"������ �*� "� ��#�)
����% !�������)��&������!�& ��������' ������' � �!������' �� (�$"���% ������
8�!������� �"���� � ����������������� � F�G, ������� � ���, ��� #�� ���' #��)
����� �� � � ���������%&, !��"� A21 � n�q21, 8�����%, � ������% �  �#��*����'
���� 2 → 1  � � � �"������� �(+���� �� ��$����' #� �� � 8�!������' !��K��)
���K��' n�, ��&�"%*�'�% #�� ���#������� T�,  ������ ���!� �� ���� �� (�$"���'
#�" ��%���� ���!������' � 8�!�������	

E21 ≈ n�n1q12hν12 . /�2

9�����-���� /�2 %�%���% ����"������ "% �� �!� #� �� �� !�' #������� �
-���!� ��#�� ����% "% �K��!� �������������' ���' � �#�!���& ����������' �
"����& �(+�!����

C�D�D�(��K��%��� (�� ����������� ��!$�  �"��� � �� (�$"���� �������(��)
��& ������' "% ��"�� ���&���������� ������ C "����� ����� ����������� ����)
��' #�� ���������� ��"�������& �� (�$"���' �#��"�%���% ��"��*��� ������)
��%�� (����� /��� J��� �, �#����2	{

n�q12n1 + (A32 + n�q32)n3 = (A21 + n�q21 + n�q23)n2 ,
n�q13n1 + n�q23n2 = (A31 + A32 + n�(q31 + q32)) n3 .

/�2

J�-���� ��������' /�2 ����� ��"⎧⎪⎨
⎪⎩

n2

n1
=

n�q12(A31 + A32 + n�q31 + n�q32) + n�q13(A32 + n�q32)
(A21 + n�q21)(A31 + A32 + n�q31 + neq32) + n�q23(A31 + n�q31)

,

n3

n1
=

n�q12n�q23 + n� q13(A21 + n�q21 + n�q23)
(A21 + n�q21)(A31 + A32 + n�q31 + neq32) + n�q23(A31 + n�q31)

.
/�2

C �����%& �� ��$����' #� �� #��������& ����������' �!�"�� ��"��K���)
���� #���&�"� 3 → 1 � ���!���������& "��!����K�' � �� "���� �����������'
������' � � � ��$�� #����(����� C ����� �!� ������% F��G, ���{

E21 ≈ ne(q12 + q13) n1hν12 ,
E32 ≈ neq13 n1hν23 .

/�2

�



C "����'-�� ������ 8������ Eki, � ������' ����������� � ���� k → i, (�)
"��, � ������������ �� ��$��-�'�% ���"�K��', ��#�� ����� ���������
��" �����
Iki� <�" Iki #��������% ��#��������  � ��$ �� "��� #���*���� ����-���� #���!�
� �����% � ��������������' ���� ! #���!� � �����% � ���� 0β �
���� �����������  �����
��
� ����������� �
 ������ ��	����� H 

������-���' /�2 ��"���, ��� ����-���� �������������' ���' 2 → 1 � 3 → 2 �����

I21

I32
=

E21

E32
=

ν12

ν23

(
1 +

q12

q13

)
. /U2

C ����� �(���� ���(��� �����& � �#�!���& ����������'  �#��*����& ���'
"��!����� ���� �������� !�����"� ����-���� I21/I32 = I(N1 + N2)/I([.111]4363) 4
8�� ����-���� ��������' ������������� ��(�%���& ���' N1 � N2 ! ����������)
���' ���������' ���� [.111] λ 4363�

W��(� ��'�� ����-���� �������������' /U2, ���(&�"��� ����� �����%�� ���)
���� q12/q13� C ����� �L)& ��"�� #��-��� ��!�, !��"� C�D�D�(��K��%� #����
������-���% /�2 Q /U2, �� (�� � ������ "�$� �K�������  ������% �!������' �� )
(�$"���% ������ � ����� 8�!������� �"����� C�������� 8��& �!������' (��
����� ��#�����'  �"���'� <����� ����������� ������� ������' �� (�$"���% .2+

8�!������� �"���� (�� �"���� ���!� � �
�L �� F��G�
C�D�D�(��K��%� ��#�� ��� "% �K��!� ������� q12/q13 &���-� � ������� ��)

����-���� ��$"� �!�����%�� #��K����� �� (�$"���% � "��!����K�� ������' 8�!)
������� �"���� � #��"#��$�, ��� ����-���� (g2q21)/(g3q31) ����� �"���K�� 3��"�

q12

q13
=

g2q21

g3q31
ehν23/kT� ≈ ehν23/kT� ,

I21

I32
=

ν12

ν23

(
1 + ehν23/kT�

)
≈ 0.9 e33000/T� . /�2

9�"��� #�"���!����, ��� #�� ���#�������&, &���!�����& "% ����������',  �)
��������� ����-���% I21/I32 �� Te, �#��"�%���% 8!�#����K������ ���$�����
exp(hν23/kT�), ����� �����%� <�� Te = 7 000 S 8��� ���$���� ����� 111, #��
Te = 10 000 S 4 �U, � #�� Te = 15 000 S 4 
�

H��!, ��'"% ����-���� I32/I21 � ��(�"���', ��$�� ��"�$�� �K����� �������)
�����*��  ������� 8�!������' ���#������� T�� 3�!�� #���� C�D�D�(��K��%� #�)
��� "% 8�!������& ���#������ ����������' T� ≈ 7000S � �"�� ����" � ���,
��� ���#������� 8�!�������� �� � � ���������%&  ��������� ��$� ���#������ �&
K��������&  �� "� <��������  ������� T� � ����������' ���!�  ����% %�%���%
���!��!�  ���$������ �"��!�, �������%, �!�� �!����� (�� ���"���% � �� �!�
���!������' ������ � 8�!�������, ����-���% � �
�L)& ��"�&, �������� 8��' �K��!�
!�$���% �"��������'�

<������' ����, ��� ����" D�(��K��%�� � ��� #�����������' #�����'-�' �����
��� $� "��� �� ����� �K��!� ���#�������, %�%���% �����% /8!�#����K�����%2  �)
��������� �� ���#������� ���� 8�!������, �#���(��& �� (�$"��� ���&��� ������
��������������& ������& #���&�"���

�



�% ������K�� �� J��� � #��"������� ���!K�% ���#��"����% 8�!������ #�
�!�����%� "% 8�!������& ���#������ 10 000 �15 000S� O� �����!� �������� #�)
���� �� (�$"���% ������' 1D � 1S ���� .2+� ��� ��$�� ���&���� �����%�� "%,
��������������, ��(�%���& ���' N1 � N2 � "% ���������' ���� F.111Gλ 4363�
H �����!� %��� ��"��, ��� 8���!�������� �� (�$"���% ������' .2+ 8�!�������
�"����, !�����% �#��"�%���% "��' 8�!������ � 8�����%�� ��-� #����� �� (�$)
"���%, "�$�� �����  ������� �� ���#��������

����-���� �������������' ���������' ���� F.111Gλ 4363 � ��(�%���& ���'
F.111Gλ 4959 + λ 5007 �#��"�%���% #� ���� "�� ����-����� ���� 8�!������ ��
�!�����%�� v ≥ 1370 !�V� � v ≥ 940 !�V�, ��������������� 3�!�� �(�� ��, ����-�)
��� �������������' ���' F.111G #� ��%�� �#��"����  ����%*�� �� ���#�������
����-���� !��K�����K�' � #� �� 8�!������ � �� ���� 8�����%�� �, ��� �����,
�K����� �� 8�!������� ���#��������

<�����% �"�% � �� ��$����� ��#�� �����% �����������& �������������' �)
��' �#�!���� �� ���& ����������' "% �#��"����% �� ����!�& �����' � ��& %��)
��� ���  ����-!��, � !������� ������ ����"�!� "��������!� �� ��$����' ���)
���� ����!�' #� ��, !�����% ���������� �� �������, ������% � �
�L)& ��"���

���� !��� ��
���
����� � ��
"����� 
��
#���� I21/I32� J������)
���, ������!� ����� #�����������% ������ C�D�D�(��K��%�� "% ����-���%
�������������' ��(�%���& � ���������' ���� F.111G, ���#�� ����-��� �����)
������� "������ � �!�����%& ������& #��K������

C������% ! ����$���%� /�2, �#��"�%�*�� ����������� �������(����& ����)
��'� C #��"�� ���&  ������' 8�!������' !��K�����K��, n� � A21/q12, ����-����
�������������' ���'

I21

I32
=

ν12

ν23

[
1 +

q12

q13

(
1 +

A31

A32

)]
. /
2

W��(� �������� 8�� ������ � #��"�� ���&  ������' n� ����$���� /
2 � �K������'
������' /�2, #�������' #�� #��"#��$����, ��� (g2q21)/(g3q31) = 1 � A31 = 0, ��)
"��� �������� ����-���� q12/q13 "% &���!�����& "% #��������& ����������'
���#������ T� = 10000 ÷ 20000S�

9!������ �� (�$"���% � "��!����K�� 8�!������� �"���� qij � qji /#�� j > i2
����$����% ���� ������������*�� ������% ���!K�' σij(v) � σji(v),  ����%*�� ��
�!������ ���!����*����% � ������ 8�!����� v	

qij =

∞∫
v0

σij(v)vf(v)dv , qji =

∞∫
0

σji(v)vf(v)dv , /�L2

�"� v0 4 ���������� /#��������2  ������� �!������ 8�!������, �#���(��& �� (�$)
"��� #���&�" i → j, f(v) 4 ��!������!�% ���!K�% ���#��"����% 8�!������ #�
�!�����%� /��� J��� �2� 9���������� !���������&������!�� ��������% #�!� �����,

U



��� ������% σij(v) � σji(v) ����� ��$��  ����%� �� 8������� �"��!� ����"������ #�
8������ ������% � ����� �������(����& �����%��' &���!���� ����% (��� #�����'
 ����������� �� v � #��(�$���� �(����� #��#��K������� 8������ 8�!������
<�8���� �& �(���� #��"����%�� � ��"��*�� ��"�	

σij(v) =
h2

4πm2

Ωij

giv2
, /��2

�"� ������� Ωij 4  ����%*�� �� �!������ 8�!����� (� �� ������ 8���!������ ����)
��� /�(���� #��%"!� �"���K�2, ����� �� ������� ���
! ��
���
������ 9�� ���!)
������% "% �� (�$"���% � "��!����K�� �����, �� ���� Ωij = Ωji, � ������� "��!��)
��K�� σij(v) "����% ������', ���������' /��2, �  �����' gi �� gj� <�"����%% /��2
� ������ /�L2, #�����

qij =
A0

gi T
1/2
�

〈Ωij〉 e−hνij/kT� , qji =
A0

gj T
1/2
�

〈Ωij〉 . /��2

N"��� �� �����% !�������� A0 = 8.6287 ·10−6��3�−1K1/2, 〈Ωij〉 4 ����"�����% #� ��!�)
�����!��� ���#��"����� �!������' 8�!������ ��� ���!������', �(���� �� �)
�����% #��������
! ���
! ��
���
������ �% ��� ����� ��#�� ����% �(� �������
Υij = 〈Ωij〉�

H�#�� �% "����� !������ F�UG, ������� #�� T� = 104 S ����-����

(
g2q21

g3q31

)
=

Υ12

Υ13
≈ 7.9 . /��2

N���������� "������ ����-���% �� ���#������� ������ ��(�%� <�� Te = 1.5 · 104 S
��� ����� 7.7, #�� T� = 2.0 · 104 S 4 7.6� <�� ��#�� ������ "% ��������% ��)
��-���% /��2 �� ���!������', #�������& 6�9������ � #����"����& � F��G, ���
�!� ������% ������ 8.9�

3�!�� �(�� ��, �� ��"��, ��� ����-���� /��2 ��*�������� ��������% �� #��)
�%���� D�(��K��%���� 3�� �� �����, ���"����� 8!�#����K�����'  ���������� ��)
��-���% �!������' �� (�$"���% q12/q13 �� #�������� hν23/kT� ≈ 32970/Te, �"� T�
����$��� � ���"���& �������, �-�(!� � �#��"����� ���#������� �� ��-!��
���!��

H�#�� �% ����$���% /��2 "% �!������' ���!���������& #���&�"�� � �����)
��%, ��� ����-���� A31/A32 = 0.15 F�UG, ������� ������� R = I21/I32 "% ����
.2+	

R =
I(4959:;) + I(5007:;)

I(4363:;)
= 0.9 + 7.9 e32970/T� . /��2

�� $����
����� ���� � ��	���
����% H"��,  ��$����� � ��(��� C�D�D�)
(��K��%�� #� ���� � #��K�����  ������% �������(����& �����%��' ������, �!�)
 ���� ���(���'�� #�"��������� "% ��-���%  �"�� "��������!� #� ���

�



9����%��� #��(��� "��������!� #� �� �� ���& ����������', ��$��-���% !
����"��� �L)& ��"�� #��-��� ��!�, (�� � �$��� � �(����!� &��������� ��
�����
� ���
��� ��	���
����, #�����"����� �� ����!�' % �! F��G� ��������!��� ��(�)
���� #� �� �!� ����������' � "��������!� #� �� ����������' � �
�L)& 4 �
�L)&
��"�& ���� !���� F�
G � �( �� F�LG� C �
�L)& ��"�& ��-� � #����� ���������% F��G,
� !�����' "��������� #�"��(�� � �$��� ����"� "��������!� #� �� #���������)
�� ! #��������� ���������%�, � � �LLL �� �#�(�!����� !���� F��G, � !�����' "���
"����#��� "�$� "% ���"����� ��"-�& !����� � �$���� 8��& $� ��#������ O��(�)
�� $� #���� ����������� � �$���� ����"�! "��������!� ������� ����!�' #� )
�� "��� � ���������� F��G, ������ � "���� !�����' ��-� � �LL� �� F��G� H������
! ����������!��� ���� � #��K�����  ������% ������' ������ ���!������%�� �
8�!������� �� �������, #������� ���� ��$�� ���!� ��� #�%���-�%�% �����% F��G,
#���%*����% 8��' �����

���� $����������� ���
�� �����
������ I���������� ����"� #����)
�%���% #�� ���� � �������% �"����"��' �� #���� �"����"��' #� ��� <�" �"��)
��"��' #� ��' �� #������� #� �� � #����%����� #� ����� �� �(+���  ������%��
���#������� � #�������, &���!���� ������, ��������������, ���"��' 8�!������'
���#�������' T� � ���"��' 8�!������' !��K�����K��' n�� C 8��� ����� ��(�� #�)
��������, �#������*�& �����%��� #� ��, �!����� � ��(% ���!� ������������
��"��$���% ����� 8�������, #����������*�& � #� ��, � #�������� T� � n�� 6���)
"�!� ��&�$"���% #��������� �"����"��' #� ��, �#������*�& ��(�"����� �#�!)
��� �� ���& ����������' � "����& �(+�!���, � �$��� � !����& F��, ��, ��, ��, �UG�

������ �����������  �����
��
� ������������ �% �#��"����% 8�!)
������' ���#������� ����������' ��*� ����� ��#�� ����% ���� F.111G� C #��"��
���&  ������' 8�!������' !��K�����K��, n� < 105 ��−3, ����-���� R ��������)
�����' ���' N1 + N2 � 4363:; �#��������% ������' /��2� 9������ F��G, �������
!�������� #���" 8!�#����K������ ���$����� ����� 7.6� O�(��-�� �� ���� �
#����"����� ��-�  �������� 7.9 ��% ��� � �� ����� � ��#�� ����& ������& !��)
������&� <����%���� �������� 0.9 � ������ /��2 ����� �#��!����

�% (X��-�&  ������' n� ��"��� ��������� ��� "��!����K�' /�"���� �������
��"�2� O� J��� � #�!� ��� �����������% � ��(��� F��G  ���������� ����-���% R ��
T�� C�"��, ��� "% ��#����& "% #��������& ����������'  ������' n� ≤ 105 ��−3

����-���� R �� ������������ ! n�� �% (��� #������ �� �  ���������� �� n�

��"��� #�������� �� ���������
�% �#��"����% ���#������� ��$�� ��#�� ����� ����-���% �������������'

���' � "����& 8�������� C !������� ��"�!������ 8�!������' ���#������� ��)
#�� ����% ���� � �8�!������& � .2+ ����� 90, Y+, Z3+, Y>4+, � ��!$� �����
Y>2+, 7[4+, \2+ � "�� �#��"����% 8�!������' ���#������� #� ����-���%� �����)
��������'  �#��*����& ���' ��#����� "% (��-��� ���� ����������'� E��)
-�� #�"(��!� ��!�& �#��"����' ��$�� ��'��, ��#�����, � ��(���& F�
, �L, ��G�






������ �����������  �����
��
� �
����������� �% �#��"����% 8�!)
������& !��K�����K�' � ������� ����!�& �(+�!��& ����� ��#�� ����% ����-����
�������������' � "�(���& I21/I31 � (� !� ���#��$������ ���&���� �����%�� �
�� ������ 8�����' hν23/kT� � 1� � ��� �����%��% ��!�� ���� !�! FY1Gλ 5200/5198,
F.11Gλ 3729/3726, F\11Gλ 6731/6717 � "����& �����, ������������*�� #���&�"�� � "�()
����& ������' 2D5/2 � 2D3/2 !��������K�' np3 � n = 2 − 4�

I��� ����" �#��"����% 8�!������' !��K�����K�� �� ������������% C�D�D�)
(��K��%���, �"��!� ������������*�� ������-���% ��!� ��$�� #������ � #��)
��"����& � ��� ��(���& ������ C ��� ������ ������� hν23 ����%������ #���)
&�"� A32 � A31, ��� � ������, ��� ����� � �� (�$"������ �����%��% 3 #�� ���&
n� � A21/q21 #���&�"%�, #�����*��������, �� �������' ������� 1� H 8���� ��"���,
��� �� (�$"���� �����% 3 #��!�����!� �� ��%�� �� ����������� �����% 2, �� ����
 ������� ������' 2 � 3 ��$�� ������������� �� �������, ��#�� �% "% �#��"��)
��% �& �����������' ������ /�2�

3��"� ����-���� �������������' ���' � #��"#��$����, ��� ����-���� 8�����'
#���&�"�� hν12/hν13 = 1, �����

I21

I31
=

(n2/n1) hν12A21

(n3/n1) hν13A31
=

(
g2 q21

g3 q31

)
1 + n�q31/A31

1 + n�q21/A21
. /��2

H�#�� �% ������ /��2, #�����

R =
I21

I31
≈ R0

1 +
(
n�/n

(1)
�

)/√
T�

1 +
(
n�/n

(2)
�

)/√
T�

. /��2

N"��� R0 = Υ12/Υ13 4 #��"�����  ������� ����-���% I21/I31 #�� ���&  ������%&
n�� C #��(�$���� LS)��% � ����-���� Υ12/Υ13 = g2/g3� C �����, ��� �������
J = 5/2 �$�� ��$� �����% J = 3/2 /��#�����, � ����� .+, Y>3+2, ������� R0 =
6/4 = 1.5� <�� ���� ���#��$���� ������' /� ���� \+2 R0 = 2/3�

���K�����K�% n(1)
� = g3A31/(A0 Υ13), � n(2)

� = g2A21/(A0Υ12)� �������% ��(��

 ���������� 8���!�����& �� ���!������' �� T�, !��K�����K�� n
(1)
� � n

(2)
� ��$��

������� �� �������������� ! 8�!������' ���#��������

<���� n���
� = min

(
n(1)
� , n(2)

�

)
, � n���

� = max
(
n

(1)
� , n

(2)
�

)
� 3��"� #�� n� � n���

� ����)

-���� R ≈ R0, � #�� n� � n���
� ����-���� R ≈ g2A21/g3A31� <���"��� �����"��, ��!

!�! #�� ����!�& 8�!������& !��K�����K�%& ����������� ������' (��K������!��,
� ����-���� n2/n3 = (g2/g3) exp(hν23/kTe) ≈ g2/g3� C �������� n���

� < n� < n���
� ��)

��-���� R ������������ ! 8�!������' !��K�����K�� � ��$�� ��#�� ������% "%
�� �#��"����%�

<�"����%% � ������ /��2  ������% ����%������' #���&�"�� � �� ���!������'
"% ���� .+ #� F��G � ��#��%% #������ #���(�� �����%, #�����

I3729

I3726
= 0.42

1 + 207
√

T�/n�

1 + 22
√

T�/n�

. /�U2

�L



<�� (��-�&  ������%& n� ������%��% ��$�� #���&�"� ��$"� �����%�� 2 � 3 #�"
"�'������ 8�!������& �"����� ���� 8��& #���&�"�� ��$�� (��� ��#���� #�� ��)
#�� ������ ������� "% ���&���������� ����� ��-���% /�2 ��������' (����� ��)
���������'� 3��"�

I3729

I3726

= 0.42
1 + 57

√
T�/n�

1 + 13
√

T�/n�

. /��2

3�� ����� �� ��"��, ��� ���� ���!���������& #���&�"�� ��$"� �����%�� 2 �
3 �� ���%�� �� ��"  ���������� ����-���% �������������' ���' "�(���� �� T�
� n�, �� ��� #��"����&  ������' #�� ����� ���& � ����� (��-�&  ������%&
n�� �"��!� !�8���K����� #���" ����-�����

√
T�/n� � ������ /��2 ��*��������

� ���%���%� <�� ��#�� ������ �� ���!������', #����"����& � F��G, �!� �����
!�8���K����� ������%��% ������� 43 � 10 ��������������, � !�8���K���� #���"
"��(�� � #����' ����� 8��' ������ 4 0.35� 9!� ����� ��-� ���������� J��� �,
�� !������ #��"������� ����-���� �������������' ���'  �#��*������ "�(���
F.11G �  ���������� �� n�, ������������ � F��G�

<�� ��&�$"����  ������' n� "% #��������& ����������' ��#�� ����%, ���)
��� �(�� ��, ���� ����� .+ � \+ F�
, �L, ��G� O��(��� #���' !����� 8�!����)
��& !��K�����K�' � #��������& ���������%& #����"�� � ������ F��G�

���� !
�������� n� − T� �����
������ 6�"�� "��&) � ���&��������&
������, � !�����& ��������� �#��"����� #��������� #� �� �� ���& ����������',
%�%���% ��-!�� ���(�� �#������� ������' !������ �� (�$"���% ���' ������
� ����� ���!������%�� � 8�!�������� ��$� � &���-� � ������� ����� �� (�$)
"���% ��(�%���& ���' "��!����� ���� �������� !�����"� .2+ ���� ���!��� ���)
*�#���% ������' ��$���� ����� 3P /!�����' ������������% C�D�D�(��K��%���
� ������� "������ �������� !�! �"�� �������2 � "�(������ � ��������% (�����
�����������' �������(������ �����% 5S0 !��������K�� 2s2p3 #����"�� ! ���(&�)
"������ ������������� -������������� ��"�� ������ �% (��� #����� �#���)
��% �#�!���� ������ � �����, � �!������� #���&�"�� � $���!�� ����������� �
����������!�' �(���� �#�!���, ���(&�"���  ������� ������������� ��"�� �����,
�!����*�� "��%�!� ������'� 3�!, � ��(��� F��G ��������������% ��"�� ����� Z>5+

] �L �����%���
<���&�" ! �������������� ��"�%� ����� ���(��� ��-���% ������ (��-��� ���)

� ��������' ���K����������� ����� ����, � ����������� �������(����& ������'
#�� �&  ������� #����� ���!������' � 8�!������� ����� ������� �!�" � "�����
#��K����, � ��������� ����) � "�8�!������� ��!��(���K�� �� ����!�� ������ �
!��!�"��� #���&�"� � ��&�

��������% ���K����������, �#��"�%�*�� ����������� ������' nk !�!���)�(�
����� �� ���� ^m+, #�� ����� #���&�"�� ���"����� ���!������' � 8�!������� �
��!��(���K�' ���� ^(m+1)+ ��$��  �#����� � !��#�!���� ��������� ��"�

T n = n�n
+α , /�
2

��



�"� n 4 ��!��� �����������' ������' ����� � α 4 ��!��� �!������' ��!��(���K���
6����K� T ����� ��"

Tik =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−(Aki + n�qki), i < k,
k−1∑
j=1

Akj + n�

N∑
j �=k

qkj, i = k,

−n�qki, i > k.

/�L2

O�&�$"���� �����������' ������' � ��-���% ������� ��������' /�
2 ���(���  ��)
��% !��K�����K�� ���� ^(m+1)+ �, ��� �����, ��-���% ��������' ���� �K�������
���������% "% ����� ^�

�% �� �������& ���' � ���' #���&�"�� � �� !��� (�$"����& ������' �����
������� ����!�  ������& 8������� �!�"�� ��!��(���K�' � ����������� ����)
��', �� (�$"����& 8�!������� �"����, ��$�� #����(���� � #��$��� #�����
����� ������� ��������' /�
2 �����' ���� C 8��� ����� ��������% /�
2 �#��)
"�%�� ���!� ������������ ����������� ������' nk/n(^m+)� �% #������% �()
������&  ������' �����������' ���(&�"���  �"���� ������� n(^m+) Q #���'
!��K�����K�� ���� ^m+, � ������� ��������' /�
2 "�$�� (��� "�#����� ������)
���� ∑

k

nk = n
(
^m+

)
. /��2

��������� ���� ������', ����������& � ��������%& ���K����������, #����)
"�� ! ��������� ���� #���&�"��, "% !�����& ����� (��� ���������� ����-���%
�������������' ���'� C ��(��� F��G ���������� ����-���%

R1 =
I(4363:;)

I(4959:;) + I(5007:;)
, R2 =

I(1661:;) + I(1667:;)

I(4959:;) + I(5007:;)
. /��2

O� J��� � #��"������� �(���� �� ��$��&  ������' ����-���' R1 � R2 "% ��#��)
��& "% #��������& ����������' 8�!������& ���#������ � !��K�����K�'�

<�� #������� �������������' ���' ���!��!�& ����� ��!$� ��$�� �"�����)
����� �#��"����  ������% n� � T�, ��� �����������% �� J��� �� <� ��%� �����!�
���$���  ������% n� � T�, � !����� �� �����!� #�!� �����, #�� !�!�&  ������%& T�
� n� ����-���� �������������' �!� ����& �� �����!� ���' ����� #��������� #�
��(�"����� ������������%� ���' � �#�!��� #��������' ���������� Y_`UL���
a�� n� � T� �"���!��� �� ���' � ����*�' #� ��, �� ��� !����� "�$�� #���)
��!����% � �"��' ���!�� J�����, � ��� ���"����"����� ����������', ��*�������
 ���������' �� (���  ������' T� � n�, #�8���� "����' ����" #� ��%�� #������
���!� �K�������  ������% #����������

���#�!� ����"�� �#��"����% #��������� #� �� �� !�' #������� #� �����)
�������%�  �#��*����& ���' � �& �#�!���&, ������% � �
�L)& ��"�� ��#�� ����%
��!$� "% ���� � �� ����!�& �����' � !�����& 9��K� �  �� " �"� �� #����
�� ����� �
�
���"�
�
 ����������� F��G�

��



���� %����
����� ��
��
�
��
� ������� ��������� !������� �#�!����)
��& ��(�"���', ��% ����� �  �#��!�� ����!�#� M�((� � ���"�� � ����' (��-�&
����!�#�� �  ��!���� "�������� � Q �L �, #����� ! ��!����� !��'��' ���"����")
����� #��������& ����������'� �!� ����, ��� � �(��$���% ����������' ��"��$��
(��-�� !�������� ��!����-��(��& "����' /���, ��#�����, F�UG2, ��% ����& �
!��#�!����� �(���%�� � ���������%&, �����% � !�����& ������ �� ���"��& #�
����������� C �����%*�� ����% �� ��$�� #������� �#�!���� !��#�!���& �(����'
����������' �� ����� ����� �"��' �����' ��!��"� �, ��������������, "������%
"��������!� ��!�& ���& �& �(����' F��G�

� ���, ��� ���������� ����� ���"����"��, ����"������ #��"#����� �*� "�
#������% "������& � �(��$���' ����������' � ����!�� ������ �� ��-������
a*� � �L Q �L)& ��"�& #��-��� ��!� "% �(+%�����% ���(�������' �#�!���� ��)
��������', �� �������*�&�% � ��"��� �"����"��' #� �� #����%���' ���#�����)
�� � #�������, (�� ���!� ��� #��"#��$���� � ��*���������� ��!����-��(��&
��!���K�' ���#������� � ���������%& /���, ��#�����, F�
, �L, ��G2 � #��"�$���
����"�!� ������� �#�!���� ����������' � ������ ��!�& ��!���K�'� C ������ F��G
��������, ��� ��*��������� ��%��� �� ������������� ���' ����� �!� ����� � ��)
���K�� 8�!������' !��K�����K���

C ��(���& F��, ��, ��G #��"�$��� ����"�!� ����������� ����� ��%��% ���&
��!���K�' ���#������� � #������� �� � ����������' �� �& �#�!���� C �!� ����&
��(���& #�!� ���, ��� 8������, � ������� ���"����"��' ����������� � !�!�')�(�
����, ��$�� #��"������� !�! 8������, � ������� � "����' ���� �"����"��'
����������� �� ���"���� "% ���' ����������  ������%�� T� � n�, ����$�����
�� #�#�������' ���$����,  ����%*�' �� ��#���"� ��!���K�' ���#������� �
8�!������' !��K�����K���

<����������� "������ #��(�$���% �������������% #��"#��$����� � ������
��#���"� ��!���K�' T� � n�� J� ������ ��������', #��"��������& � ��(�)
��& F��, ��G #�!� ��, ��� 8�� ������ ��$�� ���!�������% ����� -���!�� ��$� #��
��!�����%& �� ���"��' ���#������� � !��K�����K�� � ���������%&, �����& ±��b,
�����% #���& 8�����', � ������& � ���%& ��"���' � �P �(����' �#�!���,
���������& #�� #��"#��$���� � ������ ��#���"� ��!���K�' 8�!������'
���#������� � !��K�����K�� � #�� ������ �������������� #���������� !�8���K�)
���� � �����% #� ����� �(+��� ����������, � (��-������ ������ �� #����-��� �
Q �b�

<���% ��#���"� �����K�' ���#������� � ���������� �!�"������% � !��#)
�����-��(��&, ��% ����& � ����������� ��"����� �����-����� ���"��' ���#�)
������ � �� ��������� ������%��% �� K��������'  �� "� /&���!������ �� ����,
��������� � �� ������ ����' ����������2, � ��!����-��(��&, � �� ������,  ��)
������� ����-��� �� ���� ����������� 9������ �������� F��G, ��#���"� !��#)
�����-��(��& �����K�' ���� C �� $� ����% "% ����������% ��(�"����& �
����������!�& �������������' ���' �#�!���� ����������' �� �����& ����%& ���()
&�"��� ��#�� ����� (��-��  ������% ��#���"� �����K�' T�� 3�!�� �(�� ��, ��)

��



�����' �!�" � ��#���"� �����K�' ���#������� � ���������%& ����%� ��!����)
-��(��� �����K�� /��!���K��2�

H������������ ���', �� (�$"����& 8�!������� �"����, ����� �����  ����%�
�� ��#���"� ��!���K�' T�, ������������� $� ��!��(���K�����& ���' ������)
��������� ! ��!�� ��!���K�%�� <�� ������ ��!���K�' T� � ��#���"�' ±�Lb
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