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K���� �/ � �.���� !���-� �/%�����! #� ���% �.L�#��% � /�������) �� /�� % � -�) � ��&'
��! � � #��# ! �%��1��� � /�%�� �&� ������ M�� ��� ���� � ��++&/���N� 0 ���)-�) / � "�)
�������% ��� $��! �.L�#��% �%������ �! �� ������# O ����������� � � �����% �&� ������)
M$��#������) ������ �&�� � #��,���� ,�� � ����N � ������ ��) % ��! !���"��#�! $�������%�
K���������� ������ ��� $�������% % �P ���&� .��* �����*/�% �� ��� ���%��#� �����) $%�'
�1,�� /%�/� ������&��"��! � �� 1 − 8M� Q�( �R(  � #�� ��� �/&"���� !���"��#�) $%��1,��
S � #��#� M���( � ������( Q�( �( �RN�

K.�"�� ������ ��� $�������% M/ ��#�1"����� %������ � �����N � !������ �� �������%'
������ ����)( %�/.&�� ���! $��#������� &� ���� � # �# / ���*( �������%����� $��! ����)
���*�� / %���� ��  �����&�� # # #�&���� �-� .��! M�� %����! �� � /���& � � ��) �&� ���'
��*1N( � # � ���#�� �-� .��! +�&#�& ,�) ������ �&�� % �&� ������!( M���( � ������ Q�( TRN�
0 � .��� Q�R ����"���( "�� �&2���%����� %������ � �������%����� ����) ���&� ����* � % ��'
 ,�� $��#������) #��,���� ,�� % �&� ������!� U/ %�-��# / ����� �"�%����( "�� +�&#�& ,��
# # ������ �&��( � # � ��������� M#��,���� ,��N � / �&� ������) ������ ������ �*�� %�
%��� ��� ��� ����������� ������ ��� $�������% % �&� ������� �� �������%������ ����) % �!
���#�� !�

0 ���� /� "���� ��� ��������� ,�� ���#���% �&� ������) ����� &"�� �-�.�# �/������� ��'
�����%�����) ����) % ���#�� ! �&� ������)� V &���*-����� �������%����� ����� ���������*� �
�-�.# �/�������) �������%����� &%���"�% ���� � W�� %�� .��� ��# / �� Q
R( "�� �������%��'
��� ����) � ����-����� ���� �X-&� DXY ≤ 6 ���&� .��* ���*�� �����,����� M% �'� � .����
� /N� 0 � .��� Q�ZR ��������������% ��( "�� �����,��# �������%�����) �� .�! ����) % ���#�� !
�&� ������) ����� .��* ����) �/ ���"�� � �!������� ������ ��� $�������% % �&� ������!(
�����������! �� �������%������ ��#��.�� ,�����! ����) M��#��.�� ,������� ������ ���N �
����) ������� � ����)( %�/.&�� ���! $��#������� &� ��� M����#��%����*���� ������ ���N '
� ��&��)�

[��*1 � ����2�) � .��� �%������ ����������� ������ ���  ����% ��� &"��� # # +�&#�&'
 ,�) ������ �&�� � ��������� � / % �&� ������!( � # � � /��"�) +&�#,�) � �����������
�-�.�# �/������� �������%�����) ����)� \�����# � ����2�) � .��� �%������ � /%����� ��'
����%( �����������! % � .�� ! Q��( ��R� 0 ����"�� �� &# / ���! �&.��# ,�)( % � ����2�) � .���(
����/%������ ����%�������) &"�� +�&#�& ,�) ������ �&�� � $��#������) #��,���� ,�� ���
� �"��� �������%�����) ����)(  � #�� .���� ��"�� %�"����1��� �������%����� ����) ��� 3BBB�

K���%��� +���&�� ��� � �"�� �������%�����) ����) % ����� � +�&#�& ,���� ������ �&��
� ��������� � / ���%������ % � � �� +� �� V���&12�) � � �� + ���%�2�� ���� ��1 �����*'
/&���) ������ �&� ������ � �� �����"��#�) ���,��&�� ����������� � � �����% �&� ������)
�/ �� %����� � .�1� ���! � � ��"�� ���! �������%�����) ����)� 0 � � �� +� � ���%������
� )������ � � ����� ��� ��� �&� ������) � ��/&�*� �� ����������� ������ ��� 3 � 4 % $��!
�&� ������!� 0 ��������� � � �� +� ������ %���� ��#������ / #�1"���� � %�%����
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\� .&��� � ��� ���% �* %�/.&�� ���� $��#������� &� ��� �����#��.�� ,������ � / ���2��'
��� ����) ����% 3( Y � 4 M����#��%����*��� �����N(  � #�� ��#��.�� ,������ ����� ����%
$��! $�������% % ���#�� ! �&� ������)� � # �/%�����( �&� ������ ���/� "�� % � #�! �����!(
��$���& ���� � $������( �/�&" �� � �&� �����*1 % # #�)'��.� ��#��.�� ,�����) ��� ����#��'
%����*��) ����� ��� ]	

Eki = Eki = h νki

∫
V

n� reff
ki dV . M�N

^���* νki ' ,���� �*� � " ���� �����( V ' �����) �.L�� � / ( �/�&" 12�) % � ���) �����(
n� = n(X�) ' #��,���� ,�� ��� X�( ��%����%������ / �.� /�% ��� ������ ��� ����#��%����*��!
����) ]� ≡ ]( ���� # # ��� ��#��.�� ,�����! ����) ]� ≡ ]+� 0���"�� reff

ki ��������� 
_&�/�# ��� � ��� M���( Q��RN � ����� � /% ��� $++�#��%��) #�$++�,���� �.� /�% ��� ������ `� 
%���"�� �%������ �.�.2����� ������� $++�#��%���� #�$++�,���� ��#��.�� ,��( %%��������
% � .��� Q��R�

��� ��#��.�� ,�����! ����)( reff
ki = ne αeff

ki ( ��� ne O $��#����� � #��,���� ,��(  αeff
ki O

$++�#��%��) #�$++�,���� ��#��.�� ,�� ����� k → i� ��� ����)( %�/.&�� ���! $��#�������
&� ���( reff

ki = ne qeff
ki � ^���* qeff

ki O $++�#��%��) #�$++�,���� ����#��%����*���� %�/.&������ %
����� k → i( �����������) � #�� �.� /��( "�� %���"�� (4π)−1 ne n(X) qeff

ki � %� #�$++�,����&
�/�&"���� % ������

^� "���� �����! $�����)( �/�&" ���! �&� �����*1 % �����! ���&� .��* �����*/�% �� ���
� !������� ����-���) ����#�% % ����%����%&12�! �����! ���#���% �&� ������) M���� %�����!
/ ���/%�/���� �����2����N� 0 � �*��)-�� �� .&��� �����*/�% �* ����-���� �����! $�����)
Eki/Emn ��� ����������� �������"��#�! ����-���) ����#�% �/�&"���� % $��! �����! Fki/Fmn�
0 ��� ��&" �( #��� ���������&���� �/�&"���� % �����!( ���!���2�� ���*#� �� " ��� �&� ���'
���( ����-���� ����#�% ���&� ����" �*�� �� ����-���) ����%����%&12�! �����! $�����) �/'/ 
$++�#��% � ������� �/�&"���� � �����# ! % �&� ������� 0 � ����2�) �� �*� �� ��� ��"��'
�� ������� ����%( +�����&���! % /�� ! ����/ ,�� 3BBB'a( YBBB'Ba � 4BBB( % #�����! �����#�
�� #��"��#� ���&���%&1� � &# / ���� $++�#��� ����� �����.��"*�

0 �������������( "�� #�$++�,���� reff
ki ���������*�� � �� �������� %�&��� �.L�� ( �/�&'

" 12��� % � ��� ���% ���) �����( �� ����� .��* / ����� /� "����� reff
ki (T0, n

0
e)( %/���� ���

������! �� �/�&" 12��& �.L��& /� "����! ������ �&�� � $��#������) #��,���� ,�� % �&� �'
�����	

Eki ≈ E0
ki = h νki r

eff
ki (T0, n

0
e)
∫
V

n� dV =

h νki r
eff
ki (T0, n

0
e)N�, M�N

��� N� ' ������ "���� ����% X�� 0���"�� T0 ��������� % � .�� ! Q��( ��R	

T0 =
∫
V

Tene n� dV/

∫
V

ne n� dV . M�N

V��� ��� Q��R � � ���� t2( ! � #����/&12�)  �����&�& +�&#�& ,�) ������ �&��( ������������
������-�����	

t2 =
∫

(Te − To)2 n� ne dV

T 2
o

∫
n� ne dV

. M�N

0 ������������� t2 � 1( ���� � $������ �/�&" �� � �&� �����*1 % ����� k → i ����� .��*
/ ��� � % %���	

�



Eki = E0
ki (1 + µ t2) , M�N

��� $������ E0( �/�&" �� � ���������) �&� �����* � Te = To ������������ %�� ������ M�N(  

µ =

[
1
2

∂2reff
ki

∂ T 2
e

(reff
ki )−1 T 2

e

]
Te=To

. M�N

���.�������� %�� ����� ��� � � ���� µ � �� % � .�� ! Q��( ��( �TR� K"�%����( "�� �����'
������* +���&�� M�N ��� ��"�% ���� �������������� � � ����� %���"��� t2 ��� �� %����1 �
�����,�)� W -� %�"������� ��# / ��( "�� b� ����*b����� % � ���� ��&" � ���#�% �*�� �"��*
-���#�� � �� ��� /� "����! t2 ≈ 0.25( ����%����%&12�� ��#�������� �� ������) ������ �&'
�� % �&� ������ � %��� �Zc( ����"�� �����! $�����) �/�&" ���! �&� �������� % �����!
%�����) � �� �.� ���) ���#�� ( %�"�������! ����������%���� �� +���&�� M�N � � ����2*1
���.��������� ������-���� M�N �� ���%�- 1� �'�c�

0���"�� �/������� �������%�����) ����)( # # %���� �/ +���&�� �( ������������ �� � ���
� � ������ t2(  ����/%������� µ t2� U/ +���&�� M�N %����( "��  .���1���� /� "���� � � ���� 
µ � �� ��� ��#��.�� ,�����! ����) % ���& �� .�) / %�������� $++�#��%��! #�$++�,�����%
��#��.�� ,�� �� ������ �&��� �� $��) ���"��� �������%����� ��#��.�� ,�����! ����) �� .�
/ %���� ��  �����&�� +�&#�& ,�) Te % �&� �������

0 �� �� %���� /� "���� µ ���&� .��* %���#� ��� ����)( %�/.&�� ���! $��#������� &� '
���( � # # # ����%����%&12�� $++�#��%��� #�$++�,����� �.� /�% ��� ����) $#������,� �*��
.����� � ��&� � ������ $��#������) ������ �&�� % �.� ��� +������% ��� ����) M���( � ���'
���( Q�TRN( ��$���& �������%����� ����#��%����*��! ����) ���&� %�/� ��� % � � .���� � / ���
����!��� �� ���������� �&���) �&� ������ # �&� ������ � ��) �� ������) ������ �&��) � &��'
������� /� "������ � � ���� t2 = 0.02 − 0.06�

���� �  �����&� +�&#�& ,�) �#� ��% ���� # # �/ #�&���� �-� .��!( �%�/ ���! � / %�'
������*1 ������) ������ �&�� �� � �������� �� ,���� �*��) /%�/�� �&� ������ � # � ���'
#�� �-� .��!( � ! � #������� � /��� �� /� "����*�� ���*-��� � /��� � ��) �&� �������
V��� ��� � �"�� � Q�R  �����&�� #�&���� �-� .��! +�&#�& ,�) O t2− ≤ 0.03� 0 �� �� %����
��� ���� ��% ��� � .�1� ���! � �������"��#�! �������%�����) ����) ���#���% �&� ������) %�
�����! ��&" �! ���.!����� �����*/�% �* /� "���� t2 ≈ 0.10 − 0.16� P�� � ��� � �� -�% ����
%�%��( "�� ����%��) %#� � %  �����&�& ������ �&���! +�&#�& ,�) %����� ���#�� �-� .���
+�&#�& ,���

V���&�� �������*( "�� !��� ��! ��/� �.� /�% ��� ���#�� �-� .��! ������ �&���! +�&#�&'
 ,�) % �&� ������! % � ����2�� %���� �� %����� ���� M���( � ������( �.�&������ $���� %����� 
% Q��( �TRN( � �� ����&���%�� � #�! +�&#�& ,�) % �&� ������! ����%���� ���� �������% �����
���&#�&�� �&� ������) % %�����)( U� � � ��� �.� ���! ���#�� Q��R�

K"�%����( "�� �.� /�% ��� % �&� ������! ���#�� �-� .��! +�&#�& ,�) ������ �&�� ��'
���%��� ���� +������% ���� ���#�� �-� .��! +�&#�& ,�) ��������� � / �&� ������ �( %
" �������( +�&#�& ,�) $��#������) #��,���� ,��� ��� .���� ��"���� � �"�� �������%�����)
����) ���.!����� &"���* ��%������� %������ � �������%����� ����) % �&� ������! # # ���'
��� �&���! +�&#�& ,�)( � # � +�&#�& ,�) ne� ����!��� # ��-���1 $��) / � "�( %����� � ��!
/� "���) Te � ne .&��� ��� &��.��% �����*/�% �* ����&12�� .�/� /������ � � �����	

t = Te/104 K ; s = lg(ne) + α . MTN

��� �� ��� ���! �&� ������) ����� ������* /� "���� α = 0( ���� # # ��� ����� ������!
��++&/��! �&� ������) ����� �������* α = 2 − 3�

�



�����������( "��  �����&�� +�&#�& ,�) Te � ne � �� �� �� %����1 � � ���� /� "������
$��#������) ������ �&�� � #��,���� ,��� K�������� ������� �� �.L��& �&� ������( �/�&" 1'
2��& % � ��� ���% ���! �����!( /� "���� � � �����% t � s	

〈t〉
�

= t =
∫
V

t n�dV/

∫
V

n� dV =
∫
V

t n�dV/N� M�N

�

〈s〉
�

= s =
∫
V

s n�dV /

∫
V

n�dV =
∫
V

s n� dV/N� . M
N

^���* &��������� ����/%������ �� � ����������1 ��� X�( ��%����%������ / �.� /�% ��� ������
^� "���� t ������,��� �*�� ������) $��#������) ������ �&�� % �.� ��� +������% ��� ����)
������&����� ��� 	 T e = t∗104 K� 0 �� �� %���� %���"�� s ���������� ���*#� ��� ��+��"��#��
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