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.

Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé ðàçâèòà äëÿ ðàâíî-
ìåðíûõ ðÿäîâ (Àíäåðñîí Ò., 1976; Áåíäàò Äæ., Ïèðñîë À., 1989;
Áëýêìàí è Òüþêè, 1959; Îòíåñ Ð., Ýíîêñîí Ë., 1982; Òåðåáèæ
Â.Þ., 1992 è äð.).

Îäíàêî ïîëó÷èòü èçìåðåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî âðåìåíè
óäàåòñÿ âåñüìà ðåäêî. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îñîáåííî õàðàêòåðíà äëÿ íà-
çåìíîé îïòè÷åñêîé àñòðîíîìèè, ãäå íî÷íûå íàáëþäåíèÿ ïðåðûâà-
þòñÿ ñâåòëîé ÷àñòüþ ñóòîê è èç-çà ïîãîäíûõ óñëîâèé ìîãóò âîç-
íèêàòü ïåðèîäè÷åñêèå èëè äëèííûå ïðîïóñêè íàáëþäåíèé. Íåðå-
ãóëÿðíîñòü ñâîéñòâåííà íå òîëüêî íàáëþäåíèÿì, âûïîëíÿåìûì ñ
ïîâåðõíîñòè Çåìëè, � îíà èìååò ìåñòî è äëÿ èçìåðåíèé, ïðîèçâî-
äÿùèõñÿ ñ áîðòà ÈÑÇ: âõîæäåíèå àïïàðàòà â ðàäèàöèîííûå ïîÿñà,
ýêðàíèðîâàíèå íàáëþäàåìîãî ó÷àñòêà íåáåñíîé ñôåðû òåëîì Çåì-
ëè è ò. ä. Êî âñåì òàêèì ÿâëåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêèå
ïðè÷èíû: îòêàçû èëè ñáîè ðåãèñòðèðóþùåé àïïàðàòóðû, äëèòåëü-
íûå êàïèòàëüíûå ðåìîíòû èëè ðåêîíñòðóêöèè èíñòðóìåíòîâ.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òåîðèÿ è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîëó-
÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê õîðîøî ðàçðàáîòàíû äëÿ ðàâíîìåðíûõ
ðÿäîâ. ×òîáû ïðèìåíèòü ýòè ìåòîäû ê íåðàâíîìåðíûì ðÿäàì, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èõ ðåäóêöèè ê ðåãóëÿðíîé ñåòêå
âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ: îñðåäíåíèå äàííûõ íà èíòåðâàëàõ ïîñòîÿííîé
äëèíû, àïïðîêñèìàöèÿ íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
âûðàæåíèÿìè è ò. ä. Õîòÿ óïîòðåáëÿþùèåñÿ ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ íà-
áëþäåíèé ê ïîñòîÿííîìó øàãó è ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøèìè
ïðè èññëåäîâàíèè ÷àñòíûõ çàäà÷, îíè íå ðåøàþò ïðîáëåìó â îáùåì
ñëó÷àå. Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ èçó÷åíèÿ
òåîðèè è ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ñ äîñòàòî÷-
íîé ïîëíîòîé ïðîâîäèòü ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ
ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé.
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Ïåðèîäîãðàììà è ñïåêòð ìîùíîñòè

Ïðàêòè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ îïèðà-
åòñÿ íà ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü
äâå õàðàêòåðèñòèêè âðåìåííîãî ðÿäà � ñïåêòð ìîùíîñòè è ïåðè-
îäîãðàììó Øóñòåðà � ñ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðè÷è-
íû, âûçûâàþùåé ðàçëè÷èå ýòèõ ôóíêöèé. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,
âïåðâûå ýòó ñâÿçü âûâåë Äèìèíã (1975). Åãî ðåçóëüòàò ôîðìàëè-
çóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä X(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåí-
òðèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, çàäàííûé äèñêðåòíûì ìíîæåñò-
âîì ðåàëèçàöèé

X(t) = {xp(t)}M
p=1, 0 ≤ t ≤ T. (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðîèçâîäèì èçìåðåíèÿ ëèøü â ïðîèçâîëü-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ âðåìåííûõ òî÷êàõ tk, k = 0, 1, . . . , N − 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ìåæäó ñðåäíåé ïåðèîäîãðàììîé (â äàëüíåéøåì óãëî-
âûå ñêîáêè 〈...〉 � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)

D(ω) =

〈
1

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

xp(tk)e−iωtk

∣∣∣∣∣

2〉
(2)

è ñïåêòðàëüíûì îêíîì

W (ω) =
1

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

e−iωtk

∣∣∣∣∣

2

(3)

ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå

D(ω) =
∫ +∞

−∞
g(ω′)W (ω − ω′) dω′, (4)

ãäå g(ω) � ñïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (1).
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ òîëüêî

îäíà ðåàëèçàöèÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, ìû íå ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ
ñîîòíîøåíèåì (4). Â ýòîé ñèòóàöèè (Âèòÿçåâ, 1994) äëÿ èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ ïåðèîäîãðàììû äîëæíà áûòü èñïîëüçîâàíà íèæåñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèãàðìî-
íè÷åñêóþ ôóíêöèþ

x(t) =
n∑

p=1

Ap cos(ωpt + ϕp), 0 ≤ t ≤ T < ∞, (5)

ãäå Ap, ωp, ϕp � ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäà, ÷àñòîòà è ôàçà p-é
ãàðìîíèêè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è ñïåêòð ìîù-
íîñòè ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè (5):

k(τ) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0

x(t)x(t + τ) dt =
n∑

p=1

A2
p

2
cos ωkτ, (6)

g(ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
k(τ)e−iωτ dτ =

1
4

n∑
p=1

A2
p[δ(ω + ωp) + δ(ω − ωp)], (7)

ãäå δ(ω) � äåëüòà-ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ìîùíîñòè (7),
ïåðèîäîãðàììà

D(ω) =
1

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑

k=0

xke−iωtk

∣∣∣∣∣

2

, (8)

è ñïåêòðàëüíîå îêíî

W (ω) = Ω(ω)Ω∗(ω), (9)

ãäå

Ω(ω) =
1
N

N−1∑

k=0

e−iωtk , (10)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

D(ω) =
∫ +∞

−∞
g(ω′)W (ω − ω′) dω′ + D0(ω), (11)
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â êîòîðîì ÷ëåí D0(ω) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

4D0(ω) =
n∑

p=1
A2

p[Ω(ω − ωp)Ω∗(ω + ωp)ei2ϕp+

+Ω∗(ω − ωp)Ω(ω + ωp)e−i2ϕp ]+

+
n∑

p,q=1
p 6=q

ApAq[Ω(ω − ωp)Ω∗(ω + ωq)ei(ϕp+ϕq)+

+Ω∗(ω − ωp)Ω(ω + ωq)e−i(ϕp+ϕq)]+

+
n∑

p,q=1
p 6=q

ApAq[Ω(ω − ωp)Ω∗(ω − ωq)ei(ϕp−ϕq)+

+Ω(ω + ωp)Ω∗(ω + ωq)e−i(ϕp−ϕq)].

(12)

Ñäåëàåì òåïåðü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê òåîðåìàì 1 è 2.

1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé (5) ñî ñëó÷àéíûìè ôàçàìè ϕp, ðàñïðåäå-
ëåííûìè ðàâíîìåðíî âíóòðè ïðîìåæóòêà [0, 2π], ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Îñðåäíÿÿ (11) ïî
ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé, ìû âíîâü ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (4).

2. Ñðàâíåíèå (4) ñ âûðàæåíèåì (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
îò ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ê îäíîé ðåàëèçàöèè ñòðóêòóðà ïå-
ðèîäîãðàììû, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ
ñëàãàåìîãî D0(ω).

3. Âëèÿíèå ñëàãàåìîãî D0(ω) íà ïåðèîäîãðàììó ìîæåò áûòü ñóùå-
ñòâåííûì ëèøü òîëüêî â íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ ñèòóàöè-
ÿõ, íà êîòîðûõ ìû îñòàíîâèìñÿ ïîçæå. Ïîêà æå ìû áóäåì
çàíèìàòüñÿ òàêèìè ðÿäàìè, äëÿ êîòîðûõ ÷ëåíîì D0(ω) â âû-
ðàæåíèè (11 ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (4) è (11) ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî
ïðîñòî îáúÿñíèòü îñîáåííîñòè ïåðèîäîãðàìì âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ
ïðîïóñêàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ñïåêòðå ìîùíîñòè g(ω)
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èìåþòñÿ êîíöåíòðàöèè ìîùíîñòè â áåñêîíå÷íî óçêèõ èíòåðâàëàõ
÷àñòîò

g(ω) = [δ(ω + ω0) + δ(ω − ωo)], (13)
èç óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àåì

D(ω) = [W (ω + ω0) + W (ω − ω0)]. (14)

Òåïåðü ìû âèäèì, êàêèì îáðàçîì èñòèííûé ñïåêòð ìîùíîñòè
ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðèîäîãðàììó. Ïðè ýòîì âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ïåðåõîä îò (13) ê (14) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âèäîì ñïåêòðàëüíîãî
îêíà, è ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (13) è (14) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷åòîâ âðåìåíè, â òîì ÷èñëå è ðàâíîìåðíîãî. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåðåãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ â ñïåê-
òðàëüíûõ îêíàõ W (ω) ìîæíî îáíàðóæèòü öåíòðàëüíûé ïèê íà ÷à-
ñòîòå ω = 0 è áîêîâûå ïèêè íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ ±ω̄k, k = 1, 2 . . .
Êðîìå ýòîãî, ñóùåñòâóåò åùå è ñòðóêòóðà áîêîâûõ ëåïåñòêîâ. Ïî-
ñëåäíèå âîçíèêàþò ïî ïðè÷èíå êîíå÷íîñòè èíòåðâàëà íàáëþäåíèé,
â òî âðåìÿ êàê áîêîâûå ïèêè îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äàííûõ. Êàê âèäíî èç (14), âñå ýòè äåòàëè áóäóò ïðè-
ñóòñòâîâàòü â ïåðèîäîãðàììå D(ω). Äåéñòâèòåëüíî, öåíòðàëüíûé
ïèê îêíà áóäåò âèäåí íà ÷àñòîòå ω = ω0. Ïîñêîëüêó îí ñîîòâåòñòâó-
åò ðåàëüíîé êîíöåíòðàöèè ìîùíîñòè, åãî ñëåäóåò íàçâàòü èñòèí-
íûì ïèêîì. Â ñâîþ î÷åðåäü áîêîâûå ïèêè ïîÿâÿòñÿ íà ÷àñòîòàõ
| ω0±ωk |, ãäå èñòèííûé ñïåêòð ìîùíîñòè íå èìååò íèêàêèõ ëèíèé.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïèêè íà ÷àñòîòàõ | ω0 ± ωk | íàçûâàþò �äóõàìè�,
à ïåðèîäîãðàììó D(ω), çàñîðåííóþ ýôôåêòàìè íåðåãóëÿðíîñòè íà-
áëþäåíèé, ÷àñòî íàçûâàåòñÿ �ãðÿçíûì ñïåêòðîì�.

Íà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äâóõ
ðÿäîâ, ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ êîñèíóñîèä ñ ïåðèîäàìè 1.3 è 0.7 ãîäà,
íà ñåòêå èç 120 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê (ðèñ. 1) è äëÿ òåõ
æå òî÷åê ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãîäè÷íûìè ïðîïóñêàìè (ðèñ. 2). Ýòè
ðèñóíêè äåìîíñòðèðóþò ñïåöèôè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ñïåêòðàëüíî-
ãî àíàëèçà íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ � ïîÿâëåíèå ëîæíûõ ëèíèé â ïå-
ðèîäîãðàììå èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ ôèêòèâíûõ
ïèêîâ è ñïîñîáû èõ óñòðàíåíèÿ èç ïåðèîäîãðàìì ðàññìàòðèâàþòñÿ
â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
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Ðèñ. 1: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñóììû äâóõ êîñèíóñîèä ñ ðàâíûìè àìïëè-
òóäàìè è ïåðèîäàìè P = 1.3 è P = 0.7 ãîäà; a � ðåãóëÿðíûå íàáëþäåíèÿ:
120 òî÷åê ñ øàãîì 0.1 ãîäà; b � ñïåêòðàëüíîå îêíî; c � ïåðèîäîãðàììà
("÷èñòûé"ñïåêòð).
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Ðèñ. 2: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñóììû äâóõ êîñèíóñîèä ñ ðàâíûìè àì-
ïëèòóäàìè è ïåðèîäàìè P1 = 1.3 è P2 = 0.7 ãîäà; a � íåðåãóëÿðíûå
íàáëþäåíèÿ ñ ãîäè÷íûìè ïðîïóñêàìè; b � ñïåêòðàëüíîå îêíî; c � ïåðèî-
äîãðàììà ("ãðÿçíûé"ñïåêòð).
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Ñïåêòðàëüíûå îêíà
Òåîðåìû 1 è 2 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñòðóêòóðà ïåðèîäîãðàììû âðå-
ìåííîãî ðÿäà ñ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ âè-
äîì ñïåêòðàëüíûõ îêîí. Õîòÿ êàæäûé êîíêðåòíûé ðÿä õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ñâîèì ñïåêòðàëüíûì îêíîì, ìû äàäèì îáçîð ñïåêòðàëüíûõ
îêîí äëÿ âàæíåéøèõ ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ
ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âî âðåìåíè.

Äèñêðåòíûå íàáëþäåíèÿ, âûïîëíåííûå â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ
tk, k = 0, 1, . . . , N − 1, ìû îïèøåì âðåìåííûì îêíîì

w(t) =
1
N

N−1∑

k=0

δ(t− tk). (15)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî îêíà èìååì

W (ω) =
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
w(t)e−iωt dt

∣∣∣∣
2

. (16)

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà â ëèòåðàòóðå ôóíêöèþ (16) íàçûâàþò ñïåê-
òðîì ñêâàæíîñòè.

Íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà çàäàíèÿ ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé, ñïåêòðàëü-
íûå îêíà (16) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

W (0) = 1; W (ω) = W (−ω); W (ω) ≤ 1. (17)

Ïîñëå êîíñòàòàöèè îáùèõ ñâîéñòâ íàøèõ ôóíêöèé (ëåãêî ïðîâå-
ðÿåìûõ èç îïðåäåëåíèé) ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ èõ ñïåöèôè÷åñêèõ
îñîáåííîñòåé, âûòåêàþùèõ èç õàðàêòåðà ðàñïîëîæåíèÿ îòñ÷åòîâ íà
îñè âðåìåíè.

Ðàâíîìåðíàÿ äèñêðåòíîñòü
Â ýòîì ñëó÷àå âðåìåííûå îòñ÷åòû îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

tk = ∆t k, k = 0, 1, . . . , N − 1, (18)

ãäå ∆t = const. Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (15) è (16), ïîñëå íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

W (ω) ≡ W0(ω, N, ∆t) =
sin2(Nω∆t/2)
N2 sin2(ω∆t/2)

. (19)
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Ðèñ. 3: Ñïåêòðàëüíîå îêíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîìåðíî äèñêðåòíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê.

Âàæíåéøèì èç ñâîéñòâ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ åå ïåðèîäè÷íîñòü ñ
ïåðèîäîì 2ωc, ãäå ωc = π/∆t � ÷àñòîòà Íàéêâèñòà. Â ñâîþ î÷åðåäü
èç ïåðèîäè÷íîñòè ñïåêòðàëüíîãî îêíà (19) âûòåêàþò äâå âàæíûå
îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäîãðàììû: îãðàíè÷åííîñòü ÷à-
ñòîòíîãî äèàïàçîíà è ÿâëåíèå ïîäìåíû ÷àñòîò (ýëàéçèíã). Ïåðå÷èñ-
ëèì åùå äâà ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî îêíà (19):

1) íóëè ôóíêöèè W0 ðàñïîëîæåíû íà ÷àñòîòàõ

ωk = 2πk/(N∆t), k = ±1,±2, . . . ; (20)

2) øèðèíà ãëàâíîãî ëåïåñòêà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

∆ω = 2ω1 = 4π/(N∆t). (21)

Õàðàêòåðíûé âèä ñïåêòðàëüíîãî îêíà (19) ïîêàçàí íà ðèñ. 3.

Ñëó÷àéíûå ïðîïóñêè
Èçâåñòíî (Òåðåáèæ, 1992), ÷òî ïðè ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèÿõ ìîìåí-
òîâ tk îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ øàãîì ∆t ñïåêòðàëüíîå îêíî, îñðåä-
íåííîå ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé, ñîâïàäàåò
ñî ñïåêòðàëüíûì îêíîì, õàðàêòåðíûì äëÿ êîíòèíóàëüíîãî çàïîë-
íåíèÿ íàáëþäåíèÿìè èíòåðâàëà [t0, tN−1]. Îäíàêî äëÿ êàæäîãî êîí-
êðåòíîãî ñëó÷àÿ íåðàâíîìåðíîñòè (à èìåííî ñ òàêèìè ðÿäàìè ìû
âñòðå÷àåìñÿ íà ïðàêòèêå) ñïåêòðàëüíîå îêíî W (ω) èìååò ïîìèìî
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Ðèñ. 4: Ñïåêòðàëüíîå îêíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àéíûì îòêëîíåíèÿì
ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

öåíòðàëüíîãî ïèêà åùå è øóìîâîé êîìïîíåíò âî âñåì ñïåêòðàëüíîì
äèàïàçîíå. Ïðè ýòîì ïèêè øóìîâîãî êîìïîíåíòà íå èìåþò òåíäåí-
öèè ñîñðåäîòà÷èâàòüñÿ íà êàêèõ-òî îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ, è èõ èí-
òåíñèâíîñòü, êàê ïðàâèëî, ñðàâíèòåëüíî ìàëà. Ïðèìåð ñïåêòðàëü-
íîãî îêíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìîìåíòîâ
íàáëþäåíèé, ïîêàçàí íà ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ðèñ. 3 è 4 ïîêàçûâàåò,
÷òî ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ðàçðóøàåò ïåðèîäè÷íîñòü îêíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàâëÿåò ýëàéçèíã.

Ïåðèîäè÷åñêèå ïðîïóñêè
Â àñòðîíîìèè, êàê ïðàâèëî, íàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè. Ïðèâåäåì ïðèìåðû
íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ ñèòóàöèé:

à) íî÷íûå íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå äëÿòñÿ 2-6 ÷àñîâ ïîäðÿä è ïðè íà-
ëè÷èè ÿñíîé ïîãîäû ðàçäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðåðûâàìè
â 22�18 ÷àñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîïóñêè â íàáëþäåíèÿõ èìåþò
ñóòî÷íûé ïåðèîä;

á) ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïåðåìåííûõ îáúåêòîâ, âûïîëíÿå-
ìûå îáû÷íî âäàëè îò ïîëíîëóíèé, îò÷åãî â íàáëþäåíèÿõ ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîïóñêè ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ñèíîäè÷åñêîìó ìåñÿöó;

â) ïîçèöèîííûå è ôîòîãðàôè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïëàíåò, êîãäà ïå-
ðèîäè÷íîñòü ïðîïóñêîâ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíè-
åì ïëàíåòû, Çåìëè è Ñîëíöà;
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ã) íàáëþäåíèÿ ñ áîðòà ÈÑÇ. Ïðè âõîæäåíèè àïïàðàòà â ðàäèàöèîí-
íûå ïîÿñà Çåìëè ðåãèñòðèðóþùèå ïðèáîðû îáû÷íî ïåðåñòàþò
ðàáîòàòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîïóñêè íàáëþäåíèé áóäóò èìåòü
ïåðèîä, ðàâíûé îðáèòàëüíîìó ïåðèîäó ÈÑÇ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé ìîæíî ââåñòè â ðàññìîò-
ðåíèå íåêîòîðûå öèêëû, âíóòðè êîòîðûõ èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ è
ïðîïóñêè, íàïðèìåð, íî÷ü�äåíü. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆t � ïîñòîÿííûé øàã ôèêñàöèè íàáëþäåíèé;

∆T = (n + p)∆t � äëèòåëüíîñòü öèêëà, â êîòîðîì n ïåðâûõ òî-
÷åê çàïîëíåíû íàáëþäåíèÿìè, à p ïîñëåäóþùèõ òî÷åê îáðà-
çóþò ïðîïóñê;

m � îáùåå ÷èñëî öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå âðåìåííûå îêíà:

w1(t) =
1
n

n−1∑

i=0

δ[t− i∆t], (22)

w2(t) =
1
m

m−1∑

i=0

δ[t− i∆T ]. (23)

Ïåðâîå îêíî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèé âíóòðè öèêëà.
Âòîðîå îêíî îïèñûâàåò ðàâíîìåðíîå ñëåäîâàíèå öèêëîâ. Î÷åâèäíî,
÷òî ðåçóëüòèðóþùåå âðåìåííîå îêíî íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè:

w(t) =
∫ +∞

−∞
w1(t′)w2(t− t′) dt′. (24)

Âû÷èñëèì òåïåðü ñïåêòðàëüíîå îêíî, ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìåí-
íîìó îêíó w(t). Ïîäñòàâëÿÿ (24) â (16) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

W (ω) = W0(ω, n, ∆t)W0(ω, m, ∆T ), (25)
ãäå

W0(ω, N, ∆τ) =
sin2(ωN∆τ/2)
N2 sin2(ω∆τ/2)

. (26)
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Ðèñ. 5: Ñïåêòðàëüíîå îêíî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öèêëè÷åñêèìè ïðîïóñêà-
ìè íàáëþäåíèé. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ôóíêöèè W0(ω, n, ∆t) ïðè
n = 4, ∆t = 1h; òîíêàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ôóíêöèè W0(ω, m, ∆T ) ïðè
m = 5, ∆T = 24h; æèðíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòèðóþùàÿ êðèâàÿ: ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàáëþäåíèé äëèíîé â ïÿòü ñóòîê ñ åæåñóòî÷íûìè íàáëþ-
äåíèÿìè, äëÿùèìèñÿ 4h.

Çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì ôóíêöèè W (ω). Ìû âèäèì, ÷òî îíà âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ (26), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ñòàí-
äàðòíîå� îêíî äëÿ ðÿäà èç N òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ
øàãîì ∆τ . Ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíêöèè W0 ïîçâîëÿþò
èçó÷èòü ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ ñïåêòðàëüíîãî îêíà W (ω) ïðè íàêîïëå-
íèè íàáëþäåíèé ñ ïðîïóñêàìè. Õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñïåêòðàëüíûõ
îêîí ìû îïèøåì â îáùèõ òåðìèíàõ, èëëþñòðàöèè áóäóò äàíû äëÿ
òèïè÷íîé â àñòðîíîìèè ñèòóàöèè � íî÷íûå íàáëþäåíèÿ âíóòðè ñó-
òîê è ïåðåðûâû íàáëþäåíèé, èñ÷èñëÿåìûå ñóòêàìè.

a) Ïóñòü ïðîâåäåíî n ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íàáëþäåíèé ñ
øàãîì ∆t. Ïîëàãàÿ m = 1, èç ôîðìóëû (25) ïîëó÷àåì

Wa(ω) = W0(ω, n, ∆t). (27)

Ñïåêòðàëüíûå îêíà, ñîîòâåòñòâóþùèå 4- è 6-÷àñîâûì íàáëþ-
äåíèÿì (n = 4, n = 6), âûïîëíåííûì ñ èíòåðâàëîì ∆t = 1h

âíóòðè îäíèõ ñóòîê, ïîêàçàíû íà ðèñ. 5 è 6 øòðèõîâûìè ëè-
íèÿìè.

á) Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ, îïèñàííûå â ïóíêòå a),
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Ðèñ. 6: Ñïåêòðàëüíîå îêíî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öèêëè÷åñêèìè ïðîïóñêà-
ìè íàáëþäåíèé. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ôóíêöèè W0(ω, n, ∆t) ïðè
n = 6, ∆t = 1h; òîíêàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ôóíêöèè W0(ω, m, ∆T ) ïðè
m = 5, ∆T = 24h; æèðíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòèðóþùàÿ êðèâàÿ: ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàáëþäåíèé äëèíîé â ïÿòü ñóòîê ñ åæåñóòî÷íûìè íàáëþ-
äåíèÿìè, äëÿùèìèñÿ 6h.

ïîâòîðåíû m ðàç. Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (25) èìååì

Wb(ω) = W0(ω, n, ∆t)W0(ω, m, ∆T ). (28)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îêíà (28) çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ W0(ω, n, ∆t)
èìååò ãëàâíûé ïèê øèðèíîé 4π/n∆t, à âåëè÷èíà 2π/∆T ðàâíà
ïåðèîäó ôóíêöèè W0(ω,m, ∆T ). Â ðåçóëüòàòå, â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìóëîé (28), ïîëó÷èòñÿ ñëîæíûé êîíòóð, â êîòîðîì ïîìè-
ìî ãëàâíîãî ïèêà íà ÷àñòîòå ω = 0 áóäóò âèäíû óáûâàþùèå
ïî èíòåíñèâíîñòè ïèêè íà ÷àñòîòàõ

ω̄k = 2πk/∆T, k = ±1,±2, . . . (29)

Ýòè ïèêè â ñïåêòðå îêíà âûçûâàþòñÿ ïðîïóñêàìè íàáëþäå-
íèé. Â ïåðèîäîãðàììàõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îíè ïîÿâÿòñÿ
â âèäå ëîæíûõ ëèíèé. Â äàëüíåéøåì ÷àñòîòû (29) ìû áóäåì
íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Èì
ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ïåðèîäû

Pk = 2π/ω̄k = ∆T/k, k = 1, 2, . . . (30)

Óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòåé ïèêîâ ïðîïóñêîâ îïðåäåëÿåòñÿ îãè-
áàþùåé Wa(ω). Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïåðâûé è íàè-
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áîëåå ìîùíûé ïèê ïðîïóñêîâ ëåæèò íà ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâó-
þùåé äëèòåëüíîñòè öèêëà ∆T . Âñåì îñòàëüíûì ïèêàì ñîîò-
âåòñòâóþò ïåðèîäû ∆T/2, ∆T/3, ... Íà ðèñ. 5, 6 æèðíûìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíû ñïåêòðàëüíûå îêíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé äëèíîé â ïÿòü ñóòîê (m = 5) ñ
åæåñóòî÷íûìè íàáëþäåíèÿìè, äëÿùèìèñÿ ïî n = 4 è n = 6
÷àñîâ. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ìû âèäèì ïèêè ïðîïóñêîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïåðèîäàì 24h, 12h, 8h è ò. ä., èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ
çàâèñèò îò ÷èñëà íàáëþäåíèé âíóòðè ñóòîê.

Ðàññìîòðåííàÿ êàðòèíà îáðàçîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ îêîí âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëîæåíèÿ âñåõ ïèêîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ öèêëè÷íîñòüþ ïðîïóñêîâ, à èõ èíòåíñèâíîñòü � ñòåïåíüþ çà-
ïîëíåííîñòè öèêëîâ íàáëþäåíèÿìè. Íàïðèìåð, èíòåíñèâíîñòü ïåð-
âîãî ïèêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

I1 = Wa(ω1) =
sin2(nπ∆t/∆T )
n2 sin2(π∆t/∆T )

. (31)

Äëèííûé ïðîïóñê
Äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íàáëþäåíèÿ, äëÿùèåñÿ
â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè, ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå ïðåðû-
âàþòñÿ, à çàòåì âíîâü âîçîáíîâëÿþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå â íàøåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè îêàçûâàåòñÿ âðåìåííîé ðÿä, ñîñòîÿùèé èç äâóõ îòäåëü-
íûõ ñåãìåíòîâ, ðàçäåëåííûõ ïðîïóñêîì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè
âðåìåííîé ñåòêè òàêèõ ðÿäîâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ è
ïðîïóñêè ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì ðàâíîìåðíî ñ øàãîì ∆t = const.
Êðîìå òîãî, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

n1, n2 � ÷èñëî íàáëþäåíèé â ïåðâîì è âòîðîì ñåãìåíòàõ,

p � ÷èñëî ïðîïóùåííûõ íàáëþäåíèé, îáðàçóþùèõ ïðîïóñê,

M = n1 + n2 + p � îáùåå ÷èñëî òî÷åê, îáðàçóþùèõ âåñü ðÿä,

N = n1 + n2 � ñóììàðíîå ÷èñëî íàáëþäåíèé.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ âðåìåííîãî îêíà èìååì

w(t) =
1
N




n1−1∑

k=0

δ(t− k∆t) +
M−1∑

k=n1+p

δ(t− k∆t)


 . (32)
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Ðèñ. 7: Ñïåêòðàëüíîå îêíî äâóõ âîñüìè÷àñîâûõ ñåàíñîâ íàáëþäåíèé, ðàç-
äåëåííûõ ïðîïóñêîì â 5 ñóòîê.

Ïîäñòàâëÿÿ (32) â (16), äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî îêíà
ïîëó÷àåì

W (ω) = n2
1

(n1+n2)2
W0(ω, n1,∆t) + n2

2
(n1+n2)2

W0(ω, n2, ∆t)+

2n1n2
(n1+n2)2

√
W0(ω, n1, ∆t)W0(ω, n2,∆t) cos(M + p)ω∆t/2.

(33)
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé � äâà îäèíàêîâûõ ïî äëèíå ñåãìåí-

òà, ðàçäåëåííûõ ïðîïóñêîì. Ïîëàãàÿ â (33) n = n1 = n2, íàõîäèì

W (ω) =
1
2
[1 + cos(n + p)ω∆t] W0(ω, n, ∆t). (34)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî æå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç
(28) ïðè m = 2, ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòðóêòóðà ñïåê-
òðàëüíûõ îêîí ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîïóñêàõ è ïðè ñóùåñòâîâàíèè
òîëüêî îäíîãî ïðîïóñêà ôàêòè÷åñêè îäèíàêîâà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
áîêîâûå ïèêè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ

ω̄k = 2πk/(n + p)∆t, k = 1, 2, . . . , (35)
ãäå p � äëèíà ïðîïóñêà. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî
îêíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äëèííîìó ïðîïóñêó íàáëþäåíèé.

Çàêàí÷èâàÿ îáçîð ñïåêòðàëüíûõ îêîí äëÿ íåêîòîðûõ òèïè÷íûõ
â àñòðîíîìèè íåðàâíîìåðíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé âî âðå-
ìåíè, ìû ïðèâîäèì íà ðèñ. 8 ñïåêòð ñêâàæíîñòè ðÿäà íàáëþäåíèé
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Ðèñ. 8: Ñïåêòð ñêâàæíîñòè ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé øèðîòû Ïóëêîâà
(ÇÒË-180). ×åòûðåõ÷àñîâûå íàáëþäåíèÿ âíóòðè ñóòîê, äëèíà ðåàëèçà-
öèè � 50.3 ñóòîê.

øèðîòû Ïóëêîâà (Âèòÿçåâ è Ïðóäíèêîâà, 1994). Ýòîò ðÿä äëè-
íîé 50.3 ñóòîê ñîñòîèò èç ïðèáëèçèòåëüíî ÷åòûðåõ÷àñîâûõ íî÷íûõ
íàáëþäåíèé, ðàçäåëåííûõ íåðåãóëÿðíûìè ïðîïóñêàìè äëèòåëüíî-
ñòüþ íåñêîëüêî ñóòîê.

Ìû âèäèì, ÷òî â ñðåäíåì ýòèì íàáëþäåíèÿì ïðèñóùè âñå òå
îñîáåííîñòè, êîòîðûå áûëè ïîëîæåíû â îñíîâó íàøåãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî:

• ïåðèîä ïåðâîãî ïèêà ñêâàæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò äëèòåëüíîñòè
öèêëà "äåíü�íî÷ü";

• ïåðèîäû îñòàëüíûõ ïèêîâ ñêâàæíîñòè ñîâïàäàþò ñ òåîðåòè-
÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ ïåðèîäîâ 12h, 8h, 6h;

• øóìîâîé êîìïîíåíò â ñïåêòðå ñêâàæíîñòè ïîäòâåðæäàåò íåðå-
ãóëÿðíîñòü âûïîëíåíèÿ íî÷íûõ íàáëþäåíèé.
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LS-ñïåêòðû
Äî ñèõ ïîð, ãîâîðÿ îá èçó÷åíèè ñïåêòðîâ íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ,
ìû îñíîâûâàëèñü íà òîì, ÷òî â êà÷åñòâå îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè
âûñòóïàåò ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà. Â ðàáîòàõ Áàðíèíãà (1963),
Ëîìáà (1976), Ñêàðãëà (1982) äëÿ îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè íåðàâ-
íîìåðíûõ ðÿäîâ ïðåäëîæåíû ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò òðàäèöèîííîé
ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ýòèõ íîâûõ îöåíîê
ëåæèò îáùàÿ èäåÿ: àïïðîêñèìàöèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ïðîñòîé ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòó çàäà÷ó.

Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä

xk = x(tk), k = 0, 1, . . . , N − 1,

çàäàí íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ tk. Â êà÷å-
ñòâå ìîäåëè ýòîãî ðÿäà âîçüìåì âûðàæåíèå

f(t) =
2∑

i=1

aiϕi(t), (36)

ãäå
ϕ1(t) = cos ωt, ϕ2(t) = sin ωt. (37)

Îïðåäåëèì íåâÿçêó àïïðîêñèìàöèè

εk = xk − f(tk) (38)

è íàéäåì êîýôôèöèåíòû ìîäåëè (36) èç óñëîâèÿ

‖ε‖2 = min, (39)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(p, q) =
1
N

N−1∑

k=0

p(tk)q(tk), (40)

‖p‖2 = (p, p). (41)
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2 èìååì ñèñòåìó íîð-

ìàëüíûõ óðàâíåíèé
[ ‖ϕ1‖2 (ϕ1, ϕ2)

(ϕ2, ϕ1) ‖ϕ2‖2
] [

a1

a2

]
=

[
(x, ϕ1)
(x, ϕ2)

]
, (42)
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ðåøåíèå êîòîðîé èìååò ñëåäóþùèé âèä:
[

a1

a2

]
=

1
∆

[ ‖ϕ2‖2 −(ϕ1, ϕ2)
−(ϕ2, ϕ1) ‖ϕ1‖2

] [
(x, ϕ1)
(x, ϕ2)

]
, (43)

ãäå
∆ = ‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2 − [(ϕ1, ϕ2)]2. (44)

Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíó

Emin = ‖ε‖2 = ‖x‖2 −
2∑

i=1

ai(x, ϕi) (45)

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ
P (ω) = ‖x‖2 − Emin(ω) ≥ 0, (46)

ãäå Emin(ω) èìååò ñìûñë ìèíèìóìà êâàäðàòà íîðìû íåâÿçêè (45),
à ‖x‖2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèþ (ïîëíóþ ìîùíîñòü) ðÿäà. Çà-
ôèêñèðóåì ïðîáíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû ω è âû÷èñëèì êîýôôèöèåí-
òû a1 è a2 ïî ôîðìóëàì (43)�(44). Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíê-
öèè P (ω) áóäåò ðåçêî óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ïðîáíûå ÷àñòîòû ω áóäóò ñîâïàäàòü ñ ÷àñòîòàìè ãàðìîíè÷åñêèõ
êîìïîíåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà xk, k = 0, 1, . . . , N − 1. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå ôóíêöèþ P (ω) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè ñïåêòðà
ìîùíîñòè âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïîñêîëüêó ýòà îöåíêà îñíîâàíà íà ìå-
òîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åå ïî ïðåäëîæåíèþ Ëîìáà (1976) íà-
çûâàþò LS-ñïåêòðîì (LS � Least Squares). Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ LS-ñïåêòðà ñëåäóåò èç (46):

P (ω) =
1
2

2∑

i=1

ai(x, ϕi). (47)

Ìíîæèòåëü 1
2 ââåäåí ñþäà äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ LS-ñïåêòðà ñ ïå-

ðèîäîãðàììîé Øóñòåðà. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ LS-ñïåêòðîâ.

LS-ñïåêòð Áàðíèíãà
Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü B(ω), ñëåäóåò èç (47) ïðè ó÷åòå (43)-(44):

B(ω) =
1
2
‖ϕ1‖2(x, ϕ2)2 + ‖ϕ2‖2(x, ϕ1)2 − 2(ϕ1, ϕ2)(x, ϕ1)(x, ϕ2)

‖ϕ1‖2‖ϕ2‖2 − (ϕ1, ϕ2)2
,

(48)
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ãäå

‖ϕ1‖2 =
1
N

N−1∑

k=0

cos2 ωtk, ‖ϕ2‖2 =
1
N

N−1∑

k=0

sin2 ωtk, (49)

(ϕ1, ϕ2) =
1
N

N−1∑

k=0

sin ωtk cos ωtk, (50)

(x, ϕ1) =
1
N

N−1∑

k=0

xk cos ωtk, (x, ϕ2) =
1
N

N−1∑

k=0

xk sinωtk. (51)

LS-ñïåêòð Ëîìáà
Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ LS-ñïåêòðà æåëàòåëüíî èìåòü
äëÿ íåãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ âåëè÷èí.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõ áûë ïðåä-
ëîæåí Ëîìáîì (1976). Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
äëÿ êàæäîé ïðîáíîé ÷àñòîòû ω îòñ÷åòû tk ñìåùàþò íà âåëè÷èíó
τ(ω). Ââåäåì íîâûå îòñ÷åòû âðåìåíè

t̄k = tk − τ(ω), k = 0, 1, . . . , N − 1, (52)
è íàëîæèì íà âåëè÷èíó (ϕ1, ϕ2) óñëîâèå

(ϕ1, ϕ2) =
1
2

N−1∑

k=0

sin ω(tk − τ(ω)) cos ω(tk − τ(ω)) = 0. (53)

Îòñþäà äëÿ âåëè÷èíû τ(ω) íàõîäèì

τ(ω) =
1
2ω

arctg

N−1∑
k=0

sin 2ωtk

N−1∑
k=0

cos 2ωtk

. (54)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ LS-ñïåêòðà èìååì ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå:

L(ω) =
1
2

[
(x, ϕ̄1)2

‖ϕ̄1‖2 +
(x, ϕ̄2)2

‖ϕ̄2‖2
]

, (55)

ãäå
ϕ̄1(t) = cos(ω[tk − τ(ω)]) ≡ cos(ωt̄k), (56)
ϕ̄2(t) = sin(ω[tk − τ(ω)]) ≡ sin(ωt̄k). (57)
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Ìîäèôèêàöèÿ Ñêàðãëà
Ðàçâèâàÿ èäåè Ëîìáà è æåëàÿ ñîõðàíèòü èíôîðìàöèþ î ôàçå èçó-
÷àåìûõ êîëåáàíèé, Ñêàðãë (1982) ââåë â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûé
âèä äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

FT (ω) =
e−iωt0

√
2

[
(x, ϕ̄1)
‖ϕ̄1‖ + i

(x, ϕ̄2)
‖ϕ̄2‖

]
. (58)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïåðèîäîãðàììà Ëîìáà ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâàíè-
åì Ñêàðãëà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(ω) = |FT (ω)|2. (59)

Ñðàâíåíèå ðàññìîòðåííûõ íàìè LS-ñïåêòðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî âðåìåííîãî ðÿäà LS-ñïåêòðû Áàðíèíãà (48) è Ëîìáà (55)
òîæäåñòâåííû. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòà òîæäåñòâåííîñòü èìå-
åò ìåñòî äëÿ ëþáûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êàê ðàâíîìåðíûõ, òàê è
íåðàâíîìåðíûõ.

LS-ñïåêòðû è ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà
Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ãäå ïðîèçâîäèëîñü ñðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé ïå-
ðèîäîãðàììû è LS-ñïåêòðîâ, îòìå÷àåòñÿ ñêîðåå èõ áîëüøîå ñõîä-
ñòâî, ÷åì ðàçëè÷èå (Ëîìá, 1976; Êàðáîíåëë è äð., 1992). Ýòè ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷àåìûå, êàê ïðàâèëî, äëÿ ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ýìïèðè÷åñêèé ôàêò è ïîýòîìó òðåáóþò îáúÿñíåíèÿ.
Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïðîâåäåì òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ðàññìîòðåííûõ
âûøå ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê è ñðàâíèì LS-ñïåêòðû ñ ïåðèîäîãðàì-
ìîé Øóñòåðà.

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ LS-ñïåêòðîâ ôîðìóëîé Áàð-
íèíãà (48), ïåðåïèñàâ åå â ñëåäóþùåì âèäå:

B(ω) =
a2(ω)(x, ϕ1)2 + b2(ω)(x, ϕ2)2 − 2(x, ϕ1)(x, ϕ2)r

1− r2
, (60)

ãäå
a−2(ω) = 2‖ϕ1‖2 = 1 + Re Ω(2ω), (61)
b−2(ω) = 2‖ϕ2‖2 = 1− Re Ω(2ω), (62)
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r =
(ϕ1, ϕ2)
‖ϕ1‖‖ϕ2‖ =

Im Ω(2ω)√
[1− Re 2Ω(2ω)]

. (63)

Ìû îïðåäåëÿåì ñïåêòðàëüíîå îêíî ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

W (ω) = |Ω(ω)|2, (64)

ãäå êîìïëåêñíîå ñïåêòðàëüíîå îêíî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ω(ω) =
1
N

N−1∑

k=0

e−iωtk . (65)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç óñëîâèÿ

W (2ω) = 0 (66)

âûòåêàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

Re Ω(2ω) = 0, Im Ω(2ω) = 0. (67)

Êðîìå òîãî, îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (67) âëå÷åò çà ñî-
áîé óñëîâèå (66). Ïîäñòàâëÿÿ (66) è (67) â (60), èìååì

B(ω) = (x, ϕ1)2 + (x, ϕ2)2 ≡ D(ω). (68)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê âàæíîìó ðåçóëüòàòó, êîòîðûé ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè äëÿ êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê tk, k = 0, 1, . . . , N − 1,
ñóùåñòâóþò òàêèå ÷àñòîòû ωj , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

W (2ωj) = 0, (69)
òî íà ýòèõ ÷àñòîòàõ çíà÷åíèÿ LS-ñïåêòðîâ è ïåðèîäîãðàììûØó-
ñòåðà ñîâïàäàþò.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ñòåïåíü ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ LS-ñïåêòðîâ è ïåðèîäîãðàì-
ìû Øóñòåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Ïðè
ýòîì ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó LS-ñïåê-
òðàìè è ïåðèîäîãðàììîéØóñòåðà áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè òàêèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿõ òî÷åê tk, äëÿ êîòîðûõ ñïåêòðàëüíîå îêíî W (ω) èìååò
÷åòêî âûðàæåííûå áîêîâûå ïèêè ñêâàæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòè îòëè÷èÿ áóäóò âåñüìà ìàëûìè, åñëè ñïåêòðàëüíîå îêíî íå èìååò
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Ðèñ. 9: Ëîêàëèçàöèÿ ïèêîâ ôóíêöèè W (2ω). Âåðõíÿÿ ëèíèÿ � ÷àñòîòû,
íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå W (2ω) ≤ 0.01. Íèæíÿÿ ëèíèÿ �
÷àñòîòû, íà êîòîðûõ W (2ω) > 0.01.

èíòåíñèâíûõ ïèêîâ ñêâàæíîñòè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ
äëÿ èçó÷åííûõ âûøå òèïè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé âðåìåííûõ òî÷åê.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ ñïåêòðàëüíîãî îêíà (65), à òàê-
æå äëÿ åãî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè èìååì

W (ω) ≡ W0(ω, N, ∆t) =
sin2(Nω∆t/2)
N2 sin2(ω∆t/2)

, (70)

ReΩ(ω) =
sin(Nω∆t/2)
N sin(ω∆t/2)

cos ((N − 1)ω∆t/2) , (71)

ImΩ(ω) =
sin(Nω∆t/2)
N sin(ω∆t/2)

sin ((N − 1)ω∆t/2) , (72)

ãäå ∆t � øàã âûáîðêè. Îáû÷íî çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà
âû÷èñëÿþò íà ìíîæåñòâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò

ωj =
2π

N∆t
j, j = 1, . . . , N/2− 1. (73)

Ïðè íå÷åòíûõ N âû÷èñëåíèÿ â ôîðìóëå (73) âåäóòñÿ äî (N + 1)/2.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ÷àñòîòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèþ (69). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ LS-ñïåêòðû è ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà ñîâïàäàþò, åñ-
ëè èõ çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿòü íà ìíîæåñòâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòîò.
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Ðèñ. 10: Ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà (a) è LS-ñïåêòð (b) íà âðåìåííîé
ñåòêå ñî ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè òî÷êàìè.

Ñëó÷àéíûå ïðîïóñêè
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäå-

íèé âî âðåìåíè ñïåêòðàëüíîå îêíî W (ω) èìååò öåíòðàëüíûé ïèê è
íå î÷åíü ñèëüíûé øóìîâîé êîìïîíåíò âî âñåì ñïåêòðàëüíîì äèàïà-
çîíå. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðèñ. 9, ãäå íà âåðõíåé ëèíèè ïî-
êàçàíû ÷àñòîòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå W (2ω) ≤
0.01, à íà íèæíåé ëèíèè � ÷àñòîòû, äëÿ êîòîðûõ ýòî ñîîòíîøåíèå
íå âûïîëíÿåòñÿ. Êàê ìû âèäèì, ïîñëåäíèõ òî÷åê íå òàê ìíîãî. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè
íàáëþäåíèé âî âðåìåíè âèä LS-ñïåêòðîâ íå áóäåò ñèëüíî îòëè÷àòü-
ñÿ îò ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò ðèñ. 10, íà êîòîðîì ïîêàçàíû ïåðèîäîãðàì-
ìà Øóñòåðà è LS-ñïåêòð, ïîëó÷åííûå ïî 50 òî÷êàì, ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì îòêëîíÿþùèìñÿ îò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê, äëÿ
ôóíêöèè (80) ñ ïàðàìåòðàìè A1 = A2 = 1, ν1 = 1.1, ν2 = 3.3 Ãö.
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Ðèñ. 11: Ñîâïàäåíèå ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà (a) ñ LS-ñïåêòðîì (b) íà
ñåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè.

Ïåðèîäè÷åñêèå ïðîïóñêè
Ïóñòü íà ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆t ïîñëå êàæäûõ n íàáëþäåíèé
ïðîèñõîäèò p ïðîïóñêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî ãðóïï n + p.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèîä ïðîïóñêîâ ñîñòàâëÿåò ∆T = (n+ p)∆t. Ðàíåå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíîå îêíî äëÿ òàêîé âðåìåííîé ñåòêè
èìååò âèä

W (ω) = W0(n, ω, ∆t)W0(m,ω, ∆T ), (74)
ãäå ôóíêöèÿ W0, çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì (70), åñòü âðåìåííîå îê-
íî, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê. Ñïåê-
òðàëüíîå îêíî (74) èìååò ñèñòåìó áîêîâûõ ïèêîâ íà ñîáñòâåííûõ
÷àñòîòàõ

ω̄l =
2πl

∆T
, l = 1, 2, . . . (75)

Åñëè â íàøèõ m ãðóïïàõ, ñîñòîÿùèõ èç n íàáëþäåíèé è p ïðîïóñ-
êîâ, çàïîëíèòü âñå ïðîïóñêè íàáëþäåíèÿìè, òî äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ
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Ðèñ. 12: Îòëè÷èå ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà (a) îò LS-ñïåêòðà (b) íà
ñåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè.

ðàâíîìåðíîãî ðÿäà, ñîñòîÿùåãî èç m(n + p) òî÷åê, ìîæíî ââåñòè
ñèñòåìó ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò

ωj =
2π

m∆T
j, j = 1, . . . , m(n + p)/2. (76)

Èñêëþ÷èì îòñþäà ÷àñòîòû, êðàòíûå ïîëîâèíå ïåðâîé ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû, ò. å. îáðàçóåì ÷èñëà

ω∗j =
2π

m∆T
j, (77)

ãäå

j = 1, 2, . . . , m/2− 1, m/2 + 1, . . . , m− 1,m + 1, . . . ,m(n + p)/2− 1.

Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé òåïåðü ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ýòèõ ÷à-
ñòîòàõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

W (2ω∗j ) = 0. (78)
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Íà ýòîì îñíîâàíèè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðî-
ïóñêàõ íàáëþäåíèé ñ ÷àñòîòîé ω̄1 = 2π/∆T, ãäå ∆T � ïåðèîä ïðî-
ïóñêîâ, ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà è LS-ñïåêòð áóäóò îäèíàêîâû, åñ-
ëè íè îäíà èç ÷àñòîò ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ èññëåäóåìîãî âðå-
ìåííîãî ðÿäà íå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòàìè

ω̂j =
π

∆T
j, j = 1, 2, . . . (79)

Íàïðèìåð, äëÿ ñåòêè ñ ïàðàìåòðàìè ∆t = 0.1 ñ, n = 3, p = 7,m =
15, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíîãî îêíà W (ω) îáðàçóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ν̄1 = 1, ν̄2 = 2, . . . , ν̄5 = 5Ãö. Íà ýòîé âðåìåííîé ñåòêå
áûëè âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

x(t) = A1 cos 2πν1t + A2 cos 2πν2t. (80)

Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíû ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà è LS-ñïåêòð äëÿ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ A1 = A2 = 1, ν1 = 1.1Ãö, ν2 = 3.3Ãö.
Ìû âèäèì, ÷òî ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà ñîâïàëà ñ LS-ñïåêòðîì,
ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ 2ν1 è 2ν2 íå ñîâïàäàþò íè ñ îäíèì èç çíà÷åíèé
ν̄j , j = 1, 2, . . . , 5.

Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ïîêàçàí íà ðèñ. 12, íà êîòîðîì âíîâü
âû÷èñëåíû íàøè ïåðèîäîãðàììû äëÿ çíà÷åíèé A1 = A2 = 1;
ν1 = 0.5Ãö, ν2 = 3.3Ãö. Ïîñêîëüêó òåïåðü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
2ν1 = ν̄1 = 1Ãö, ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùåãî LS-ñïåêòðà.
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Ðèñ. 13: Ñîâïàäåíèå ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà (a) ñ LS-ñïåêòðîì (b) íà
ñåòêå �äëèííûé ïðîïóñê�.

Äëèííûé ïðîïóñê
Åñëè äâå ãðóïïû íàáëþäåíèé, ñîñòîÿùèõ èç n òî÷åê, ðàçäåëåíû
ïðîïóñêîì äëèíîé p òî÷åê, òî ñïåêòðàëüíîå îêíî èìååò âèä

W (ω) = W0(ω, n, ∆t)[1 + cos ω∆T ]/2, (81)

ãäå ∆T = (n + p)∆t. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèþ W (2ωj) = 0
óäîâëåòâîðÿþò ÷àñòîòû

ω∗j =
π

∆T

(
j +

1
2

)
, j = 0, 1, 2, . . . , n + p− 1. (82)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíîãî îêíà

ω̄k =
2π

∆T
k, k = 1, 2 . . . , (83)

íå ñîâïàäàþò ñ ÷àñòîòàìè 2ω∗j .
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Ðèñ. 14: Îòëè÷èå ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà (a) îò LS-ñïåêòðà (b) íà
ñåòêå òèïà �äëèííûé ïðîïóñê�.

Íà ðèñ. 13 ïîêàçàíû ïåðèîäîãðàììà D(ω) è ñîîòâåòñòâóþùèé
LS-ñïåêòð ôóíêöèè (80) ñ ïàðàìåòðàìè A1 = A2 = 1, ν1 = 1.1 Ãö
è ν2 = 3.3 Ãö, âû÷èñëåííûå íà âðåìåííîé ñåòêå ñ ïðîïóñêîì (n =
40, p = 40, ∆t = 0.1 Ãö). Îáå ïåðèîäîãðàììû îêàçàëèñü îäèíà-
êîâûìè, ïîñêîëüêó ÷àñòîòû 2πν1 è 2πν2 íå ñîâïàäàþò íè ñ îäíîé
èç ÷àñòîò ω∗j . Îäíàêî åñëè âçÿòü ν1 = 0.0625 Ãö, ν2 = 3.3 Ãö, òî
íàøè ïåðèîäîãðàììû âíîâü îêàæóòñÿ ðàçëè÷íûìè (ðèñ. 14), òàê
êàê â ýòîì ïðèìåðå óäâîåííàÿ ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêîãî êîìïîíåíòà
âûáðàíà ðàâíîé ÷àñòîòå ïåðâîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåãî)
áîêîâîãî ïèêà.

Ñâîéñòâà ïåðèîäîãðàìì áåëîãî øóìà
Çíàíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàììû áåëîãî øó-
ìà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûäåëåíèè ñèãíà-
ëà èç øóìà. Õîðîøî èçâåñòíî (Äæåíêèíñ è Âàòòñ, 1972), ÷òî äëÿ
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ðÿäîâ îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû ðàñïðå-
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äåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ýòîò
âîïðîñ áóäåò ïåðåñìîòðåí äëÿ ðÿäîâ ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåëåí-
íûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè êàê äëÿ LS-ñïåêòðîâ, òàê è äëÿ ïåðèîäî-
ãðàììû Øóñòåðà.

Ïðèìåì, ÷òî öåíòðèðîâàííûé ðÿä {xk, tk}, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàñïðå-
äåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Äëÿ òàêîãî ðÿäà èìååì

〈xpxq〉 =
{

σ2
0 , p = q,
0, p 6= q,

(84)

ãäå σ2
0 � äèñïåðñèÿ øóìà (ïîëíàÿ ìîùíîñòü).

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþò çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàìì äèñêðåòíîãî
áåëîãî øóìà è ñòåïåíü èõ êîððåëèðîâàííîñòè. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
ïîëîæåíèé ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Ëîìáà (1976), Ñêàðãëà (1982) è
Âèòÿçåâà (1995).

Ïåðèîäîãðàììà Ëîìáà
Çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû Ëîìáà

l(ω) =
L(ω)
σ2

0/N
(85)

èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(z) = e−z, 0 ≤ z < ∞, ω 6= 0. (86)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî çàêîíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàèáîëüøåãî îòñ÷åòà ïåðèîäîãðàììû ñóùåñòâåííûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò (Ëîìá, 1976).

Ïóñòü xk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

xk = a cos ω1t̄k + b sin ω1t̄k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (87)

ãäå a è b � öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïóñòü

λ(ω) =
〈L(ω)〉

(
∑
k

x2
k)/N

, (88)
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òîãäà êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ÷àñòîòàìè ω1 è ω îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

k(ω1, ω) = λ(ω). (89)

Ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà
Çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà

d(ω) =
D(ω)
σ2

0/N
(90)

ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó

p(z) = e−zR(z, ω), 0 ≤ z < ∞, ω 6= 0, (91)

ãäå
R(z, ω) = α−1/2exp[−z(1− α)/α] I0[−z(1− α)1/2/α], (92)

α = 1−W (2ω). (93)
Â óðàâíåíèè (92) ÷åðåç I0(x) îáîçíà÷åíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåëèðîâàííîñòè îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàììû
Øóñòåðà ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (Âèòÿçåâ, 1995).

Ïóñòü öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé áåëûé øóì çàäàí íà ìíî-
æåñòâå ïðîèçâîëüíûõ âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êîýô-
ôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó îòñ÷åòàìè ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà
íà ÷àñòîòàõ ω1 è ω2 èìååò âèä

k(ω1, ω2) =
W (ω1 − ω2) + W (ω1 + ω2)√

1 + W (2ω1)
√

1 + W (2ω2)
. (94)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà îòíåñòè ê
÷àñòîòàì ωj , j = 1, 2, ..., äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

W (2ωj) = 0, (95)
W (ωi ± ωj) = 0, i, j = 1, 2, ..., i 6= j, (96)
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òî ýòè îòñ÷åòû áóäóò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è áó-
äóò íåêîððåëèðîâàííûìè (íåçàâèñèìûìè). Â àíàëèçå íåðàâíîìåð-
íûõ ðÿäîâ îíè èãðàåò òó æå ðîëü, êàêóþ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
÷àñòîò èãðàåò â òåîðèè è ïðàêòèêå îáðàáîòêè ðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ.
Íàïðèìåð, äëÿ ðÿäîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè òàêèå ÷àñòî-
òû ìîæíî íàéòè íà ëþáîì èíòåðâàëå, íå ñîäåðæàùåì âíóòðè ñåáÿ
òî÷êè 0.5 ω̄1k, k = 1, 2, ..., ãäå ÷åðåç ω̄k îáîçíà÷åíû, êàê è ðàíåå, ñîá-
ñòâåííûå ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå
òàêîé ñèñòåìû ÷àñòîò åäâà ëè âîçìîæíî, îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
öåëåé âïîëíå äîñòàòî÷íî èìåòü êâàçèôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
÷àñòîò (ÊÔÑ×), äëÿ êîòîðîé ñîîòíîøåíèÿ (95) è (96) âûïîëíÿ-
þòñÿ ïðèáëèæåííî.

Â îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíûõ ðÿäîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðõíÿÿ ãðàíè-
öà ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ôèêñèðóåòñÿ íàéêâèñòîâîé ÷àñòîòîé ωc =
π/∆t, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà äëÿ íåðåãóëÿðíûõ ðÿäîâ íå èìååò
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. ×àñòî åå íàçíà÷àþò êàê ωmax = π/∆τ ,
ãäå ∆τ � íàèìåíüøåå èëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âðåìåííûìè
îòñ÷åòàìè. Âíóòðè âûáðàííîãî ïðîìåæóòêà îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàì-
ìû âû÷èñëÿþò íà ìíîæåñòâå ÷àñòîò, ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì
ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ÷àñòîò ìîæåò
èãðàòü ðîëü ÊÔÑ× òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàèáîëüøèé ïèê
ñêâàæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî îêíà ìíîãî ìåíüøå
åäèíèöû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ,
ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòêëîíÿþùèõñÿ îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè, èëè äëÿ
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîïóñêàìè, åñëè äëèíà ïðîïóñêîâ ìåíüøå ïî-
ëîâèíû äëèíû ðÿäà.

Âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà
Ñóùåñòâóþò äâå òèïè÷íûå ñèòóàöèè, ñ êîòîðûìè ìû ñòàëêèâàåìñÿ
íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î âûäåëåíèè ñèãíàëà èç øóìà.
Ñ öåëüþ óäîáñòâà öèòèðîâàíèÿ íàçîâåì èõ ñèòóàöèÿìè H1 è H2.
Êàæäàÿ èç ýòèõ ñèòóàöèé èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë.

Ñèòóàöèÿ H1

Ìû íå èìååì íèêàêèõ àïðèîðíûõ äàííûõ î òîì, íà êàêîé ÷àñòîòå
ñëåäóåò îæèäàòü îáíàðóæåíèå ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåí-
íî îæèäàòü, ÷òî ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèé èç îòñ÷åòîâ ïå-
ðèîäîãðàììû. Îäíàêî çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû áåëîãî øóìà ñàìè
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ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è ïîýòîìó äàæå ñèëüíûå îò-
ñêîêè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü âûçâàíû øóìîì. Â ýòîé
ñèòóàöèè âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íàèáîëüøèé îòñ÷åò ïåðèîäîãðàììû ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî
îò âîçäåéñòâèÿ øóìîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåä-
íåãî, äëÿ êîòîðûõ ýòà âåðîÿòíîñòü îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìàëîé, ìîæíî
ñ÷èòàòü ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèãíàëà.

Ñèòóàöèÿ H2

Ìû ïðåäïîëàãàåì çàðàíåå, ÷òî îáíàðóæåíèå ñèãíàëà ñëåäóåò îæè-
äàòü íà èçâåñòíîé ÷àñòîòå. Îäíàêî áåëûé øóì íà ýòîé ÷àñòîòå òî-
æå ìîæåò äàòü îòñ÷åò áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè. Â äàííîé ñèòóàöèè
ðåøàåòñÿ äðóãàÿ çàäà÷à: êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äàííîé ÷à-
ñòîòå íàáëþäàåìûé â ïåðèîäîãðàììå îòñ÷åò âûçûâàåòñÿ äåéñòâèåì
øóìà. Åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü ìàëà, òî ñóùåñòâîâàíèå ïèêà íà çà-
äàííîé ÷àñòîòå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäòâåðæäåíèåì íàøåé ãèïîòåçû î
ñóùåñòâîâàíèè ñèãíàëà.

Ïîñìîòðèì, êàê â ðàññìîòðåííûõ ñèòóàöèÿõ ðåàëèçóþòñÿ ñòà-
òèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ. Íàø àíàëèç
ìû ïðîâåäåì äëÿ ïåðèîäîãðàìì Ëîìáà è Øóñòåðà ïðè çàäàíèè âðå-
ìåííîãî ðÿäà íà ðàâíîìåðíîé è ïðîèçâîëüíîé ñåòêå âðåìåííûõ îò-
ñ÷åòîâ.

Ðàâíîìåðíûå âðåìåííûå ðÿäû
Çäåñü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåìåííûå òî÷êè çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ

tk = ∆tk, k = 0, 1, . . . , N − 1, ∆t = const.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ÷àñòîò

ωk =
2πk

N∆t
, k = 0, 1, . . . ,

N

2
− 1, (97)

ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà ñîâïàäàåò ñ LS-ñïåêòðîì. Äîáàâèì ê ýòî-
ìó, ÷òî ñóììû, ðàçíîñòè è óäâîåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòîòû
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòîòàìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè òî÷åê âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

W (ωk) = 0, k = 1, 2, . . . ,
N

2
− 1, (98)
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ïîýòîìó â ñèëó (94) îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàìì íà ñèñòåìå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòîò ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. Êðîìå òîãî, îòñ÷å-
òû íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû

d(ωk) =
D(ωk)
σ2

0/N
(99)

ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó

p(z) = e−z, k = 1, 2, . . . ,
N

2
− 1. (100)

Â ñèòóàöèè H1 èìååì:
1) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòñ÷åò d(ωk) ïðè ëþáîì k íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû x, ðàâíà

x∫

0

e−z dz = 1− e−x, x ≥ 0; (101)

2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå íåçàâèñèìûå d(ωk), k = 1, 2, . . . , N
2 − 1,

íå ïðåâîñõîäÿò âåëè÷èíû x, ðàâíà

(1− e−x)N/2−1; (102)

3) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí îòñ÷åò d(ωk) ïðåâçîéäåò âå-
ëè÷èíó x, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Q(x) = 1− (1− e−x)N/2−1. (103)

Ìû ïîëó÷èëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî èç îòñ÷åòîâ ïå-
ðèîäîãðàììû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ãëàâíîì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå
(ðàñïðåäåëåíèå Óîëêåðà, 1914). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Q(X1) = q, (104)

ãäå X1 � ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−q, ïðèâîäèò
ê âûðàæåíèþ

X1 = − ln[1− (1− q)2/(N−2)]. (105)
Òàêèì îáðàçîì, òå íàèáîëüøèå îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâî

dmax > X1, (106)
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ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ îòñ÷åòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè
ñèãíàëó, à íå øóìó.

Â ñèòóàöèè H2 ëåãêî ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòñ÷åò ïå-
ðèîäîãðàììû íà äàííîé ÷àñòîòå ïðåâûøàåò çàäàííûé óðîâåíü x:

Q(x) =

∞∫

x

e−z dz = e−x. (107)

Çàäàâàÿ âåðîÿòíîñòü ðåäêîãî ñîáûòèÿ q << 1 (óðîâåíü çíà÷èìî-
ñòè), èç óðàâíåíèÿ

q = e−X2 (108)
ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêèé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â âèäå

X2 = − ln q. (109)

Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

d(ωj) > X2 (110)

ìû ìîæåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q ïîäòâåðäèòü èñõîäíîå ïðåäïîëîæå-
íèå î òîì, ÷òî îòñ÷åò d(ωj) ïðèíàäëåæèò ñèãíàëó, à íå øóìó.

Íåðàâíîìåðíûå ðÿäû
Êàê ñëåäóåò èç (86), äëÿ îò÷åòîâ íîðìèðîâàííîé ïåðèîäîãðàììû
Ëîìáà èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíà-
êî, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû êîððåëèðîâà-
íû, è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïåðåõîä îò (101)
ê (102) â ñèòóàöèè H1 íåïðàâîìåðåí, ÷òî ìåøàåò ïîëó÷èòü ñòðîãîå
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëü-
øåãî îòñ÷åòà. Â ðàâíîé ñòåïåíè âñå ýòî êàñàåòñÿ è ïåðèîäîãðàì-
ìû Øóñòåðà. Âåðîÿòíî, íàèáîëåå ïðÿìîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè
Q(x) ñîñòîèò â ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîñòðîå-
íèþ ïåðèîäîãðàìì êâàçèãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà ñ ïîñëåäóþùèì
âûâîäîì ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøèõ îòñ÷å-
òîâ. Ñîøëåìñÿ çäåñü íà ðàáîòó Õîðíà è Áàëèóíàñà (1986), â êîòî-
ðîé âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (103) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýìïèðè-
÷åñêóþ ôîðìóëó

Q(x) = 1− (1− e−x)Ni , (111)
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ãäå ïàðàìåòð Ni (i � independent) � ýòî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ îòñ÷å-
òîâ ïåðèîäîãðàììû áåëîãî øóìà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâå-
äåííûå â ýòîé ðàáîòå äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðå-
ìåííûõ òî÷åê, ïîêàçàëè, ÷òî ïàðàìåòð Ni ìîæíî ñâÿçàòü ñ ÷èñëîì
îòñ÷åòîâ âðåìåííîãî ðÿäà N ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ:

Ni = −6.362 + 1.193N + 0.00098N2. (112)

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü óíèâåð-
ñàëüíûì, ïîýòîìó ñâÿçü ìåæäó Ni è N ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ÷èñ-
ëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè äëÿ êàæäîãî íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî
ðÿäà.

×òî æå êàñàåòñÿ ñèòóàöèè H2, òî çäåñü äëÿ ïåðèîäîãðàììû Ëîì-
áà êðèòè÷åñêèé ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé (109) ïðè âñåõ âèäàõ ðàñïðåäåëåíèé òî÷åê tk. Â ñëó÷àå ïåðèî-
äîãðàììû Øóñòåðà àíàëîãîì (107) âûñòóïàåò ôîðìóëà

Q(x) =

∞∫

x

p(z) dz, (113)

à âåëè÷èíà X2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

q =

∞∫

X2

e−zR(z, ω) dz, (114)

ãäå ôóíêöèÿ R(z, ω) çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (92) è (93).
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî åñëè îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû âû÷èñëÿòü

íå íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå ÷àñòîò, à íà êâàçèôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòå-
ìå ÷àñòîò (ñì. ñ. 34), òî ñèòóàöèÿ ðåçêî ìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
íà ýòîé ñèñòåìå ÷àñòîò ðàçëè÷èå ìåæäó ïåðèîäîãðàììîé Øóñòå-
ðà è LS-ñïåêòðàìè âåñüìà ìàëî, îòñ÷åòû ïåðèîäîãðàììû ñòàíîâÿò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè íåêîððåëèðîâàííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îòñ÷åòîâ ïåðèîäî-
ãðàììû Øóñòåðà íà êâàçèôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ÷àñòîò ìîæíî
íàçíà÷àòü ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà ïî ôîðìóëàì (105) è (109) â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëüçóåìñÿ ìû ñòàòèñòèêîé íàèáîëüøåãî îò-
ñ÷åòà (ñèòóàöèÿ H1) èëè ñòàòèñòèêîé îòñ÷åòà ñ çàðàíåå èçâåñòíîé
÷àñòîòîé (ñèòóàöèÿ H2).
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Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì LS-ñïåêò-
ðîâ ïåðåä êëàññè÷åñêîé ïåðèîäîãðàììîé Øóñòåðà ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íåíèå äëÿ íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðå-
äåëåíèÿ îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàììû. Ïðîâåäåííîå íàìè ñðàâíèòåëü-
íîå èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîãðàìì ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîõðàíåíè-
åì ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà ìîæíî ýôôåêòèâíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
òîëüêî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè ñèãíàëà â øóìàõ â
ñèòóàöèè H2. Âî âñåì îñòàëüíîì ñâîéñòâà LS-ñïåêòðîâ èäåíòè÷íû
ïåðèîäîãðàììå Øóñòåðà, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ
LS-ñïåêòðû ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, òàê æå êàê è ïåðèîäî-
ãðàììà Øóñòåðà, çàñîðåíû ëîæíûìè ïèêàìè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ LS-ñïåêòðîâ íå ñóùåñòâóåò ñîîòíîøå-
íèå (4), ò. å. ìû íå èìååì ñòðîãîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñâÿçü
LS-ñïåêòðà ñ åãî òåîðåòè÷åñêèì îáðàçîì � ñïåêòðîì ìîùíîñòè. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ÷èñòêó LS-ñïåêòðà ìå-
òîäîì CLEAN. Êðîìå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî Ñêàðãëîì (1982),
äëÿ LS-ñïåêòðà è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè óæå íå âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ � òåîðåìà Âèíåðà�Õèí÷èíà. Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
øèðîêàÿ ïîïóëÿðíîñòü LS-ñïåêòðîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáîñíî-
âàííîé. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâîäÿò íàñ ê ìûñëè î òîì, ÷òî
ñòåïåíü óñïåõà ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ ñ
ïðîïóñêàìè îïðåäåëÿåòñÿ íå ñòîëüêî âèäîì ïðèìåíÿþùèõñÿ ñïåê-
òðàëüíûõ îöåíîê, ñêîëüêî îáúåìîì èíôîðìàöèè, îñòàâøåéñÿ â íà-
áëþäåíèÿõ ñ ïðîïóñêàìè.

Âîññòàíîâëåíèå èñòèííîãî ñïåêòðà
Ïðè ðåãóëÿðíûõ íàáëþäåíèÿõ ïåðèîäîãðàììà ïîëèãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåí-
òîâ è îöåíèòü àìïëèòóäû ãàðìîíèê. Ïðè íåðåãóëÿðíûõ íàáëþäå-
íèÿõ ÷àñòü èíôîðìàöèè èñêàæàåòñÿ èëè äàæå óòðà÷èâàåòñÿ. Ïî-
ýòîìó óìåñòíî ïîñòàâèòü âîïðîñ: âñåãäà ëè ïåðèîäîãðàììà íåðåãó-
ëÿðíûõ íàáëþäåíèé ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü íóæíóþ íàì èíôîð-
ìàöèþ ïîëíîñòüþ èëè ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà òàêîå âîññòà-
íîâëåíèå íåâîçìîæíî. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ âîçâðàòèìñÿ ê
òåîðåìå 2.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà ìîùíîñòè èíòåíñèâíîñòè ëèíèé ïîëè-
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò ôàç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàð-
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ìîíèê. Ýòî æå ñâîéñòâî äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ è ïðè îöåíèâàíèè
ñïåêòðà ìîùíîñòè, ò. å. ïðè ïîñòðîåíèè ïåðèîäîãðàììû âðåìåííî-
ãî ðÿäà. Òåì íå ìåíåå, ñîîòíîøåíèå (11), îïðåäåëÿþùåå ñòðóêòóðó
ïåðèîäîãðàììû Øóñòåðà, ãîâîðèò î òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çíà-
÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû îò ôàç çàâèñÿò. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîñòîé
ñèíóñîèäû ñ àìïëèòóäîé A, ôàçîé ϕ è ÷àñòîòîé ω0 èíòåíñèâíîñòü
ñïåêòðàëüíîãî ïèêà íà ÷àñòîòå ω0 â ïåðèîäîãðàììå Øóñòåðà îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

D(ω0) =
A2

4
[1+W (2ω0)]+

A2

2
ReΩ(2ω0) cos(2ϕ)−A2

2
ImΩ(2ω0) sin(2ϕ),

(115)
â òî âðåìÿ êàê äëÿ LS-ñïåêòðà ýòî âûðàæåíèå èìååò äðóãîé âèä:

B(ω0) =
A2

4
[1 + ReΩ(2ω0) cos(2ϕ)− Im Ω(2ω0) sin(2ϕ)]. (116)

Äîïóñòèì, ÷òî ÷àñòîòà íàøåé ãàðìîíèêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

1−W (2ω0) << 1. (117)

Íèæå â òàáëèöå ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ D(ω0) è B(ω0) êàê ôóíêöèè
ôàçû äëÿ ñèíóñîèäû ñ ïàðàìåòðàìè A = 1, ω0 = π, âû÷èñëåííîé
íà ñåòêå âðåìåííûõ òî÷åê ñ ïðîïóñêàìè (n = 3, p = 7, m = 20,
∆t = 0.1 c). Â ýòîì ñëó÷àå W (2ω0) = 0.762; ReΩ(2ω0) = 0.706;
Im Ω(2ω0) = 0.513, òàê ÷òî óñëîâèå (117) âûïîëíÿåòñÿ.

ϕ0 D(ω0) B(ω0)
0 0.793 0.426
45 0.184 0.122
90 0.087 0.074
135 0.697 0.378
180 0.793 0.426

Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (117) íè
ïåðèîäîãðàììà Øóñòåðà, íè LS-ñïåêòð íå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â êà-
÷åñòâå îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè, òàê êàê èñêîìûå èíòåíñèâíîñòè
äàëåêè îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ 0.25 è ïîêàçûâàþò ñèëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü îò ôàçû.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå íàëîæèì íà
÷àñòîòû ωp, p = 1, 2, ..., n, ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
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W (2ωp) = 0, (118)
W (ωp ± ωq) = 0, p, q = 1, 2, ..., n, p 6= q. (119)

Èç (12) âèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ÷ëåí D0(ω)
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, è ñòðóêòóðà ïåðèîäîãðàììû áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (11), ò. å. ñâåðòêîé èñòèí-
íîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè è ñïåêòðàëüíîãî îêíà.

Âûÿñíèì òåïåðü ñìûñë ñîîòíîøåíèé (118) è (119). Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé êàæäûé ãàðìîíè÷åñêèé êîìïî-
íåíò ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè îòîáðàçèòñÿ â ïåðèîäîãðàììå â
âèäå êîíòóðà, ôîðìà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì îêíîì
W (ω), ïðè÷åì áîêîâûå ïèêè êîíòóðîâ íå áóäóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã
íà äðóãà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòè êàê èñòèííûõ, òàê è ëîæ-
íûõ ïèêîâ íå áóäóò èñêàæàòüñÿ (ñì. ðèñ. 11 è 13). Â ýòîé ñèòóàöèè
âîçìîæíî òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå ñïåêòðà (î÷èùåíèå ïåðèîäîãðàì-
ìû îò ëîæíûõ ëèíèé). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîîòíîøåíèÿ (118) è (119)
ñëåäóåò íàçâàòü óñëîâèÿìè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñïåêòðà ïî-
ëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëåíèå ÷àñòîò
è àìïëèòóä ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ìîæíî ïðîèçâåñòè òî÷íî,
åñëè óäâîåííûå ÷àñòîòû ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, à òàêæå
èõ ñóììû è ðàçíîñòè íå ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè
ñïåêòðàëüíîãî îêíà.

Íàîáîðîò, íàðóøåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç óñëîâèé (118) è (119)
ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî áîêîâûå ïèêè êîíòóðîâ áóäóò íàêëàäûâàòüñÿ
äðóã íà äðóãà (ñì. ðèñ. 17 è 18). Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðî-
èçîéäåò èñêàæåíèå è èñòèííûõ, è ëîæíûõ ïèêîâ ïåðèîäîãðàììû.
Åñëè âçàèìîäåéñòâèå êîíòóðîâ ëèíèé ïðîèñõîäèò íà ñëàáûõ ïèêàõ
ñêâàæíîñòè, òî ýòè èñêàæåíèÿ áóäóò íå î÷åíü ñèëüíûìè � è ñïåêòð
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ëèøü ñ íåêîòîðûìè èñêàæåíèÿìè. Ñòå-
ïåíü èñêàæåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïèêîâ ïåðèîäîãðàììû çàâèñèò îò
ôàç ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ è îò ñîîòíîøåíèÿ íàáëþäåíèé è
ïðîïóñêîâ â îáùåé äëèíå âðåìåííîãî ðÿäà. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî
âïîëíå ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äàæå ïðè íà-
ðóøåíèè óñëîâèé (118) è (119), åñëè îáùàÿ äëèíà ïðîïóñêîâ ñîñòàâ-
ëÿåò íå áîëåå ïîëîâèíû ðÿäà.

Åñëè ñïåêòðàëüíîå îêíî èìååò ñèëüíûå ïèêè ñêâàæíîñòè, òî èõ
íàëîæåíèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ïàòîëîãèÿì: èñòèííûå ïè-
êè ìîãóò ñòàòü ìåíåå èíòåíñèâíûìè, ÷åì ëîæíûå, íåêîòîðûå ïèêè
íà ÷àñòîòàõ ωp, p = 1, 2, ..., n, ìîãóò èñ÷åçíóòü ñîâñåì, âîçìîæíî
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òàêæå ïîÿâëåíèå ëèøíèõ ïèêîâ è ò. ä. Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî âîññòà-
íîâëåíèå èñòèííîãî ñïåêòðà â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåâîçìîæíûì.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíàÿ íåâîçìîæíîñòü âîññòà-
íîâëåíèÿ àìïëèòóä è ÷àñòîò ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè íà-
ðóøåíèè óñëîâèé (118) è (119) ïðîèñõîäèò íå ïî ïðè÷èíå íåñîâåð-
øåíñòâà ïåðèîäîãðàììû, à èç-çà òîãî, ÷òî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûé
ñîñòàâ èññëåäóåìîé ôóíêöèè ìîæåò ïðåòåðïåòü èçìåíåíèÿ åùå âî
âðåìåííîé îáëàñòè â ðåçóëüòàòå ïðîïóñêîâ. Äåëî â òîì, ÷òî òåðìèí
"ãðÿçíàÿ"ïåðèîäîãðàììà îòíîñèòñÿ ê ïåðèîäîãðàììå ôóíêöèè x(t).
Ïî îòíîøåíèþæå ê ïðîèçâåäåíèþ w(t)x(t) "ãðÿçíàÿ"ïåðèîäîãðàììà
ÿâëÿåòñÿ ÷ è ñ ò î é ïåðèîäîãðàììîé, ò. å. îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî íà
ñàìîì äåëå ïðîèçîøëî ñ íàøåé ôóíêöèåé ïîñëå åå óìíîæåíèÿ íà
âðåìåííîå îêíî, çàâèñÿùåå îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîïóñêîâ íàáëþäå-
íèé âî âðåìåíè. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.

1) Çàäàäèì P -ïåðèîäè÷åñêîå ñïåêòðàëüíîå îêíî â ñëåäóþùåì
âèäå:

w(t) =
1
2

+
∞∑

j=1

1
πj

[1− cos πj] sin
2πj

P
t. (120)

Íà âðåìåííîé ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ

1
2

1 1 1 1
1
2

0 0 0 0
1
2

1 1 1 1
1
2

0 0 0 0 . . .

Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =
4
3π

sin
2π

P
t + cos

4π

P
t, (121)

òî äëÿ �íàáëþäåííîé� ôóíêöèè èìååì

y(t) = w(t) x(t) =
4

3π2
+ (

1
2
− 8

9π2
) cos

4π

P
t +

6
5π

sin
6π

P
t . . . (122)

Ñðàâíèâàÿ (121) ñ (122), óáåæäàåìñÿ, ÷òî â íàáëþäåííîé ôóíê-
öèè èñ÷åçëà ãàðìîíèêà íà ÷àñòîòå 2π/P. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïîòåðÿ
íåâîñïîëíèìà, òàê êàê ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó ïîäâåðãàåòñÿ ôóíê-
öèÿ (122), à íå èñõîäíûé ïðîöåññ.

2) Òåïåðü âîçüìåì äðóãîå P -ïåðèîäè÷åñêîå ñïåêòðàëüíîå îêíî

w(t) =
1
3

+
∞∑

j=1

1
πj

[
(1− cos

2πj

3
) sin

2πj

P
t + sin

2πj

3
cos

2πj

P
t

]
, (123)

42



êîòîðîå íà äèñêðåòíîé ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì èìååò âèä

1
2

1 1 1
1
2

0 0 0 0 0 0 0
1
2

1 1 1
1
2

0 0 0 0 0 0 0 . . .

Çàäàâàÿ èñõîäíóþ ôóíêöèþ â âèäå

x(t) = π sin
2π

P
t− π cos

6π

P
t, (124)

äëÿ íàáëþäåííîé ôóíêöèè ïîëó÷èì

y(t) = w(t) x(t) =

= 0.75 + 1.599 sin( 2πt
P + ϕ1) + 1.652 sin( 4πt

P + ϕ2)+

+ 1.385 sin( 6πt
P + ϕ3) + 0.964 sin( 8πt

P + ϕ4) + . . .

(125)

Ýòîò ðåçóëüòàò èíòåðåñåí òåì, ÷òî â íàáëþäåííîé ôóíêöèè ïîÿâè-
ëàñü íîâàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 4π/P, â òî âðåìÿ êàê â èñõîäíîé
ôóíêöèè èìåþòñÿ òîëüêî äâå ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè 2π/P è 6π/P .
Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà, ó êîòîðîãî íàè-
áîëüøèé ïèê ÿâëÿåòñÿ "äóõîì", îáðå÷åíà íà íåóäà÷ó (åñëè òîëüêî
ó íàñ íåò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î åãî ëîæíîñòè).

Â àñòðîíîìèè âðàùåíèå Çåìëè è åå îáðàùåíèå âîêðóã Ñîëíöà
ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñóòî÷íûõ è ãîäè÷íûõ ïðîïóñêîâ â íàçåìíûõ
íàáëþäåíèÿõ. Âðÿä ëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðèîäè÷íîñòè, ïðè-
ñóùèå ðàçëè÷íûì ïðîöåññàì íà Ñîëíöå, çâåçäàõ, êâàçàðàõ è ò. ï.,
ìîãóò áûòü êàê-òî ñâÿçàíû ñ ñóòî÷íûìè è ãîäè÷íûìè ïåðèîäàìè,
ñâîéñòâåííûìè Çåìëå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îáíàðóæåíèå íàðóøåíèÿ
óñëîâèé (118) è (119) â íàáëþäåíèÿõ óêàçàííûõ ñâåòèë ñêîðåå âñå-
ãî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèñòåìàòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ íà ðåçóëüòàòû
íàáëþäåíèé ñî ñòîðîíû, ñêàæåì, àòìîñôåðíûõ ÿâëåíèé. Äðóãîå äå-
ëî, åñëè ìû èçó÷àåì ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ïðèñóùèå Çåìëå, ñ ñàìîé
Çåìëè. Èìåííî ñ ýòîé ñèòóàöèåé ìû âñòðå÷àåìñÿ â ñëó÷àå àñòðî-
ìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè, êîãäà ãî-
äè÷íûå è ïîëóãîäè÷íûå êîëåáàíèÿ â íåðàâíîìåðíîñòè âðàùåíèÿ
Çåìëè âçàèìîäåéñòâóþò ñ ãîäè÷íûìè ïðîïóñêàìè íàáëþäåíèé.

Ïîëó÷åííûå çäåñü óñëîâèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñîñòà-
âà âðåìåííûõ ðÿäîâ, çàäàííûõ íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà
CLEAN.
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Ìåòîä CLEAN è åãî ìîäèôèêàöèè
Îïèñàíèå ìåòîäà
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìèíîì CLEAN îáîçíà÷àþò äâà àëãîðèòìà
îáðàáîòêè äàííûõ. Ïåðâûé áûë ïðåäëîæåí Õîãáîìîì (1974) äëÿ
÷èñòêè "ãðÿçíûõ êàðò", ïîëó÷àåìûõ ïðè àïåðòóðíîì ñèíòåçå â ðà-
äèîàñòðîíîìèè, âòîðîé ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé âåðñèåé óêàçàííîãî
ìåòîäà è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ "÷èñòûõ"ñïåêòðîâ â ñïåê-
òðàëüíîì àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ (Ðîáåðòñ è äð., 1987). Â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò òåðìèí âî âòîðîì ñìûñëå.
Îïèøåì âêðàòöå îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà CLEAN.

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f = f(t), −∞ < t < ∞, çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ìîãóò èçìåðÿòüñÿ íà ïðîèçâîëüíîì äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå
òî÷åê tk, k = 0, 1, · · · , N − 1. Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé â
âèäå

d(t) = w(t)f(t), (126)
ãäå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w(t) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

w(t) =
1
N

N−1∑

k=0

δ(t− tk). (127)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F (ν) =
∫ +∞

−∞
f(t)e−i2πνt dt, (128)

W (ν) =
∫ +∞

−∞
w(t)e−i2πνt dt, (129)

D(ν) =
∫ +∞

−∞
d(t)e−i2πνt dt. (130)

Èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, áóäåì íàçû-
âàòü F (ν) ñïåêòðîì èñõîäíîé ôóíêöèè f(t), W (t) � ñïåêòðàëüíûì
îêíîì, à D(ν) � "ãðÿçíûì ñïåêòðîì", îäíàêî â ýòîì ïàðàãðàôå âñå
ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè.

Ïî ñâîéñòâó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé
èìååì

D(ν) =
∫ +∞

−∞
F (ν′)W (ν − ν′) dν′, (131)
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ãäå

D(ν) =
1
N

N−1∑

k=0

fke−i2πνtk , (132)

W (ν) =
1
N

N−1∑

k=0

e−i2πνtk . (133)

Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ñèìâîëîì ∗ îáî-
çíà÷åíà îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ):

D(−ν) = D∗(ν), (134)

W (−ν) = W ∗(ν), (135)
W (0) = 1. (136)

Äîïóñòèì, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f = f(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(t) = A cos(2πν̄t + ϕ), (137)

òîãäà åå ñïåêòð èìååò âèä

F (ν) = aδ(ν − ν̄) + a∗δ(ν + ν̄), (138)

ãäå êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà a îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

a =
A

2
eiϕ. (139)

Ïîäñòàâëÿÿ (138) â (131) è ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè äåëüòà-ôóíêöèè,
íàõîäèì

D(ν) = aW (ν − ν̄) + a∗W (ν + ν̄). (140)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçâåñòíîé ÷àñòîòå ν̄ àìïëèòóäà A è ôà-
çà ϕ èñõîäíîãî ñèãíàëà (137) âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè (137) ïðè ó÷åòå (134), (135), (136) ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
D(ν̄) = a + a∗W (2ν̄),

D∗(ν̄) = aW ∗(2ν̄) + a∗, (141)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

a =
D(ν̄)−D∗(ν̄)W (2ν̄)

1− |W (2ν̄)|2 . (142)
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Èñêîìûå àìïëèòóäà A è ôàçà ϕ òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë

A = 2|a|, (143)

ϕ = arctan
Im a

Re a
, (144)

ïðè ýòîì ÷åòâåðòü, â êîòîðîé ëåæèò ôàçà ϕ, íàõîäèòñÿ ïî çíàêàì
Im a è Re a.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ÷èñòêè ñïåêòðà â ìåòîäå CLEAN çàêëþ÷àåòñÿ
â âû÷èòàíèè èç "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà D(ν) âêëàäà êàæäîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî êîìïîíåíòà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (140). Íåîáõîäèìàÿ
äëÿ ýòîãî âåëè÷èíà ν̄ ïðèáëèæåííî îöåíèâàåòñÿ ïî ïèêàì ïåðè-
îäîãðàììû |D(ν)|2, ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèÿ a è a∗ âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå (142). Äëÿ óâåëè÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà îáû÷íî
èç èñõîäíîãî ñïåêòðà âû÷èòàþò íå âåñü âêëàä ãàðìîíèêè (140), à
ëèøü åãî íåêîòîðóþ äîëþ, îïðåäåëåííóþ ïàðàìåòðîì g, 0 < g ≤ 1.
Îáðàçóþùèåñÿ ïðè ýòîì îñòàòêè, à òàêæå âêëàäû îò äðóãèõ ãàð-
ìîíèê óáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ïðîöåññå èòåðàöèé. Îò-
ìåòèì, ÷òî ââåäåíèå â àëãîðèòì ïàðàìåòðà g íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöè-
ïèàëüíûì, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäèìóþ ñ åãî ïîìîùüþ êîìïåíñàöèþ
ïðèáëèæåííîãî îöåíèâàíèÿ ÷àñòîòû ν̄ ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óìåíüøåíèåì ÷àñòîòíîãî øàãà ïðè âû÷èñëåíèè ôóíê-
öèé D(ν) è W (ν). Â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñúåìà ãàðìîíèê
îáðàçóåòñÿ èñêóññòâåííûé ñïåêòð ñâåðõðàçðåøåíèÿ, ñîñòîÿùèé èç
çíà÷åíèé gD(ν̄j), îòíåñåííûõ ê òåì ÷àñòîòàì ν̄j , íà êîòîðûõ ïåðè-
îäîãðàììà |D(ν)|2 èìåëà èñòèííûå ïèêè. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
"÷èñòîãî"ñïåêòðàëüíîãî îêíà B(ν), øèðèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ïîðÿäêà (tN−1−t0)−1, èñêóññòâåííûé ñïåêòð ñâåðõðàçðå-
øåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â "÷èñòûé"ñïåêòð ñ ðåàëüíûì ðàçðåøåíèåì.
Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà CLEAN ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî, ÷òî
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷èñòîãî ñïåêòðà ïîçâîëÿåò "âîñ-
ñòàíîâèòü"çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) â ïðîïóùåííûõ òî÷êàõ. Àâòîðû
ìåòîäà CLEAN ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñâî-
åãî ìåòîäà íà ïðèìåðàõ îáðàáîòêè èñêóññòâåííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
áåç øóìà.

Òåì íå ìåíåå, ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ CLEAN â ðà-
äèîàñòðîíîìèè (Òîìïñîí, 1986) è â àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ (Êàð-
áîíåëë è äð., 1992) ïîêàçàëà, ÷òî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòè àëãîðèò-
ìû äàþò íåâåðíûå ðåçóëüòàòû. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ýòî ïðîèñõîäèò
ïî äâóì ïðè÷èíàì:
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1) â àëãîðèòìå CLEAN íå èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé, óäîñòîâåðÿþ-
ùèé, ÷òî äàííûé ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ äàííîãî ðÿäà,
çàäàííîãî íà äàííîì ìíîæåñòâå âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ;

2) â àëãîðèòìå CLEAN íåò ÷åòêîãî êðèòåðèÿ ïðåêðàùåíèÿ ïðîöåñ-
ñà èòåðàöèé. Àâòîðû ìåòîäà ðåêîìåíäóþò â êà÷åñòâå óñëîâèé
îñòàíîâêè èñïîëüçîâàòü:

à) ìàëîñòü ïèêîâ î÷åðåäíîãî ñïåêòðà ïî ñðàâíåíèþ ñ íåêîòîðîé
íàïåðåä çàäàííîé âåëè÷èíîé;

á) äîñòèæåíèå çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé;

â) çàìåäëåíèå ñêîðîñòè íàêîïëåíèÿ çíà÷åíèé àìïëèòóä ñïåêòðà èñ-
êóññòâåííîãî ñâåðõðàçðåøåíèÿ.

Ïðè ðàáîòå ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè ýòè óñëîâèÿ ìîæ-
íî îïðàâäàòü, îäíàêî ïðè íàëè÷èè øóìîâîãî êîìïîíåíòà óñëîâèå
à) òðåáóåò êîíêðåòèçàöèè, à îñòàëüíûå äâà óñëîâèÿ ïðîñòî òåðÿ-
þò ñìûñë. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ â àëãîðèòì
CLEAN ñëåäóåò ââåñòè äâà ñëåäóþùèõ äîáàâëåíèÿ.

1) Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè. Ìåòîä CLEAN îñíîâàí íà òîì,
÷òî íàèáîëüøèé îòñ÷åò â ïåðèîäîãðàììå |D(ν)|2 âñåãäà ñîîòâåò-
ñòâóåò èñòèííîìó ïèêó. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàðóøåíèè
óñëîâèé (118) è (119) íàèáîëüøèé îòñ÷åò ïåðèîäîãðàììû ìîæåò
ñîîòâåòñòâîâàòü è ëîæíîìó ïèêó. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä CLEAN ñäå-
ëàåò ïîïûòêó âû÷åñòü èç ñïåêòðà íåñóùåñòâóþùèé êîìïîíåíò, ÷òî
ïðèâåäåò â êîíå÷íîì èòîãå íå ê ÷èñòêå, à ê äîïîëíèòåëüíîìó çàñî-
ðåíèþ ñïåêòðà. Êðîìå òîãî, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé (118) è (119)
ìîæåò ïðîèçîéòè ïîòåðÿ íåêîòîðûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåòîä CLEAN èõ ïðîñòî íå íàéäåò. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèé (118) è (119) ìîæíî îáíàðóæèòü ïðè
ñðàâíåíèè ïåðèîäîãðàììû |D(ν)|2 ñî ñïåêòðàëüíûì îêíîì |W (ν)|2 .
Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âñå ïèêè "ãðÿçíîé"ïåðèîäîãðàììû ñîâïàäàþò ñ
ïèêàìè ñïåêòðàëüíîãî îêíà èëè ñèììåòðè÷íî ñìåùåíû îòíîñèòåëü-
íî íèõ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó, òî ó íàñ âîîáùå íåò ãàðàíòèè,
÷òî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ èñõîäíîé ôóíêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü
ïîëíîñòüþ, ïîýòîìó â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ê ðåçóëüòàòàì ÷èñòêè,
â òîì ÷èñëå è ìåòîäîì CLEAN, ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ êðèòè÷åñêè.

2) Óñëîâèå îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé. Ðåàëüíûå íàáëþäåíèÿ âñå-
ãäà çàøóìëåíû, ïîýòîìó â ïåðèîäîãðàììå |D(ν)|2 ïîìèìî ëîæíûõ
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ïèêîâ ñêâàæíîñòè ("äóõîâ") ìû óâèäèì ìíîãî øóìîâûõ ïèêîâ,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî (èëè áëèçêîãî ê
ýêñïîíåíöèàëüíîìó) çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàì-
ìû áåëîãî øóìà ìîãóò áûòü äîâîëüíî èíòåíñèâíûìè. ×òîáû ìåòîä
CLEAN íå ïðèíÿë øóìîâûå ïèêè çà èñòèííûå è, ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçäåëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî è øóìîâîãî êîì-
ïîíåíòîâ ïðîèçîøëî êîððåêòíî, íåîáõîäèìî ïðåêðàòèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîå âû÷èòàíèå âêëàäîâ ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ èç "ãðÿç-
íîãî ñïåêòðà"òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îòñ÷åò â òåêóùåé ïåðèîäî-
ãðàììå íå ñòàíåò ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîðîãà. Îñíîâû-
âàÿñü íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïåðèîäîãðàììû, äëÿ óêàçàííîãî
êðèòè÷åñêîãî ïîðîãà ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó

Dq = 〈D〉Xq, (145)

ãäå Xq � ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ ñ çàäàííîé âåðîÿòíî-
ñòüþ 1−q; 〈D〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäîãðàììû |D(ν)|2. Â ñèòóà-
öèè H1 âåëè÷èíó Xq ñëåäóåò íàçíà÷èòü ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ
îïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî îòñ÷åòà ïå-
ðèîäîãðàììû áåëîãî øóìà. Â ñèòóàöèè H2 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé (114). Ðàçóìååòñÿ, ýòè âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîäåëûâàòü
äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ. Â îò-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. ñ. 38) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðîãà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ôîðìóëû (105) è (109).

Äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè àëãîðèòìà CLEAN
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðàáîòà ìåòîäà CLEAN îñíîâàíà íà ïîëó-
÷åíèè èñêóññòâåííîãî ñïåêòðà ñâåðõðàçðåøåíèÿ, ñâåðòêà êîòîðîãî
ñî ñïåêòðàëüíûì îêíîì, íå èìåþùèì áîêîâûõ ïèêîâ ñêâàæíîñòè,
äàåò "÷èñòûé"ñïåêòð. Àâòîðàìè ìåòîäà áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îáðà-
ùåíèå "÷èñòîãî"ñïåêòðà ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
f(t) â ïðîïóùåííûõ òî÷êàõ. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ìû óêàæåì åùå
íà äâå çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì CLEAN.

à) Ôèëüòðàöèÿ äàííûõ. Êàê èçâåñòíî, öåëüþ ôèëüòðàöèè
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïóòåì èçìå-
íåíèÿ åãî ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò íèç-
êî÷àñòîòíûå, âûñîêî÷àñòîòíûå è ïîëîñîâûå ôèëüòðû, ïîçâîëÿþ-
ùèå îñòàâèòü â ñïåêòðàõ èñõîäíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñïåêòðàëü-
íûå ëèíèè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà. Èçâåñòíî òàêæå,
÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ôèëüòðîâ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñâåðòêè íà êî-
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íå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ çàäàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ íåâîçìîæíî ïîëó-
÷èòü èäåàëüíóþ ôèëüòðàöèþ ñ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè, èìå-
þùèìè ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå â êà-
÷åñòâå ôèëüòðîâ ñêîëüçÿùèõ îïåðàòîðîâ îñðåäíåíèÿ (äèñêðåòíûõ
ñâåðòîê) ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîðìàöèè íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà
çàäàíèÿ ðÿäà. Âìåñòå ñ òåì äîñòóïíîñòü ñïåêòðà ñâåðõðàçðåøå-
íèÿ â àëãîðèòìå CLEAN ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî óäàëèòü èç ñïåê-
òðà íåíóæíûå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû, à ïîñëåäóþùèå îïåðà-
öèè ñâåðòêè ñ "÷èñòûì"ñïåêòðàëüíûì îêíîì è îáðàùåíèå "÷èñòî-
ãî"(êîìïëåêñíîçíà÷íîãî) ñïåêòðà ðàâíîñèëüíû ïîñòðîåíèþ ôèëü-
òðà ñ ïðÿìîóãîëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé è áåç ïîòåðè èíôîð-
ìàöèè íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà çàäàíèÿ ðÿäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
òàêîé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòñ÷å-
òîâ ðÿäà, â òîì ÷èñëå è äëÿ ðàâíîìåðíîãî.

á) Êîððåëîãðàììà. Ïîëó÷åíèå êîððåëîãðàììû íåðàâíîìåð-
íîãî ðÿäà � ýòî îñîáàÿ ïðîáëåìà, ïîñêîëüêó íåïîñðåäñòâåííîå âû-
÷èñëåíèå ïî ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî îñ-
ðåäíåíèÿ äàííûõ íà èíòåðâàëàõ ðàâíîé äëèíû, à îáðàùåíèå ïî Ôó-
ðüå "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà íåìèíóåìî äàñò "ãðÿçíóþ"êîððåëîãðàììó.
Ïîäîáíûé ìåòîä îáðàùåíèÿ ñïåêòðà Ëîìáà ïðåäëîæåí â ðàáîòå
Ñêàðãëà (1989), îäíàêî ýòîò ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òàê êàê
LS-ñïåêòð è êîððåëîãðàììà íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïî Ôóðüå.

Îäíàêî åñëè ïåðèîäîãðàììà î÷èùåíà îò "äóõîâ", òî åå îáðàùå-
íèå ïî Ôóðüå � ýòî êîððåêòíûé ïóòü ïîëó÷åíèÿ ðåàëüíîé îöåíêè
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Î÷å-
âèäíî, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ â àë-
ãîðèòìå CLEAN íà òîé åãî ñòàäèè, êîãäà ïîëó÷åí "÷èñòûé"ñïåêòð ñ
ðåàëüíûì ðàçðåøåíèåì, ïîýòîìó îáðàùåíèå "÷èñòîé"ïåðèîäîãðàììû
ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî ïîëó÷èòü èñêîìóþ êîððåëîãðàììó íà ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå çíà÷åíèé âðåìåííîãî ñäâèãà. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ
êîððåëîãðàììà íå îòÿãîùåíà îøèáêàìè êðóãîâîãî ýôôåêòà, òàê
êàê îáû÷íàÿ ìåðà áîðüáû ñ ýòèì ýôôåêòîì � äîïîëíåíèå ðÿäà íó-
ëÿìè, ïðèâîäÿùåå ê èíòåðïîëÿöèè â îáëàñòè ÷àñòîò, � çäåñü âû-
ïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè çà ñ÷åò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî øàãà
ïî ÷àñòîòå ïðè âû÷èñëåíèè âñåõ ñïåêòðàëüíûõ îöåíîê.
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Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì CLEAN
Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì CLEAN
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èñõîäíûå äàííûå:
N � ÷èñëî òî÷åê èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà;

f [k] � ìàññèâ çíà÷åíèé èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà;

t[k] � ìàññèâ âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ k = 0, 1, . . . , N − 1.

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû:
g � äîëÿ âêëàäà ãàðìîíèêè â "ãðÿçíûé"ñïåêòð (0 < g ≤ 1);
Xq � ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − q
(ñì. ñ. 48).

Èñïîëíåíèå àëãîðèòìà:
1. Íàéòè ∆min � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè tk.

2. Îïðåäåëèòü âåðõíþþ ãðàíèöó äèàïàçîíà ÷àñòîò

νmax =
1

2∆min
. (146)

Çàìå÷àíèå: ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íàéäåííîå ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó îòñ÷åòàìè ïðèâåäåò ê íåðàçóìíîìó çà-
âûøåíèþ âåðõíåé ãðàíèöû ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà. Â ýòîì
ñëó÷àå âåëè÷èíó νmax ìîæíî îïðåäåëèòü, èñõîäÿ èç ñðåäíåãî
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè t[k].

3. Âû÷èñëèòü ïàðàìåòð m, îïðåäåëÿþùèé ãðàíèöû ìàññèâîâ ñïåê-
òðàëüíûõ îöåíîê

m = χνmax(tN−1 − t0). (147)

Â ðàáîòå Ðîáåðòñà è äð. (1987) ïðèíÿòî χ = 4, ïðè æåëàíèè
ýòî çíà÷åíèå ìîæíî óâåëè÷èòü.

4. Âû÷èñëèòü ìàññèâ çíà÷åíèé "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà

D[j] =
1
N

N−1∑

k=0

fke−i2πνjtk , j = −m, . . . , 0, . . . , m. (148)
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5. Âû÷èñëèòü ìàññèâ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî îêíà

W [j] =
1
N

N−1∑

k=0

e−i2πνjtk , j = −2m, . . . , 0, . . . , 2m. (149)

Â ïï. 4 è 5 ÷àñòîòû νj îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νj = (j/m)νmax. (150)

6. Çàïîëíèòü íóëÿìè ýëåìåíòû ìàññèâà ñïåêòðà ñâåðõðàçðåøåíèÿ

C[j] = 0, j = −m, . . . , 0, . . . , m. (151)

7. Âû÷èñëèòü ïîðîã îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà â øóìàõ

Dq = 〈D〉Xq, (152)

ãäå

〈D〉 =
1

m + 1

m∑

j=0

|D[j]|2. (153)

8. Ïîëîæèòü i = 1 (íîìåð èòåðàöèè). Èçìåíÿþùèéñÿ â ïðîöåññå
èòåðàöèé ìàññèâ "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà áóäåì îáîçíà÷àòü D(i)[j],
ïðè ýòîì D(0)[j] ≡ D[j].

9. Îïðåäåëèòü â ìàññèâå |D(0)[j]|2 íàèáîëüøèé îòñ÷åò Dmax è ñîîò-
âåòñòâóþùèé åìó íîìåð ýëåìåíòà j = J > 0.

10. Åñëè Dmax < Dq, ïåðåéòè ê ï. 16, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè
ê èñïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà.

11. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû

a =
D(i−1)[J ]− (Di−1[J ])∗W [2 J ]

1− |W [2J ]2
. (154)

12. Âû÷åñòü èç "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà âêëàä ñîîòâåòñòâóþùèé ãàðìî-
íèêè

D(i)[j] = D(i−1)[j]− g (aW [j − J ] + a∗W [j + J ]) ,

j = −m, . . . , 0, . . . , m.
(155)
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13. Çàïèñàòü âêëàä ñíÿòîé ãàðìîíèêè â ìàññèâ C:

C[J ] = C[J ] + ga,

C[−J ] = C[−J ] + ga∗.
(156)

14. Îïðåäåëèòü â ïåðèîäîãðàììå |D(i)[j]|2 íàèáîëüøèé îòñ÷åò Dmax

è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íîìåð ýëåìåíòà j = J > 0.

15. Ïåðåéòè ê ï. 10, óâåëè÷èâ i íà åäèíèöó.

16. Åñëè i > 1, ïåðåéòè ê ï. 17, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íàïå÷àòàòü
ñîîáùåíèå �Èññëåäóåìûé ðÿä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−q íå ñîäåðæèò
ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ� è ïåðåéòè ê ï. 22.

17. Ïðè íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ôèëüòðàöèè âðåìåííîãî ðÿäà
ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ìàññèâà C[i] ïðèñâîèòü íóëåâûå
çíà÷åíèÿ.

18. Âû÷èñëèòü "÷èñòîå"ñïåêòðàëüíîå îêíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâ-
íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê

B[j] =
1
N

N−1∑

k=0

e−i2πνjtk , j = −2m, . . . , 0, . . . , 2m, (157)

ãäå
tk =

tN−1 − t0
N − 1

k. (158)

Â îðèãèíàëüíîì ìåòîäå â êà÷åñòâå B èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ,
èìåþùàÿ ôîðìó ãàóññèàíû.

19. Âû÷èñëèòü "÷èñòûé"ñïåêòð

S[j] =
m∑

k=−m

C[k] B[j − k], j = −m, . . . , 0, . . . , m. (159)

20. Âû÷èñëèòü êîððåëîãðàììó (ñìåùåííóþ îöåíêó êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè) ïî ôîðìóëå

χ̄(tk) =
N

m

m∑

j=−m

|S[j]|2ei2πνjtk , k = 0, 1, . . . , N − 1. (160)
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21. Âû÷èñëèòü âðåìåííîé ðÿä íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå òî÷åê

f(tk) =
N

m

m∑

j=−m

S[j]ei2πνjtk , k = 0, 1, . . . , N − 1. (161)

22. Êîíåö àëãîðèòìà.

Êîììåíòàðèè ê èñïîëíåíèþ àëãîðèòìà
Ìåòîä CLEAN ïðåäíàçíà÷åí äëÿ î÷èùåíèÿ "ãðÿçíîé"ïåðèîäîãðàììû
îò ýôôåêòîâ èððåãóëÿðíîñòè íàáëþäåíèé, à òàêæå îò äåéñòâèÿ øó-
ìîâ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðîöåäóðû ÷èñòêè, êîòî-
ðûå íàäî èìåòü â âèäó ïðè ðàáîòå ñ ïðîãðàììîé ìåòîäà CLEAN.

1. Ïðîãðàììó ìåòîäà CLEAN ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà
ðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò î÷èùåíèå ïåðèîäî-
ãðàììû îò øóìîâîãî êîìïîíåíòà. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ðàâ-
íîìåðíûõ ðÿäîâ ñóùåñòâóþò áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûå ïðîãðàììû,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóð áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

2. Ïðè îáðàáîòêå ìåòîäîì CLEAN ðÿäîâ, ó êîòîðûõ âðåìåííûå
îòñ÷åòû ñëó÷àéíî îòêëîíÿþòñÿ îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè è íå îáðàçó-
þò äëèííûõ ïðîïóñêîâ, ïðîèñõîäèò î÷èùåíèå "ãðÿçíîé"ïåðèîäîãðàììû
êàê îò ýôôåêòîâ øóìà, òàê è îò íåðåãóëÿðíîñòè èçìåðåíèé. Äëÿ òà-
êèõ ðÿäîâ, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóåò êâàçèôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-
ìà ÷àñòîò è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (118) è (119) âîññòàíîâëåíèÿ èñ-
òèííîãî ñïåêòðà. Ïîýòîìó íèêàêèõ ñåðüåçíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðè-
ìåíèìîñòü ìåòîäà ÷èñòêè òåîðåòè÷åñêè íå âîçíèêàåò. Íàäåæíîñòü
÷èñòêè òàêèõ ðÿäîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè.

3. Íàèáîëåå òðóäíûìè äëÿ ÷èñòêè ÿâëÿþòñÿ ðÿäû ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèì ïðîïóñêàìè èëè ðÿäû ñ äëèííûì ïðîïóñêîì. Äåëî â òîì, ÷òî
äëÿ òàêèõ ðÿäîâ èç-çà êîððåëèðîâàííîñòè îòñ÷åòîâ ïåðèîäîãðàììû
äèñêðåòíîãî áåëîãî øóìà ñóùåñòâóþò áîëüøèå òðóäíîñòè äëÿ óñòà-
íîâëåíèÿ êðèòåðèÿ âûäåëåíèÿ ñèãíàëà èç øóìà. Êðîìå òîãî, èñêî-
ìûå ÷àñòîòû ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèÿì (118) è (119).

Ïðè ñëàáîé çàøóìëåííîñòè ðÿäà íàðóøåíèÿ ýòèõ óñëîâèé ìîæ-
íî îáíàðóæèòü ïî ðàñïîëîæåíèþ ëèíèé "ãðÿçíîé"ïåðèîäîãðàììû:
ëèíèè ëèáî ðàñïîëîæåíû íà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ, ëèáî ñäâèíóòû
îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó, ëèáî
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ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Åñ-
ëè èññëåäóåìûé ïîëèãàðìîíè÷åñêèé ïðîöåññ ñîäåðæèò íå èñêëþ-
÷åííîå ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå (ãàðìîíèêó ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé), òî
îíî îòîáðàçèòñÿ â ïåðèîäîãðàììå â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì íîðìèðîâàííîãî ñïåêòðàëüíîãî îêíà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðèî-
äîãðàììå ïîÿâÿòñÿ ëèíèè íà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ïðè ñðàâíåíèè ïåðèîäîãðàììû è ñïåêòðàëüíîãî îêíà ìû óâè-
äèì â íèõ ëèíèè íà îáùèõ ÷àñòîòàõ, òî ýòî ìîæåò ñëóæèòü íàì
ïðåäóïðåæäåíèåì î òîì, ÷òî ëèáî íàø ðÿä íå öåíòðèðîâàí, ëèáî
èìååò ìåñòî íàðóøåíèå óñëîâèé (118) è (119), ëèáî îáå ïðè÷èíû
äåéñòâóþò îäíîâðåìåííî.

Ïðè ñèëüíîé çàøóìëåííîñòè ðÿäà ëîæíûå ëèíèè òðóäíî îò-
ëè÷èòü îò ïèêîâ øóìîâîãî êîìïîíåíòà, è îáíàðóæèòü îïèñàííûå
êîíôèãóðàöèè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïîñëå çàâåðøå-
íèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íóæíî ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿþò ëè ÷àñòî-
òû âûäåëåííûõ ëèíèé óñëîâèÿì (118) è (119). Åñëè äà, òî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âåðíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èçó÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü èõ èñêàæåíèÿ èç-çà èíòåð-
ôåðåíöèè ÷àñòîò ïðîïóñêîâ è ÷àñòîò ñèãíàëà åùå äî èñïîëüçîâàíèÿ
àëãîðèòìà ÷èñòêè (ñì. ï. "Âîññòàíîâëåíèå èñòèííîãî ñïåêòðà").

×èñëåííûå ïðèìåðû
Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé àëãîðèòìà CLEAN ìû ïðèìåíè-
ëè åãî äëÿ àíàëèçà íåðàâíîìåðíûõ ðÿäîâ èñêóññòâåííîãî è åñòå-
ñòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Íà ðèñ. 15 è 16 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ êîñè-
íóñîèä è øóìà ïðè îòíîøåíèè �ñèãíàë/øóì�, ðàâíîì åäèíèöå. Â
îáîèõ ïðèìåðàõ äàííûå îòíîñÿòñÿ ê íåðàâíîìåðíûì ñåòêàì âðå-
ìåííûõ îòñ÷åòîâ, îäíàêî óñëîâèÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñïåê-
òðà (118) è (119) âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âèäèì,
ìåòîä CLEAN ðàáîòàåò óñïåøíî, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå îò "ãðÿç-
íîé"ïåðèîäîãðàììû ê "÷èñòîé"ëîæíûå ïèêè èñ÷åçàþò, à èñòèííûå
ïèêè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïîëíîñòüþ. Íà ýòèõ æå ðèñóíêàõ ïðèâî-
äÿòñÿ êîððåëîãðàììû, à íà ðèñ. 16 ìû ïîêàçàëè, êàê ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü àëãîðèòì CLEAN äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè (ïðè ïå-
ðåõîäå îò ðèñ. 16,c ê ðèñ. 16,d ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ íà ÷àñòîòå 2.9
Ãö áûëà óíè÷òîæåíà).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ðèñ. 17 è 18 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìî-
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æåò ïðîèçîéòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñòêè ñïåêòðîâ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà óñëîâèÿ (118) è (119) íàðóøàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì
ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 17) èç äâóõ çàäàííûõ ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè 1 è
2 Ãö ïðè ÷èñòêå òåðÿåòñÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 1 Ãö, à âî âòîðîì
ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 18) èç äâóõ çàäàííûõ ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè 1.3 è
3.3 Ãö ïðè ÷èñòêå âîçíèêàåò ãàðìîíèêà íà ÷àñòîòå 2.3 Ãö, à èñòèí-
íûå ëèíèè èñ÷åçëè.

Íà ðèñ. 19 ìû ïîêàçûâàåì ðåçóëüòàòû àíàëèçà êðèâîé áëåñêà
Ïëóòîíà, ïîëó÷åííîé ïî íàáëþäåíèÿì íà íîðìàëüíîì àñòðîãðà-
ôå Ïóëêîâñêîé îáñåðâàòîðèè â 1954-1990 ãã. Ìåòîäèêà îáðàáîòêè
íàáëþäàòåëüíîãî ìàòåðèàëà è ïåðâûé âàðèàíò åãî ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà îïèñàíû â ðàáîòå Áðîííèêîâîé è äð. (1992). Çäåñü ïîëó÷å-
íà îöåíêà �âåêîâîãî� ïàäåíèÿ áëåñêà è ïîêàçàíî, ÷òî ôîòîìåòðè-
÷åñêàÿ êðèâàÿ Ïëóòîíà ñîäåðæèò êîìïîíåíò ñ ïåðèîäîì 7.8 ëåò.
Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå êà÷åñòâåííîé èíòåðïðå-
òàöèè ïåðèîäîãðàììû áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîöåäóð ÷èñòêè è áåç îöåí-
êè ñòàòèñòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëüíîãî è øóìî-
âîãî êîìïîíåíòîâ. Â íàøåì àíàëèçå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî êîìïîíåíòà ñ ïåðèîäîì 7.8
ëåò è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãàðìîíèêè ñ ïåðèîäàìè 2.71 è 1.59 ãîäà
íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîñòîâåðíûìè.
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Ðèñ. 15: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìî-
ùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà CLEAN.
a � Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä;
b � ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî îêíà;
c � "ãðÿçíûé"ñïåêòð;
d � "÷èñòûé"ñïåêòð;
e � êîððåëîãðàììà;
f � âîññòàíîâëåííûé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå âðåìåííîé ðÿä.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâåò óñïåøíóþ ðàáîòó ìåòîäà. Èñõîäíûé âðåìåí-
íîé ðÿä òèïà �ñèãíàë+øóì� çàäàí íà ñåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñ-
êàìè (n = 5, p = 5, m = 15) ñ øàãîì 0.1 c. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñïåê-
òðàëüíîãî îêíà ðàâíû ν̄1 = 1 è ν̄1 = 3Ãö. Ñèãíàë ïðåäñòàâëåí ñóììîé
äâóõ êîñèíóñîèä ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè, íóëåâûìè ôàçàìè è ÷àñòîòà-
ìè ν1 = 1.2 è ν2 = 3.1 Ãö. Âîññòàíîâëåíèå èñòèííîãî ñïåêòðà â äàííîì
ñëó÷àå ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèé (118) è (119). Øóì ìîäå-
ëèðîâàí ïñåâäîñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî íîðìàëüíîìó
çàêîíó. Îòíîøåíèå �ñèãíàë/øóì� ðàâíî åäèíèöå. Ðàçäåëåíèå ñèãíàëà è
øóìà ïðîèçâîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99. Ôèëüòðàöèÿ âîññòàíîâëåí-
íîãî ðÿäà íå ïðèìåíÿëàñü.

57



58



Ðèñ. 16: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìî-
ùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà CLEAN.
a � Èñõîäíûé ðÿä; b � ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî îêíà; c � "ãðÿçíûé"ñïåêòð;
d � "÷èñòûé"ñïåêòð; e � êîððåëîãðàììà; f � âîññòàíîâëåííûé íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå âðåìåííîé ðÿä.
Ýòîò ïðèìåð âíîâü äåìîíñòðèðóåò óñðåøíóþ ðàáîòó ìåòîäà CLEAN.
Óñëîâèÿ (118) è (119) âûïîëíÿþòñÿ. Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä òèïà �ñèã-
íàë+øóì� çàäàí íà ñåòêå ñ äëèííûì ïðîïóñêîì (n = 40, p = 40, n = 40)

ñ øàãîì 0.1 c. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íàèáîëåå èíòåíñèâíûõ ïèêîâ ñïåê-
òðàëüíîãî îêíà ðàâíû ν̄1 = 0.125 è ν̄2 = 0.250Ãö. Ñèãíàë ïðåäñòàâëåí
ñóììîé äâóõ êîñèíóñîèä ñ àìïëèòóäàìè, ðàâíûìè 1 è 0.7, íóëåâûìè
ôàçàìè è ÷àñòîòàìè 0.3 è 3.1 Ãö. Øóì ìîäåëèðîâàí ïñåâäîñëó÷àéíû-
ìè ÷èñëàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îòíîøåíèå �ñèã-
íàë/øóì� ðàâíî åäèíèöå. Ðàçäåëåíèå ñèãíàëà è øóìà ïðîèçâîäèòñÿ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0.99. Äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü óçêîïîëîñíîé ôèëü-
òðàöèè: ïðè îáðàçîâàíèè "÷èñòîãî"ñïåêòðà ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ íà ÷à-
ñòîòå 3.1 Ãö áûëà óíè÷òîæåíà. Êîððåëîãðàììà (e) è âîññòàíîâëåííûé
âðåìåííîé ðÿä íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå (f) ñîîòâåòñòâóþò îòôèëüòðî-
âàííîìó ñèãíàëó.
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Ðèñ. 17: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìî-
ùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà CLEAN.
a � Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä; b � ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî îêíà; c � "ãðÿç-
íûé"ñïåêòð; d � "÷èñòûé"ñïåêòð; e � êîððåëîãðàììà; f � âîññòàíîâ-
ëåííûé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå âðåìåííîé ðÿä.
Â ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷èñòêà "ãðÿçíîãî"ñïåêòðà
íåðàâíîìåðíîãî ðÿäà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ÷àñòè÷íûì óñïåõîì. Èñõîäíûé
âðåìåííîé ðÿä çàäàí íà ñåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè (n=3, p=7,
m=15) ñ øàãîì 0.1 c. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íàèáîëåå èíòåíñèâíûõ áî-
êîâûõ ïèêîâ ñïåêòðàëüíîãî îêíà ðàâíû ν̄1 = 1 è ν̄2 = 2Ãö. Ñèãíàë
ïðåäñòàâëåí ñóììîé äâóõ êîñèíóñîèä ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè, íóëå-
âûìè ôàçàìè è ÷àñòîòàìè 1.0 è 2.0 Ãö. Øóì îòñóòñòâóåò. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷àñòîòû èññëåäóåìîãî ðÿäà ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòî-
òàìè ñïåêòðàëüíîãî îêíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ñïåêòðà (118) è (119) íàðóøàþòñÿ. Ýòîò ôàêò îáúÿñíÿåò òî, ÷òî â
"÷èñòîì"ñïåêòðå ïîÿâèëàñü ëèøü ëèíèÿ íà ÷àñòîòå 2 Ãö, à ëèíèÿ íà
÷àñòîòå 1 Ãö èñ÷åçëà. Êîððåëîãðàììà (e) è âîññòàíîâëåííûé âðåìåí-
íîé ðÿä (f) ñîîòâåòñòâóþò "ñëèøêîì ÷èñòîìó"ñïåêòðó (d).
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Ðèñ. 18: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåðàâíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìî-
ùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà CLEAN.
a � Èñõîäíûé ðÿä; b � ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî îêíà; c � "ãðÿçíûé"ñïåêòð;
d � "÷èñòûé"ñïåêòð: e � êîððåëîãðàììà; f � âîññòàíîâëåííûé íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå âðåìåííîé ðÿä.
Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà ðåçóëüòàòû ÷èñòêè ìå-
òîäîì CLEAN îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè. Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä çàäàí
íà ñåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè (n=3, p=7, m=15) ñ øàãîì 0.1 c.
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íàèáîëåå èíòåíñèâíûõ ëèíèé ñïåêòðàëüíîãî îê-
íà ðàâíû 1 è 2Ãö. Ìîäåëüíûé ðÿä ïðåäñòàâëåí ñóììîé äâóõ êîñèíóñîèä
ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè, íóëåâûìè ôàçàìè è ÷àñòîòàìè 1.3 è 3.3 Ãö.
Øóì îòñóòñòâóåò. Óñëîâèÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ñïåêòðà (118)
è (119) íàðóøåíû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â "ãðÿçíîì"ñïåêòðå ñà-
ìàÿ èíòåíñèâíàÿ ëèíèÿ íà ÷àñòîòå 2.3Ãö îêàçûâàåòñÿ ëîæíîé. Îíà
æå îêàçàëàñü åäèíñòâåííîé ëèíèåé è â "÷èñòîì"ñïåêòðå (d). Êîððåëî-
ãðàììà (e) è âîññòàíîâëåííûé âðåìåííîé ðÿä (f) ñîîòâåòñòâóþò "÷è-
ñòîìó"ñïåêòðó (d) ñ ëîæíîé ãàðìîíèêîé.
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Ðèñ. 19: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç êðèâîé áëåñêà Ïëóòîíà ìîäèôèöèðîâàí-
íûì ìåòîäîì CLEAN. a � Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä 100(m−15), ãäå m �
çâåçäíàÿ âåëè÷èíà. Ôîòîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ äàíû ñ øàãîì 1 ãîä íà
ïðîìåæóòêå 1954�1990 ãã.; b � ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî îêíà; c � "ãðÿç-
íûé"ñïåêòð; d � "÷èñòûé"ñïåêòð; e � êîððåëîãðàììà; f � êîìïîíåíò
êðèâîé áëåñêà ñ ïåðèîäîì 7.8 ëåò.
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Óïðàæíåíèÿ
1. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ìåòîäîì CLEAN, ïîëü-
çóÿñü àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì íà ñ. 50�53. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ðÿäà
èñïîëüçóéòå ôóíêöèþ

xk = A1 cos(2πν1tk + φ1) + A2 cos(2πν2tk + φ2) + σnnk, (162)

ãäå Ai, νi, φi, i = 1, 2, � àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è ôàçû äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ
êîìïîíåíòîâ;
nk, k = 0, 1, 2, . . . , N−1, � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, èìåþùåé íîðìàëüíûé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ (øóìîâîé êîìïîíåíò ðÿäà);
σn � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî êîìïîíåíòà nk, êîòîðîå
ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç çàäàííîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ "ñèãíàë ê øóìó"γ
ïî ôîðìóëå σn =

√
(A2

1 + A2
2)/2γ.

2. Çàäàéòå ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî ðÿäà (áåç øóìîâîãî êîìïîíåíòà) è
óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íåðåãóëÿðíûì íàáëþäåíèÿì â ïåðè-
îäîãðàììå ìîäåëüíîãî ðÿäà ïîÿâëÿþòñÿ "äóõè"(ëîæíûå ëèíèè).
2. Çàäàéòå ïàðàìåòðû ìîäåëüíîãî ðÿäà ñ øóìîì (îòíîøåíèå "ñèãíàë ê
øóìó"γ = 1) è óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê çàøóìëåííûì íåðå-
ãóëÿðíûì íàáëþäåíèÿì â ïåðèîäîãðàììå ìîäåëüíîãî ðÿäà ïîÿâëÿþòñÿ
"äóõè"äâóõ òèïîâ: Äóõè øóìà è Äóõè èððåãóëÿðíîñòè.
3. Ïîñòðîéòå ìîäåëüíûé ðÿä (162) (áåç øóìîâîãî êîìïîíåíòà) ñ ïàðà-
ìåòðàìè A1 = 1, ν1 = 0.1Ãö, φ1 = 0; A2 = 1, ν2 = 0.2Ãö, φ2 = 0
íà ñåòêå îòñ÷åòîâ ñ öèêëè÷åñêèìè ïðîïóñêàìè: n = 5, p = 5, m = 15,
tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1, ïðè N = 150, ∆t = 1 c.

Ïðîâåäèòå ÷èñòêó ïåðèîäîãðàììû. Ïî÷åìó â ÷èñòîé ïåðèîäîãðàììå
ïîòåðÿëàñü îäíà èç çàäàííûõ ãàðìîíèê?
4. Ïîëó÷èòå ïåðèîäîãðàììó ìîäåëüíîãî ðÿäà (162) (áåç øóìîâîãî êîìïî-
íåíòà) ñ ïàðàìåòðàìè A1 = 1, ν1 = 0.01Ãö, φ1 = 0; A2 = 1, ν2 = 0.02Ãö,
φ2 = 0 íà ñåòêå âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ ñ äëèííûì ïðîïóñêîì: n1 = 40, p =
60, n2 = 40, tk = ∆t k, k = 0, 1, ..., N − 1, ïðè N = 140, ∆t = 1 c.

Ïðîâåäèòå ÷èñòêó ïåðèîäîãðàììû. Ïî÷åìó ðåçóëüòàòû ÷èñòêè îêà-
çûâàþòñÿ íåâåðíûìè?
5. Ìîäèôèöèðóéòå ïðîãðàììó ìåòîäà CLEAN òàê, ÷òîáû îíà äàâàëà
âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóä è ôàç ãàðìîíèê "÷èñòîãî ñïåêòðà"(ñì.
ôîðìóëû (143) è (144)).
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