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ÂâåäåíèåÝòî ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå àâ-òîð ÷èòàë íà àñòðîíîìè÷åñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñ-êîãî �àêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ðàäèàöèîííûå ìåõàíèç-ìû, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèè ñïåêòðîâ êîñìè÷åñêèõîáúåêòîâ è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþùèå áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ àñòðî-�èçèêè. Ýòî òîðìîçíîé è ðåêîìáèíàöèîííûé ïðîöåññû, ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, ÷åðåíêîâñêîå è ïå-ðåõîäíîå èçëó÷åíèå, à òàêæå äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïàðàìè.Îáúåì êóðñà è ïîñîáèÿ íå ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèåïðîöåññû â ìàãíèòíîì ïîëå (êðîìå ìàãíèòîòîðìîçíîãî), à òàêæåïëàçìåííûå ïðîöåññû. Ýòèì ïðîöåññàì ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ìî-íîãðà�èè Â.Â.Æåëåçíÿêîâà [11℄ è Äæ.Áåêå�è [4℄. Ìû ðàññìàòðè-âàåì çäåñü ñëó÷àè, êîãäà èçëó÷åíèå âîçíèêàåò è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿâ îäíîðîäíûõ íåìàãíèòíûõ ñðåäàõ èëè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.Îñíîâíîé èçëó÷àþùåé ÷àñòèöåé ÿâëÿåòñÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ñìèíèìàëüíîé ìàññîé � ýëåêòðîí. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ èç-ëîæåíèåì òåîðèè �îðìèðîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, íå çàòðà-ãèâàÿ ëèíåé÷àòîãî (êðîìå âîïðîñîâ î ðåêîìáèíàöèîííûõ è öèêëî-òðîííûõ ëèíèÿõ), òåîðèÿ êîòîðîãî èçëàãàåòñÿ âî ìíîãèõ ðóêîâîä-ñòâàõ, íàïðèìåð, [48, 41℄. Íå êàñàåìñÿ ìû è ðàäèàöèîííûõ ïðîöåñ-ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïûëüþ.Áîëüøàÿ ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ ïîñîáèÿ îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêîéýëåêòðîäèíàìèêå. Õîòÿ ýòîò ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè ÷èòàåòñÿâ îòäåëüíîì êóðñå, çäåñü äëÿ áîëüøåé ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ êðàòêîâîñïðîèçâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçëó-÷åíèÿ. Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòî èçëîæåíèå áàçèðóåòñÿ íà êóðñåË.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà [28℄. Â òî æå âðåìÿ èçëîæåíèå êâàí-òîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïîòðåáîâàëî áû ñëèøêîì áîëüøîãî îáúå-ìà òåêñòà, ïîýòîìó ñå÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïðîöåññîâ áåðóòñÿ áåçâûâîäà. Ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî äèàãðàììû Ôåéíìàíà è çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ. Çà ïîäðîáíîñòÿìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì, ãäå ñèñòå-ìàòè÷åñêè èçëàãàåòñÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, íàïðèìåð [5, 2℄.Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íå èñïîëüçóåòñÿ ñîâñåì.Â ðàìêàõ æå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, êàê ïðàâèëî, ãî-òîâûõ �îðìóë íå ïðèâîäèòñÿ, ìíîãèå �îðìóëû âûâîäÿòñÿ èç áîëååîáùèõ. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðîñëåäèòü ïîäðîáíîñòè òàêèõ âûâîäîâ3



ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ î ñòàíäàðòíûõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèÿõ, êîòî-ðûå âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ðàäèàöèîííûõ ïðîöåññîâ.�àäèàöèîííûì ïðîöåññàì â àñòðî�èçèêå ïîñâÿùåíà êíèãà �û-áèöêîãî è Ëàéòìàíà [84℄. Îòëè÷èå íàøåãî ïîñîáèÿ îò ýòîé êíèãè çà-êëþ÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî ìû îáðàùàåì ãîðàçäî áîëüøååâíèìàíèå íà àêêóðàòíûé âûâîä �îðìóë è ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Êðîìå òîãî, çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü,â îáùåì, çíàêîì ñ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé è ýëåìåíòàìèòåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Çàâèñèìîñòü ðàäèàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïëàçìå îò åå ïàðàìåò-ðîâ îïèñàíà â îáçîðå [90℄.Â ïîñîáèè èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö CGSE, íå ðàöèîíàëè-çèðîâàííàÿ, òàê ÷òî â âàêóóìå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿðàâíà 1.Â êíèãå íå ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëèðîâêè çàäà÷. Îäíàêî â êà÷åñòâåçàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ëèáî öåëèêîì âûâîäû íåêîòîðûõ�îðìóë, ëèáî ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè ïðè òàêèõ âûâîäàõ.Ññûëêè íà �îðìóëû èç äðóãîé ãëàâû äàþòñÿ ñ ðèìñêîé öè�-ðîé íîìåðà ýòîé ãëàâû, ïðåäøåñòâóþùåé íîìåðó �îðìóëû, íàïðè-ìåð, ññûëêà (I.20) îçíà÷àåò �îðìóëó íîìåð 20 �ëàâû I. Àíàëîãè÷íîäåëàþòñÿ ññûëêè íà �îðìóëû ïðèëîæåíèé: ïåðåä íîìåðîì �îðìó-ëû ñòàâèòñÿ áóêâà, îáîçíà÷àþùàÿ ïðèëîæåíèå. �èñóíêè â êàæäîéãëàâå íóìåðóþòñÿ íåçàâèñèìî.



�ëàâà I. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ� 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è èõ ñëåäñòâèÿ1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿñëó÷àÿ, êîãäà ñðåäà íåìàãíèòíàÿ, òàê ÷òî âåêòîðû ìàãíèòíîé íà-ïðÿæåííîñòè ~H è ìàãíèòíîé èíäóêöèè ~B ñîâïàäàþò. Ïàðà óðàâíå-íèé, íå ñîäåðæàùèõ çàðÿäîâ è òîêîâ, èìååò âèä [28℄
div ~H = 0, rot ~E = −∂

~H

∂t
. (1)Ïåðâîå èç íèõ îòðàæàåò îòñóòñòâèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, âòîðîå ÿâ-ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì çàêîíà Ôàðàäåÿ, ïî êîòîðîìó èçìåíåíèå ìàã-íèòíîé íàïðÿæåííîñòè ïîðîæäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ~E.Â òî æå âðåìÿ ïðèíèìàåì, ÷òî ñðåäà ìîæåò îáëàäàòü äèýëåê-òðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ò. å. çàäàåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-ìîñòü ñðåäû ε, òàê ÷òî âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà çàïèñû-âàåòñÿ òàê [28℄:

div ~E = 4
π

ε
ρ, rot ~H =

ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~. (2)Çäåñü ρ(~r, t) � ïëîòíîñòü çàðÿäà, à ~(~r, t) � ïëîòíîñòü òîêà. Ýòè âå-ëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàç-ðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div~ = 0, (3)êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ñîïðî-âîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì òîêà, ò. å. çàðÿä ìîæåò òîëüêî ïåðåòå-êàòü èç îäíîãî ìåñòà â ïðîñòðàíñòâå â äðóãîå. Åñëè âçÿòü äèâåð-ãåíöèþ îò âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (2) è â ðåçóëüòàò ïîäñòàâèòü ïåðâîå,òî óáåäèìñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñîãëàñóþòñÿ 
 óðàâíåíèåìíåðàçðûâíîñòè.Óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âîñåìü äëÿ øåñòè èñêîìûõ âåëè÷èí:äâóõ âåêòîðîâ ñ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè êàæäûé. Òàêîå êàæóùååñÿíåñîîòâåòñòâèå îáúÿñíÿåòñÿ òåîðåìîé, äîêàçûâàåìîé, íàïðèìåð, âêíèãå Ï.Ê. �àøåâñêîãî [46℄ è óòâåðæäàþùåé, ÷òî âåêòîð ñ òî÷íî-ñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî åãî ðîòîðóè äèâåðãåíöèè. 5



2. Ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå. Óìíîæèì êàæäîå èç óðàâíå-íèé ñ ðîòîðîì íàïðÿæåííîñòè íà âåêòîð äðóãîé íàïðÿæåííîñòè èâû÷òåì ïîëó÷àþùèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîð-íûì òîæäåñòâîì
div( ~E × ~B) = ~B(rot ~E) − ~E(rot ~B). (4)Òîãäà, åñëè ε íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîëó÷èòñÿ ñëåäñòâèå óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà

1

c

∂W

∂t
+ div ~S = − ~E~, (5)ãäå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè (âåêòîð Ïîéíòèíãà)

W =
ε ~E2 + ~H2

4π
, ~S =

c

4π
~E × ~H. (6)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) èìååò âèä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íîâ ïðàâîé ñòîèò íå íóëü. Ïðîèçâåäåíèå ~E~ åñòü ðàáîòà ýëåêòðîìàã-íèòíîãî ïîëÿ íàä çàðÿäàìè, ñîçäàþùèìè âíåøíèé òîê.3. Ïîòåíöèàëû. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà è ñòàöèîíàðíà, ò. å. ε íåçàâèñèò íè îò êîîðäèíàò, íè îò âðåìåíè, òî ìîæíî âìåñòî íàïðÿ-æåííîñòåé ââåñòè íîâûå èñêîìûå �óíêöèè, à èìåííî: ñêàëÿðíûé ϕè âåêòîðíûé ~A ïîòåíöèàëû. ×åðåç íèõ íàïðÿæåííîñòè âûðàæàþòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− gradϕ, ~H = rot ~A. (7)Ñ òàêèìè îïðåäåëåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäå-ñòâåííî.Âûáîð ïîòåíöèàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Íåîäíîçíà÷-íîñòü ïîòåíöèàëîâ ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêèïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûå è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîòåí-öèàëàì ìîæíî äîáàâëÿòü ëþáûå êîíñòàíòû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîâûðàæåíèÿ (7) íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ïîòåíöèàëû çàìåíèòü íà øòðèõî-âàííûå, ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè äîáàâëåíèåì ãðàäèåíòîâ íåêîòîðîé�óíêöèè:

~A′ = ~A− gradχ, ϕ′ = ϕ+
1

c

∂χ

∂t
. (8)Ýòî ñâîéñòâî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíîé èëèêàëèáðîâî÷íîé (gauge) èíâàðèàíòíîñòüþ. Âûáîð îïðåäåëåííîé6



�óíêöèè χ è òåì ñàìûì îïðåäåëåííûõ ïîòåíöèàëîâ íàçûâàåòñÿ êà-ëèáðîâêîé.Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ êàëèáðîâêó, ÷òîáû âû-ïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå
ε

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0. (9)Êàëèáðîâêà ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèåì (9) íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâ-êîé Ëîðåíöà, à ñàìî ýòî ñîîòíîøåíèå óñëîâèåì Ëîðåíöà.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñîîòíîøåíèå (9) äëÿ øòðèõîâàííûõ ïî-òåíöèàëîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê ÷òî

ε

c

∂ϕ′

∂t
+ div ~A′ = b(~r, t) 6= 0. (10)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (8) â (10) è âûáðàâ òàêóþ �óíêöèþ χ, ÷òîáû

ε

c2
∂2χ

∂t2
−△χ = b(~r, t) (△ = div grad� îïåðàòîð Ëàïëàñà), (11)óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íåøòðèõîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèå (9)âûïîëíÿåòñÿ. Íàì íóæíà âñåãî ëèøü îäíà �óíêöèÿ χ. Òàê êàê ïðèëþáûõ �óíêöèÿõ b(~r, t) ìîæíî íàéòè �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþóðàâíåíèþ (11), òî ê ñîîòíîøåíèþ (9) ìîæíî ïåðåéòè âñåãäà.Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî êàëèáðîâêà (9) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòïîòåíöèàëû. Íàïðÿæåííîñòè íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ê �óíêöèè χ äî-áàâèòü ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãîóðàâíåíèþ (11).4. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþäâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ â íèõ âûðàæåíèÿ (7) èïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (9), íàõîäèì, ÷òî ïîòåíöèàëûîïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ε

c2
∂2ϕ

∂t2
−△ϕ =

4π

ε
ρ,

ε

c2
∂2 ~A

∂t2
−△ ~A =

4π

c
~. (12)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

v =
c√
ε
. (13)Ýòà âåëè÷èíà èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, îíà ðàâíà ñêîðîñòè ñâå-òà â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε. Ââåäåì òàêæå îïå-ðàòîð

� =
1

v2

∂2

∂t2
−△, (14)7



íàçûâàåìûé âîëíîâûì îïåðàòîðîì èëè îïåðàòîðîì Äàëàìáåðà. Òî-ãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàïèøóòñÿ êîðîòêî:
�ϕ =

4π

ε
ρ, � ~A =

4π

c
~. (15)Èòàê, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñâåëèñü ê ðåøåíèþ ÷åòûðåõ îäíî-òèïíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ïîòåíöèàëîâ, ïîä÷èíåííûõ äîïîë-íèòåëüíîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà (9).Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîä çíàêîì îïåðàòîðà Äàëàìáåðà ïðèìåíèòüê ïîòåíöèàëàì óñëîâèå Ëîðåíöà, òî ñïðàâà ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå,ïðîïîðöèîíàëüíîå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè. Ïîýòîìóìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ýòîãîóðàâíåíèÿ.5. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû. Ïðèâåäåì �îðìóëû äëÿ ÷àñò-íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (15). Îíè ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíî-âûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîñêîëüêó ÷åòûðå óðàâíåíèÿ èìåþò îäèí è òîòæå âèä, òî îäèíàêîâû ïî âèäó è èõ ðåøåíèÿ. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ

�ϕ = 4πf(~r, t), (16)ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë
ϕ(~r, t) =

∫

f(~r1, t1)

|~r − ~r1|
d3r1. (17)Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ �îðìóëó. Ïóñòü f � ïëîòíîñòü çàðÿäà.Ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà íà ýëåìåíò îáúåìà ðàâíî çàðÿäóýòîãî îáúåìà. Òàê êàê ýëåìåíò îáúåìà áåñêîíå÷íî ìàë, åãî ìîæ-íî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì. Ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâåí âåëè÷èíåýòîãî çàðÿäà, äåëåííîé íà ðàññòîÿíèå îò íåãî äî òî÷êè èçìåðåíèÿ.Íàäî ñëîæèòü ïîòåíöèàëû îò âñåõ çàðÿäîâ, ò. å. âçÿòü èíòåãðàë ïîèõ ðàñïðåäåëåíèþ. Îñîáîãî ïîÿñíåíèÿ òðåáóåò ëèøü ìîìåíò âðåìå-íè t1, â êîòîðûé íàäî âû÷èñëÿòü ïëîòíîñòü çàðÿäà, ÷òîáû íàáëþ-äàòåëü ñìîã ïî÷óâñòâîâàòü åãî âëèÿíèå â òî÷êå ~r â ìîìåíò âðåìåíè

t. Áóäåì íàçûâàòü t1 ìîìåíòîì âëèÿíèÿ. Ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì
|~r − ~r1| = v (t− t1). (18)�àâåíñòâî (18) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×òîáû ïëîò-íîñòü çàðÿäà â òî÷êå ~r1 ïîâëèÿëà íà çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà â òî÷êå8



~r â ìîìåíò t, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèãíàë îò òî÷êè ~r1, äâèæóùèéñÿñî ñêîðîñòüþ v, âûøåë èç ýòîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t1. Òàêèåðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè ïîòåí-öèàëàìè.� 2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè1. Ñîáûòèÿ è èíòåðâàë. Êàæäîå ÿâëåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â ïðî-ñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, õàðàêòåðèçóåòñÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå îò-ñ÷åòà ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè: òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè,îáúåäèíÿåìûìè â âåêòîð ~r = (x, y, z), è ìîìåíòîì âðåìåíè t.×åòûðå ÷èñëà x, y, z, t îáúåäèíÿþòñÿ âìåñòå è çàäàþò òî÷êóïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ñîáûòèåì. Âêàæäîé èç ñèñòåì äîëæíà áûòü ïðîèçâåäåíà ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâîòäåëüíî, òàê ÷òî êàæäîìó ñîáûòèþ ñîïîñòàâëåí ñâîé ìîìåíò âðå-ìåíè. Â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îäíîìó ñîáûòèþ ìîãóò ñîïîñòàâëÿòüñÿðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì, à íå èñêëþ-÷åíèåì. Âðåìÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ è òå÷åò ïî-ðàçíîìó. Îòñóòñòâèåâñåîáùåãî åäèíîãî âðåìåíè � õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà òåîðèè îòíîñè-òåëüíîñòè.Ìû áóäåì íàçûâàòü ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð r = {c t, ~r} âåêòî-ðîì ïîëîæåíèÿ. Âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ìîæíî óìíî-æàòü íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ñêëàäûâàòü.Ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ �ðàññòîÿíèå�, òî÷íåå,êâàäðàò èíòåðâàëà
s212 = c2(t1 − t2)

2 − (~r1 − ~r2)
2. (19)Åñëè èíòåðâàë ðàâåí íóëþ, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ ñîâ-ïàäàþò. �àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà ìåæäó íèìè îçíà÷àåò, ÷òî òà-êèå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñâåòîâûì ñèãíàëîì. Òàê êàêñêîðîñòü ñâåòà ñîãëàñíî ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè îäèíàêîâà âîâñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òî ðàâíûé íóëþ â îäíîé ñèñòåìå èíòåðâàëðàâåí íóëþ âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîâåëè÷èíà è íå ðàâíûõ íóëþ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿííà âî âñåõ ñèñòåìàõîòñ÷åòà.Ïî çíàêó êâàäðàòà èíòåðâàëû êëàññè�èöèðóþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì. Åñëè s212 > 0, èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì. Åñ-ëè, íàïðîòèâ, s212 < 0, èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Êîãäà9



s212 = 0, èíòåðâàë íóëåâîé. Òàêèå ñîáûòèÿ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,ìîæíî ñîåäèíèòü ñâåòîâûì ñèãíàëîì.Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî îäíî ñîáûòèå ïîìåñòèòü â íà÷àëî êîîð-äèíàò, à ó êîîðäèíàò âòîðîãî îïóñòèòü èíäåêñû. Òîãäà èíòåðâàëçàïèøåòñÿ ïðîùå
s2 = c2 t2 − r2. (20)×àñòî äîñòàòî÷íî (èëè ïðåäïî÷òèòåëüíî) ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷-íî ìàëûé èíòåðâàë

ds2 = (ds)2 = c2dt2 − d~r 2. (21)2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è âðå-ìåíè, ñâÿçûâàþùåå ñîáûòèÿ â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõè íå èçìåíÿþùåå âåëè÷èíû êâàäðàòà èíòåðâàëà, íàçûâàåòñÿ ïðåîá-ðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.Ñàìîå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âêëþ÷àåò ïîâîðîòû îñåéêîîðäèíàò, îòðàæåíèÿ îñåé è èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ îòñ÷åòà âðå-ìåíè, à òàêæå èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòà-áîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè òåî-ðèè îòíîñèòåëüíîñòè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òåìè ïðåîáðàçîâà-íèÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû òîëüêî ñ ïåðåõîäîì èç îäíîé èíåðöèàëüíîéñèñòåìû â äðóãóþ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ñèñòåìû,êîòîðûå ñâÿçûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå, ñîâåðøåííî èäåíòè÷íû, à ñî-îòâåòñòâóþùèå èõ êîîðäèíàòíûå îñè ïàðàëëåëüíû. Âñå ðàçëè÷èåìåæäó íèìè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îäíà ñèñòåìà, â êîòîðîé íàõî-äèòñÿ íàáëþäàòåëü, íåïîäâèæíà ïî îòíîøåíèþ ê íåìó, à äðóãàÿäâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíà êîòîðîé çàäàåò-ñÿ âåêòîðîì ~V . Óäîáíî ïðèíÿòü, ÷òî íà÷àëüíûå ìîìåíòû â îáåèõñèñòåìàõ ñîâïàäàþò è â ýòîò îáùèé ìîìåíò ñîâïàäàþò ïîëîæåíèÿíà÷àë êîîðäèíàò ñèñòåì. Êîîðäèíàòû è âðåìÿ â ïåðâîé ñèñòåìå áó-äåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ~r, t, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû âî âòîðîéñíàáæàòü øòðèõîì. Äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî âòîðóþ ñèñòåìó íàçû-âàþò øòðèõîâàííîé, à èñõîäíóþ � íåøòðèõîâàííîé.Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, âûðàæàþùåå ïðîñòðàíñòâåí-íûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ â øòðèõîâàííîé ñè-ñòåìå ÷åðåç êîîðäèíàòû òîãî æå ñîáûòèÿ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòå-ìå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
t′ = Γ (t− ~V ~r/c2),

~r ′ = ~r − Γ ~V t+ (Γ − 1) (~r ~V ) ~V /V 2. (22)10



Çäåñü Γ � òàê íàçûâàåìûé ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé âñå-ãäà áîëüøå åäèíèöû:
Γ ≡ 1

√

1 − V 2/c2
. (23)Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîîðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìå-ëè îäíó ðàçìåðíîñòü, îáû÷íî â êà÷åñòâå íóëåâîé êîìïîíåíòû èñ-ïîëüçóåòñÿ íå ñàìî âðåìÿ t, à ïðîèçâåäåíèå c t. �àâåíñòâî, âûðà-æàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ òàêæå ïî-äðóãîìó, òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ïðèíèìàåò âèä

c t′ = Γ(c t− ~V ~r/c),

~r ′ = Γ(~r − ct~V /c2) + (Γ − 1)~V × (~V × ~r)/V 2. (24)Âòîðîå ñëàãàåìîå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~V .Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè çà-ïèñàòü åãî â ìàòðè÷íîì âèäå, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îêàæåò-ñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîéâåêòîðà ~V íà −~V , òàê êàê íåøòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïîîòíîøåíèþ ê øòðèõîâàííîé ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñêîðîñòüþ. Ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êàê ïðàâèëî, íåêîììóòàòèâíû, ò. å. ðåçóëüòàòçàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðåõîäà èç îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ, à çàòåì âòðåòüþ.Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé,òî �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ïðåîáðàçîâàíèå, ñèëüíî óïðîùàþòñÿ.Ïóñòü ~V = V (1, 0, 0). Òîãäà
t′ = Γ(t− xV/c2), x′ = Γ(x− V t), y′ = y, z′ = z. (25)Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëî-ðåíöà.3. Ñêàëÿðû. Ñêàëÿðàìè íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòû ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ëîðåíöà, ò. å. âåëè÷èíû, îäèíàêîâûå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñè-ñòåìàõ êîîðäèíàò.Î÷åâèäíûé ñêàëÿð � ñêîðîñòü ñâåòà íàðÿäó ñ äðóãèìè ìèðî-âûìè êîíñòàíòàìè. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþò-ñÿ êâàäðàò èíòåðâàëà s2 è ýëåìåíò ÷åòûðåõìåðíîãî îáúåìà d4r =

cdt d3r (è ñëåäîâàòåëüíî, ñàì ÷åòûðåõìåðíûé îáúåì). Èõ èíâàðè-àíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íåïîñðåäñòâåííî èñõîäÿ èç �îð-ìóë (22). 11



Åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ íåêîòîðîå òåëî èëè ìàòåðèàëü-íàÿ òî÷êà (íóëåâîãî îáúåìà), òî èç âñåõ ñèñòåì îòñ÷åòà âûäåëÿåòñÿîäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò), êîòîðàÿæåñòêî ñâÿçàíà ñ ýòèì òåëîì. Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ñîáñòâåí-íîé åãî ñèñòåìîé. Âñå âåëè÷èíû â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íàçûâàþòñÿòàêæå ñîáñòâåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó òåëó. Â ÷àñòíîñòè, åãîñîáñòâåííûé òðåõìåðíûé îáúåì è ñîáñòâåííîå âðåìÿ (â îòëè÷èå îòèõ çíà÷åíèé â äðóãèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷-íûìè âåëè÷èíàìè, ÷òî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè èõ ýëåìåíòîâ
dτ = dt/Γ è d3r0 = Γd3r (èõ ïðîèçâåäåíèå � óæå óïîìèíàâøèéñÿñêàëÿð d4r/c). Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííîå âðåìÿ ìåíüøå, ÷åì âðåìÿâ ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå, à ñîáñòâåííûé îáúåì � íàèáîëüøèé.4. Âåêòîðû. Âåêòîðàìè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íàçûâàþò-ñÿ ýëåìåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (òî÷íåå, ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè), êîòîðîå ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïðî-ñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Âåêòîðû, êàê è òî÷êè, çàäàþòñÿ ÷åòûðü-ìÿ ÷èñëàìè-êîîðäèíàòàìè: íóëåâîé (èëè âðåìåíí�îé) è òðåìÿ ïðî-ñòðàíñòâåííûìè.Îáû÷íî ñîñòàâëÿþùèå ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïåðå÷èñëÿþò,íóìåðóÿ èõ öè�ðàìè 0, 1, 2, 3, ïðè÷åì èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê âðå-ìåíí�îé êîîðäèíàòå, à òðè äðóãèõ � ê ïðîñòðàíñòâåííûì, ò. å.
a = {aµ} = {a0,~a}, µ = 0, 1, 2, 3, ~a = (a1, a2, a3) = (ax, ay, az). (26)Ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðû çàïèñûâàòü â âè-äå a = {a0,~a}, ïåðå÷èñëÿÿ èõ òàê íàçûâàåìûå êîíòðàâàðèàíòíûåñîñòàâëÿþùèå (ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè), ïðè÷åì a0 = a0.×òîáû ÷åòûðå ÷èñëà ñîñòàâëÿëè âåêòîð, îíè äîëæíû ïðè ïåðå-õîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé (îò íåøòðèõîâàííîéê øòðèõîâàííîé) ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëî-ðåíöà, ò. å. òàê æå, êàê êîîðäèíàòû ñîáûòèé:
a′0 = Γ(a0 − ~a ~V /c), ~a ′ = ~a− a0 Γ ~V /c+ (Γ − 1)(~V ~a)~V /V 2. (27)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå ìîæíî çàïèñàòü ñ âûäåëåííîé ÷àñòüþ,ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè:

a′0 = Γ(a0−~a ~V /c), ~a ′ = Γ(~a−a0
~V /c)+(Γ−1)~V ×(~V ×~a)/V 2. (28)Ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà èçìåíÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà, ñàì âåêòîð íå èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî äëÿ12



óïðîùåíèÿ çàïèñè ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìû áóäåìîòìå÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè îáîçíà÷åíèÿ íå òîëüêî ñî-ñòàâëÿþùèõ, íî è ñàìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà.Äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå. Åñëè a = {aµ} = {a0,~a} è b = {bµ} = {b0,~b} � äâà âåêòîðà,òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìû áóäåì çàïèñûâàòü òàê:
a b = a0b0 − ~a~b, a2 = a2

0 − ~a 2. (29)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, â ÷àñò-íîñòè êâàäðàò âåêòîðà, ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿíàçâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ.Èç-çà ìèíóñà â îïðåäåëåíèè (29) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, ò. å. êâàäðàò âåêòîðà ìîæåòèìåòü ëþáîé çíàê, à ðàâåíñòâî íóëþ êâàäðàòà âåêòîðà íå îçíà÷à-åò, ÷òî âñå åãî êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ òà æåêëàññè�èêàöèÿ âåêòîðîâ, ÷òî è èíòåðâàëîâ. Èìåííî, åñëè a2 > 0,âåêòîð a íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, åñëè a2 < 0, ïðîñòðàíñòâåí-íî ïîäîáíûì, åñëè a2 = 0, íóëåâûì.Ââèäó íåïîëîæèòåëüíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåëüçÿââåñòè óãîë ìåæäó ÷åòûðåõìåðíûìè âåêòîðàìè. Îäíàêî, åñëè ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíèîðòîãîíàëüíû.5. Ïðèìåðû âåêòîðîâ. 1) Ïåðâûì ïðèìåðîì âåêòîðà ñëóæèòâåêòîð ïîëîæåíèÿ r = {ct, ~r}. Åãî êâàäðàò � êâàäðàò èíòåðâàëà
r 2 = s2. ×àñòèöû (èëè ìàòåðèàëüíûå òî÷êè) äâèæóòñÿ ïî êðèâûìâ âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íàçûâàþò ìèðîâûìè ëèíèÿìè.Äè��åðåíöèàë dr = {cdt, d~r}, âçÿòûé âäîëü ìèðîâîé ëèíèè, � òî-æå âåêòîð. Êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåò äè��åðåíöèàëü-íóþ �îðìó èíòåðâàëà

(dr)2 = ds2 = c2dt2 − d~r2. (30)Òàêîé èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èâðåìåíèïîäîáíûå èíòåðâàëû.2) Äðóãîé âåêòîð, êîòîðûé âîçíèêàåò ñðàçó ïðè çàäàíèè ñèñòå-ìû êîîðäèíàò, � ýòî ÷åòûðåõìåðíûé ãðàäèåíò
∇ =

{

1

c

∂

∂t
,−~∇

}

(~∇ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà íàáëà). (31)13



Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çäåñü ïåðåä òðåõìåðíûì ãðàäèåíòîì íàäîïîñòàâèòü ìèíóñ, èíà÷å ∇ íå áóäåò ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì, ïðî-âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî, â òàêîé íåîáõîäèìîñòè ìîæíîóáåäèòüñÿ è èíà÷å: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äè��åðåíöèàëà âåêòî-ðà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà ãðàäèåíòà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (29)
dr∇ = dt

∂

∂t
+ d~r ~∇ = d (32)åñòü îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà è, çíà÷èò, èíâàðèàíò. Âåê-òîð ãðàäèåíòà áåç ìèíóñà � êîâàðèàíòíûé, à ìû çàïèñûâàåì êîí-òðàâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå. Êâàäðàò âåêòîðà ãðàäèåíòà

∇2 =
1

c2
∂2

∂t2
−△ = � (33)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð Äàëàìáåðà.6. Ñêîðîñòü. Ïî àíàëîãèè ñ òðåõìåðíîé ñêîðîñòüþ òåëà ~v =

d~r

dt÷åòûðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå äè��åðåíöè-àëîâ âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è âðåìåíè. Îäíàêî, ÷òîáû ñêîðîñòü ïîëó-÷èëàñü ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì, íàäî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð dräåëèòü (èëè óìíîæàòü) íà ñêàëÿð èëè âåëè÷èíó, îäèíàêîâóþ äëÿâñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå âðåìåíè íàäî áðàòü íå âðå-ìÿ â êàêîé-òî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, à ñîáñòâåííîå âðåìÿäëÿ äàííîãî òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ÷àñòèöû). Òàêèì îáðàçîì,ïî îïðåäåëåíèþ
v =

dr

dτ
= γ

d

dt
{ct, ~r} = {γc, γ~v} = γ{c, ~v}, γ =

1
√

1 − v2/c2
, (34)ãäå ~v � îáû÷íàÿ òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü. Ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü

γ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñêîðîñòè òåëà, îáÿçàòåëüíî äîëæåí âõîäèòü âñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà, íî ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü åãî âíå �èãóðíûõñêîáîê.Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè
v2 = c2 > 0, (35)òàê ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè âðåìåíèïîäîáåí.×àñòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ îòíîøåíèÿ ñêî-ðîñòè ê ñêîðîñòè ñâåòà è íàçûâàòü åãî áåçðàçìåðíîé (òðåõìåðíîéèëè ÷åòûðåõìåðíîé) ñêîðîñòüþ òåëà:

β = v/c = {γ, γ ~β}. (36)14



7. Èìïóëüñ. Èìïóëüñ � ýòî ïðîñòî ñêîðîñòü, óìíîæåííàÿ íàìàññó, íî äëÿ åãî ñîñòàâëÿþùèõ ââîäÿòñÿ îòäåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:
p = mv = m{γc, γ~v} = {p0, ~p}, p0 = mcγ, ~p = m~vγ. (37)ßñíî, ÷òî âåêòîð èìïóëüñà òîæå âðåìåíèïîäîáåí:

p2 = p2
0 − ~p 2 = m2c2 > 0. (38)Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò âûðàæåíèå íóëåâîé ñîñòàâëÿþ-ùåé ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûé èìïóëüñ

p0 =
√

m2c2 + p2 = mcγ, p = |~p|, (39)à èç íåãî âûðàæåíèå ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ ÷åðåç òîò æå èì-ïóëüñ
γ =

√

1 + (p/mc)2. (40)Ñ ïîìîùüþ (40) ìîæíî âûðàçèòü è ñêîðîñòü ÷åðåç èìïóëüñ:
~v =

~p

mγ
=

~pc
√

m2c2 + p2
. (41)Íóëåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà èìïóëüñà � ýòî ñ òî÷íîñòüþ äîìíîæèòåëÿ ýíåðãèÿ. Óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

ε(p) = p0c−mc2 = mc2(γ − 1), p = |~p|, (42)ò. å. âû÷èòàòü èç ïîëíîé ýíåðãèè ýíåðãèþ ïîêîÿ mc2. Îòìåòèì, ÷òîïîä ìàññîé m ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ìàññó ïîêîÿ.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà òðåõìåðíîé ñêîðî-ñòè
v = |~v| =

dε(p)

dp
. (43)8. Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû.1) Åñëè v ≪ c, ò. å. ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãîðàçäîìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, òî γ ∼ 1 è p≪ mc. Òîãäà â íåðåëÿòèâèñò-ñêîì ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ

~p = m~v, ε = mc2
(

1 +
1

2

p2

m2c2
− 1

)

=
p2

2m
=
mv2

2
, (44)ò. å. îáû÷íûå íåðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ.15



2) Ïðè v ∼ c ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü âåëèê γ ≫ 1, à p ≫ mc.Òîãäà ε ∼ pc. Ñîîòíîøåíèå (43) ñîõðàíÿåòñÿ â îáîèõ ïðåäåëüíûõñëó÷àÿõ.9. Óñêîðåíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñêîðîñòüþ
w =

dv

dτ
= γ

dv

dt
= γ

d

dt
γ{c, ~v}. (45)Íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îò ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ.Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü î÷åâèäíîå ðàâåí-ñòâî ~v 2 = v2. Èìååì

dγ

dt
= γ3~v ~w

c2
. (46)Òîãäà ïîëó÷àåì

w = γ2{γ2~v ~w

c
, ~w + γ

~v ~w

c2
~v}. (47)Êàê è ñêîðîñòü, óñêîðåíèå óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç âåêòîð ~β:

w = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ(~β ~w) ~β}. (48)Âåêòîð óñêîðåíèÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îðòîãîíàëåí âåê-òîðó ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
β w = γ3(γ2~β ~w − ~β ~w − γ2β2~β ~w) = 0. (49)Ýòî åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðà, êâàäðàò êîòîðîãî íåçàâèñèò îò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü òåëà, äâè-æóùåãîñÿ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà, ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèàëüíîìó íà-ïðàâëåíèþ öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ.10. Êâàäðàò óñêîðåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà, èíòåðåñíàÿ ñàìà ïî ñåáå,èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó ïðîäåëàåì ñëåäóþùóþâûêëàäêó.

w2 = γ4 [γ4(~β ~w)2 − ~w2 − γ4β2(~β ~w)2 − 2γ2(~β ~w)2] =

= γ6 [−~w2(1 − β2) − (~β ~w)2] = γ6 [−~w2 + (~β × ~w)2]. (50)Èç ïðèâåäåííîé âûêëàäêè âèäíî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîðóñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Îäíàêî, åñëè ïðîñòðàíñòâåí-íîå óñêîðåíèå ~w = 0, òî è ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íóëåâîé.16



11. Èìïóëüñ �îòîíà. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�àãîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòèö ñ ìàññîé ïîêîÿ, îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ôî-òîí æå èìååò íóëåâóþ ìàññó ïîêîÿ è îáÿçàí ì÷àòüñÿ â ïðîñòðàíñòâåñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Äëÿ ýòîé ÷àñòèöû íåâîçìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè, òàê êàê ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü äëÿ íååîáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî íåâîçìîæíî ââåñòè èèìïóëüñ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå.Òåì íå ìåíåå, �îòîí èìååò ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Åñëè êðóãîâàÿ÷àñòîòà �îòîíà ðàâíà ω, òî åãî ýíåðãèÿ ðàâíà ~ω ñîãëàñíî ïðåä-ïîëîæåíèþ Ì.Ïëàíêà. À.Ýéíøòåéíîì áûë îïðåäåëåí è èìïóëüñ�îòîíà, âåëè÷èíà êîòîðîãî, êàê ó óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû,ðàâíà ýíåðãèè, äåëåííîé íà ñêîðîñòü ñâåòà, ~ω/c, à íàïðàâëåíèå ñîâ-ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ �îòîíà. Òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿâîçìîæíûì ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà �îòîíà
k = {k,~k} =

~

c
{ω, ω ~n}, k =

~ω

c
, ~k = k ~n, |~n| = 1. (51)Èìïóëüñ è ýíåðãèÿ �îòîíà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî êâàíòîâûìèâåëè÷èíàìè è èõ âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà. Åñëèæåëàòåëüíî îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òîâìåñòî âåêòîðîâ èìïóëüñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå âåêòîðû,à âìåñòî ýíåðãèè � âîëíîâîå ÷èñëî:

æ = k/~, æ = k/~ = ω/c, ~æ = ~k/~. (52)Ýòè âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îò êâàíòîâûõ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëüè ðåëÿòèâèñòñêèå ñâîéñòâà ó íèõ òå æå ñàìûå.Ïðèìåíåíèå ê èìïóëüñó �îòîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà âû-ÿâëÿåò äâà âàæíûõ ý��åêòà.12. Ý��åêò Äîïëåðà. Çàïèøåì �îðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíåøòðèõîâàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê øòðèõîâàííîé, äâèæóùåéñÿ îò-íîñèòåëüíî ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ ~V , âåëè÷èí�û èìïóëüñà �îòîíà,èëè, ÷òî â ñóùíîñòè òî æå ñàìîå, åãî ÷àñòîòû (èëè ýíåðãèè):
ω′ = ωΓ(1 − ~n ~V /c). (53)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, çàìåíîé ñêîðî-ñòè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ (~V → −~V ):
ω = ω′Γ(1 + ~n ′ ~V /c). (54)17



Ïðèâåäåííûå �îðìóëû, åñëè îòáðîñèòü ëîðåíöåâñêèé ìíîæè-òåëü Γ, âûðàæàþò îáû÷íûé êëàññè÷åñêèé ý��åêò, óñòàíîâëåííûéâ 1842 ãîäó Õ.Äîïëåðîì. Íàëè÷èå ìíîæèòåëåé Γ ïîêàçûâàåò, ÷òîäàæå ïðè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàòåëþ äâèæå-íèè �îòîíà, ïðîèñõîäèò ñäâèã åãî ÷àñòîòû. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿïîïåðå÷íûì ý��åêòîì Äîïëåðà. Îí íåâîçìîæåí ñîãëàñíî êëàññè-÷åñêîé òåîðèè. Ïîñêîëüêó åãî ïîïðàâêà èìååò ïîðÿäîê V 2/c2, ò. å.âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîïðàâêå, ïðîïîðöèî-íàëüíîé ñêîðîñòè V/c, ïîïåðå÷íûé ý��åêò íå áûë çàìå÷åí äî ñî-çäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ëèíåéíûé æå ý��åêò èìååò ïðîñòîå îáúÿñíåíèå, êîòîðîå ïîä-õîäèò è äëÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äâèæó-ùèéñÿ íàáëþäàòåëü â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿâñòðå÷àåò áîëüøå èëè ìåíüøå âîëí (ïåðèîäîâ), ÷åì íåïîäâèæíûé.Òî æå ïðîèñõîäèò, åñëè äâèæåòñÿ èñòî÷íèê. Äëÿ çâóêà òàêîå îáú-ÿñíåíèå áûëî èçâåñòíî äàâíî, òàê êàê ý��åêò ëåãêî çàìåòåí äàæåïðè íå î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ.13. Àáåððàöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþ-ùåé èìïóëüñà �îòîíà ïðè ïåðåõîäå îò íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìû êøòðèõîâàííîé âûãëÿäèò òàê:
ω′~n ′ = ω ~n− Γω ~V /c+ (Γ − 1)ω(~n ~V )~V /V 2. (55)Îòñþäà íàõîäèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îðòîâ íàïðàâëåíèé ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ �îòîíà:

~n ′ =
~n− Γ ~V /c+ (Γ − 1)(~n ~V )~V /V 2

Γ(1 − ~n ~V /c)
. (56)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò òîò æå âèä, íî ñ çàìåíîé ~V → −~V .Èç (55) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîèçâåäå-íèÿìè:

ω′~n ′ × ~n = ω[ΓV/c− (Γ − 1)~n~V /V ]~n× ~V /V. (57)Òðè âåêòîðà ~V , ~n è ~n ′ êîìïëàíàðíû. Îáîçíà÷èì óãîë, êîòîðûéîáðàçóåò âåêòîð ~V ñ ~n ÷åðåç α, à ñ âåêòîðîì ~n ′ ñîîòâåòñòâåííî÷åðåç α′. Òîãäà èç ðàâåíñòâa (57) ñ ó÷åòîì (53) ñëåäóåò, ÷òî
sin(α′ − α) = sinα

V/c− (1 − 1/Γ) cosα

1 − V cosα/c
. (58)18



Åñëè â (58) îòáðîñèòü ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî ïî ñêîðî-ñòè, òî ïîëó÷èòñÿ êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà àáåððàöèè
sin(α′ − α) = V sinα/c. (59)Ôîðìóëó àáåððàöèè ìîæíî âûâåñòè èíà÷å. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,÷òî èç âçàèìíî îáðàòíûõ �îðìóë (53) è (54) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

(1 − V cosα/c)(1 + V cosα′/c) = 1/Γ2 = 1 − V 2/c2 (60)èëè
cosα′ − cosα+ V (1 − cosα′ cosα)/c = 0. (61)Îòñþäà íàõîäèì âçàèìíî îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ

cosα′ =
cosα− V/c

1 − V cosα/c
, cosα =

cosα′ + V/c

1 + V cosα′/c
. (62)Ëåãêî ïîëó÷èòü òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ è äëÿ ñèíóñîâ

sinα′ =
1

Γ

sinα

1 − V cosα/c
, sinα =

1

Γ

sinα′

1 + V cosα′/c
. (63)Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåòðóäíî âûâåñòè è âûðàæåíèå (58)äëÿ ñèíóñà ðàçíîñòè óãëîâ sin(α′ − α).14. Èíâàðèàíòû. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà èìïóëüñà �î-òîíà ðÿä âåëè÷èí îñòàåòñÿ íåèçìåííûìè. Òàê èç (55) ñëåäóåò, ÷òî

ω′~n ′ × ~V = ω~n× ~V . (64)Âçÿâ ìîäóëü îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, íàéäåì
ω′ sinα′ = ω sinα, (65)òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷àñòîòû �îòîíà íà ñèíóñ óãëà, îáðàçóåìîãîåãî èìïóëüñîì ñî ñêîðîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷åòà, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-òîì.Äðóãîé èíâàðèàíò ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì îáúåìà â ïðîñòðàíñòâåèìïóëüñîâ. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (62), ïî-ëó÷èì

sinα′dα′ =
sinα

Γ2(1 − V cosα/c)2
dα =

( ω

ω′

)2

sinαdα. (66)19



Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ω2 sinαdα, àçíà÷èò, è ωdα.Èíâàðèàíòíû òàêæå ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñà�îòîíà, äåëåííûé íà ÷àñòîòó (èëè íà âåëè÷èíó èìïóëüñà) d3k/k, èýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, óìíîæåííûé íà êâàäðàò èìïóëüñà k2d2n,÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èëè íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ â ýòîìïàðàãðà�å �îðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ ÷àñòîò è óãëîâ. Èíâàðè-àíòîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå dk/k.Äëÿ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé èíâàðèàòíîé âåëè÷èíîé ÿâ-ëÿåòñÿ d3p/p0. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî äàåòñÿ â ãëàâå, ïîñâÿùåííîéêîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ýòîò èíâàðèàíòíå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèÿ íà èíâàðèàòíûå ñîìíîæèòåëè, êàê â ñëó-÷àå �îòîíà, èìåþùåãî íóëåâóþ ìàññó.15. Âåêòîðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèò-íîå ïîëå ñîçäàåòñÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.Â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþùèì åãî âåëè÷èíàì è ñîîòíîøåíèÿì ìîæ-íî ïðèäàòü ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûé âèä. Íà÷íåì ñ ïëîòíîñòèçàðÿäà è òîêà.Èñõîäÿ èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî êîëè÷åñòâî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, íàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ
ρd3r =

ρ

γ
γd3r =

ρ

γ
d3r0. (67)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, γ � ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, ñâÿçû-âàþùèé ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿä ïîêîèòñÿ, ñ äâèæóùåéñÿïî îòíîøåíèþ ê íåé ñî ñêîðîñòüþ v = c
√

γ2 − 1 /γ. Òàê êàê ñòîÿ-ùèé ñëåâà çàðÿä ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è ìíîæèòåëü ñïðàâà d3r0 �ñîáñòâåííûé îáúåì çàðÿäà � ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè èíâàðèàí-òàìè, òî ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå ρ/γ = ρ0, ïðåäñòàâëÿþùååñîáîé ïëîòíîñòü çàðÿäà â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.Åñëè óìíîæèòü ýòó ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó íà ÷åòûðåõìåðíûéâåêòîð ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà, òî ïîëó÷èòñÿ ñíîâà ÷åòû-ðåõìåðíûé âåêòîð, íàçûâàåìûé âåêòîðîì ïëîòíîñòè çàðÿäà-òîêàèëè êîðî÷å âåêòîðîì òîêà:
j =

ρ

γ
{cγ, ~vγ} = {cρ,~ }. (68)�àâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ãðàäèåíòàè òîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:20



∇j =
∂ρ

∂t
+ ~∇~ = 0. (69)Óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïîòåíöèàëû

�ϕ = 4πρ, �~ =
4π

c
~, (70)ÿâëÿþòñÿ âðåìåíí�îé è ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùèìè îäíîãî÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

�A =
4π

c
j. (71)Ïîñêîëüêó ñïðàâà ñòîèò ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, à îïåðàòîð Äàëàì-áåðà � ñêàëÿð, òî è ïîòåíöèàëû îáðàçóþò âåêòîð

A = {ϕ, ~A}. (72)Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà íà ýòîò âåêòîð, ðàâíîå íó-ëþ:
∇A =

1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A = 0, (73)îòðàæàåò óñëîâèå Ëîðåíöà.Çàìåòèì, ÷òî èç òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåê-òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íåâîçìîæíî îáðàçîâàòü ÷åòûðåõ-ìåðíûõ âåêòîðîâ: âñå îíè âìåñòå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè òåíçîðà,ïîýòîìó èõ ïðåîáðàçîâàíèå áîëåå ñëîæíî. ×åðåç ýòîò òåíçîðà èóðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ðåëÿòèâèñòñêè êî-âàðèàíòíîì âèäå (ñì. [28℄).16.Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Ýòî âàæíîå ïîíÿòèå î÷åíü ïðî-ñòî ââîäèòñÿ â îáû÷íîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå: òàì îòíîñè-òåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ïðîñòî ðàçíîñòè ñêîðîñòåé. ßñíî, ÷òî òàêîåîïðåäåëåíèå íå ïîäõîäèò â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïî-ðÿäîê ÷àñòèö ïðè îïðåäåëåíèè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Íàçîâåìñêîðîñòüþ âòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñêîðîñòü åå â òîéñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ïåðâàÿ ïîêîèòñÿ.Ïóñòü ñêîðîñòè ÷àñòèö â êàêîé-òî ñèñòåìå ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-íî

v1 = γ1{c, ~v1}, v2 = γ2{c, ~v2}. (74)21



Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ ~V = ~v1. Òîãäà âñèñòåìå ïîêîÿ ïåðâîé ÷àñòèöû áóäåò
v1 = {γ2

1(c− ~v2
1/c), 0} = {c, 0}, (75)

v2 = {γ1γ2(c− ~v1 ~v2/c), γ2~v2 − γ1γ2~v1 + (γ1 − 1)γ2(~v1 ~v2)~v1/v
2
1}.Ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü ó ñêîðîñòè âòîðîé ÷àñòèöû â ñèñòåìåïîêîÿ ïåðâîé

γ21 = γ12 = γ1γ2(1 − ~v1 ~v2/c
2) = v1 v2/c

2 = γr (76)íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ÷àñòèö è ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñò-ñêèì èíâàðèàíòîì, òàê êàê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå èõ ÷åòûðåõìåðíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ òðåõìåðíîé æå ñêîðîñòèâòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé, èñêëþ÷èâ èç åå âûðàæåíèÿ
v2
1 = c2(1 − 1/γ2

1), ~v1 ~v2 = c2(1 − γr/γ1γ2), (77)íàéäåì
~v21 =

γ2

γr

[

~v2−γ1~v1+
γ1

γ1+1

(

γ1−
γr

γ2

)

~v1

]

=
1

γr

(

γ2~v2−γ1
γ2+γr

γ1+1
~v1

)

.(78)Êâàäðàò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè
v2
21 = |~v21|2 =

c2

γ2
r

[

γ2
2−1 +

γ2
r +γ2

2+2γrγ2

γ1 + 1
(γ1−1)−2

γr+γ2

γ1+1
(γ1γ2−γr)

]

,(79)êàê è ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàòè îò ïîðÿäêà ÷àñòèö. Âåëè÷èíó ýòîé ñêîðîñòè ìîæíî çàïèñàòü âäðóãîì âèäå, ÷åðåç òðåõìåðíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö:
vr = v12 = v21 = c

√

1 − 1/γ2
r = c

√

c2(~v1 − ~v2)2 − (~v1 × ~v2)2

c2 − ~v1 ~v2
. (80)Åñëè ñêîðîñòü îäíîé èç ÷àñòèö ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà, òî è îò-íîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà c. Åñëè ñêîðîñòè ïàðàëëåëüíû, òî

~v21 =
γ1γ2

γr
(~v2 − ~v1). (81)Ïðè ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñêîðîñòÿõ

γr = γ1γ2, ~v21 = ~v2/γ1 − ~v1. (82)22



Ñóììà âçàèìíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé, êîíå÷íî, ñèììåò-ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö:
~v12+~v21 =

γ1−γ2

γr

(

γ1

γ1+1
~v1−

γ2

γ2+1
~v2

)

− γr−1

γr

(

γ1

γ1+1
~v1+

γ2

γ2+1
~v2

)

,(83)íî ðàâíà íóëþ òîëüêî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå èëè â ñëó÷àå,åñëè ñêîðîñòè îáåèõ ÷àñòèö ñîâïàäàþò (~v1 = ~v2, òàê êàê òîãäà γ1 =
γ2, γr = 1). � 3. Èçëó÷åíèå òî÷å÷íîãî çàðÿäà1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä e äâèæåòñÿ â ñâî-áîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî ðàäèóñ-âåêòîð â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷å-òà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé ~r0(t) âðåìåíè t, ââåäåííîãî â ýòîéñèñòåìå. Òîãäà ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà äàþòñÿ �îðìóëàìè

ρ(~r, t) = e δ(~r − ~r0(t)), ~(~r, t) = ρ(~r, t)~r ′
0(t). (84)Çäåñü è äàëåå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó �óíêöèè.Äâèæóùèéñÿ çàðÿä ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïî-ëå. Íàéäåì åãî. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ.Ïóñòü â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü,êîòîðûé èçìåðÿåò ïîòåíöèàëû â ìîìåíò âðåìåíè t. Âåëè÷èíû ~r è tñ÷èòàåì �èêñèðîâàííûìè.Ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíå-íèÿìè (15), êîòîðûå ïðè ε = 1 ïðèíèìàþò âèä

�ϕ = 4πρ, � ~A =
4π

c
~. (85)Èõ ðåøåíèÿ � çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû, îïðåäåëÿåìûå �îðìó-ëàìè âèäà (17):

ϕ =

∫

ρ (~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
, ~A =

1

c

∫

~ (~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
. (86)Çäåñü âðåìÿ t1 � âðåìÿ âëèÿíèÿ, êîòîðîå ìåíüøå âðåìåíè íàáëþ-äåíèÿ t, òàê êàê ñèãíàë îò èñòî÷íèêà ïîëÿ äî íàáëþäàòåëÿ äîëæåíóñïåòü äîéòè ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà.23



Òàêèì îáðàçîì, â (86) ìîìåíò âðåìåíè t1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-íèåì
c (t− t1) = |~r − ~r1|. (87)Ïðèâåäåííûå îáùèå �îðìóëû íàäî ïðèìåíèòü ê ñëó÷àþ òî÷å÷-íîãî çàðÿäà, ò. å. ïîäñòàâèòü òóäà âûðàæåíèÿ (84). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ

ϕ(~r, t)=e

∫

δ(~r1−~r0(t1))
d3r1
|~r−~r1|

, ~A=
e

c

∫

δ(~r1−~r0(t1))~r ′
0(t1)

d3r1
|~r−~r1|

.(88)Ïîñêîëüêó ïîä çíàêàìè èíòåãðàëîâ ñòîèò δ-�óíêöèÿ, òî �àêòè÷å-ñêè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èíòåãðàëû äîëæíû áðàòüñÿ ïîîäíîé òî÷êå, à ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçóðàâíåíèÿ
c (t− t01) = |~r − ~r0(t

0
1)|. (89)Ïîýòîìó ìîæíî âûíåñòè âñå ìíîæèòåëè ïðè äåëüòà-�óíêöèè â ýòîéòî÷êå è íàïèñàòü

ϕ(~r, t) =
e

R0
I, ~A(~r, t) =

e

R0
~r ′

0(t
0
1) I. (90)Çäåñü ââåäåí âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ïîëîæåíèå çàðÿäà â ìîìåíò âëè-ÿíèÿ ñ ïîëîæåíèåì íàáëþäàòåëÿ (ñì. ðèñ. 1):

~R0 = ~R0(~r, t
0
1) = ~r−~r0(t01), R0 = R0(~r, t

0
1) = |~R0| = |~r−~r0(t01)|, (91)è îáùèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ èíòåãðàë

I =

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))d
3r1. (92)

. ~R0

~r
~r0(t1)�èñ. 1. �åîìåòðèÿ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà.Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëå-íèþ îäíîãî èíòåãðàëà îò δ-�óíêöèè. Îäíàêî, ýòîò èíòåãðàë ðàâåíåäèíèöå, òîëüêî åñëè âåëè÷èíà ~r0 ïîñòîÿííà, ò. å. äëÿ íåïîäâèæíîãîçàðÿäà. Â ñëó÷àå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ýòî íå òàê.24



2. Âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëîâ. Íàì íàäî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â(90) ïðè óñëîâèè (89). Ââèäó âàæíîñòè ðåçóëüòàòà è íåòðèâèàëüíî-ñòè åãî ïîëó÷åíèÿ ìû äàäèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ óêà-çàííîãî èíòåãðàëà.1) Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõèíòåãðèðîâàíèÿ
~r1 − ~r0(t− |~r − ~r1|/c) = ~r2. (93)Äàëåå íàäî íàéòè ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÿêî-áèàíà èíòåãðàë îò δ-�óíêöèè áåðåòñÿ ïðîñòî.2) �åëÿòèâèñòñêèå ñîîáðàæåíèÿ. �åëÿòèâèñòñêèå âûðàæåíèÿäëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç òàê íàçûâàåìûõ ðåëÿ-òèâèñòñêèõ ñîîáðàæåíèé, à èìåííî, èç äâóõ ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé.Âî-ïåðâûõ, ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû âìåñòå äîëæíû ñî-ñòàâëÿòü ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð. Âî-âòîðûõ, â ïðåäåëå íåïîäâèæ-íîãî çàðÿäà äîëæåí ïîëó÷àòüñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:

ϕ =
e

R0
, ~A = 0. (94)Èñêîìûå âûðàæåíèÿ íàäî ñêîíñòðóèðîâàòü èç èìåþùèõñÿ ÷åòû-ðåõìåðíûõ âåêòîðîâ. Òàêèõ âåêòîðîâ ó íàñ äâà. Ýòî âåêòîð ïåðå-ìåùåíèÿ òî÷êè âëèÿíèÿ çàðÿäà

R0 = {c (t− t01), ~r − ~r0(t
0
1)} = {R0, ~R0} (95)è âåêòîð ñêîðîñòè çàðÿäà

v0 = c{γ0 , γ0
~β0}, ~β0 =

~v0
c

=
~r0

′(t01)

c
. (96)Ïåðâûé âåêòîð íóëåâîé, òàê êàê îí îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñèã-íàëà, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Âòîðîé âåêòîð âðå-ìåíèïîäîáåí, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, òàê êàê

γ0 = (1 − β2
0)−1/2. (97)Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïîòåíöèàëîâ A = {ϕ, ~A} äîë-æåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè, èáî ó îáîèõ ýòèõ âåê-òîðîâ â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà ïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþ-ùèå îáðàùàþòñÿ â íóëè. Â çíàìåíàòåëü æå íàäî ïîìåñòèòü âûðà-æåíèå, îáðàùàþùååñÿ â ýòîì æå ñëó÷àå â R0. Òàêèì âûðàæåíèåì25



ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ v0 è R0. Îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì
A =

e

v0R0

v0 =
e

R0
{1, ~β0}I, I =

1

1 − ~β0
~R0/R0

. (98)3) Íàãëÿäíîå ðàññóæäåíèå. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñïîñîá âûâî-äà � íàèìåíåå �îðìàëüíûé èç âñåõ. Çàêðåïèì âðåìÿ t è ìåñòî ~ríàáëþäåíèÿ. Óðàâíåíèå (87) çàäàåò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t1ñ�åðó ðàäèóñîì c(t− t1) ñ öåíòðîì â òî÷êå ~r. Åñëè ñ�åðà ïðîõîäèò÷åðåç çàðÿä, ýòà òî÷êà çàðÿäà âíîñèò âêëàä â èíòåãðàë (90). Ñ�å-ðà âëèÿíèÿ ñõîäèòñÿ ê íàáëþäàòåëþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, à çàðÿääâèæåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ v. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿñ�åðû âëèÿíèÿ è çàðÿäà äî è ïîñëå èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Îòðàæåíî äâè-æåíèå çàðÿäà â îáå ñòîðîíû.Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûâîäà âðåìåííî îòêàæåìñÿ îò òî÷å÷íîñòèçàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä èìååò ïîñòîÿííîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå è äëèíó
a, à ñêîðîñòü åãî íàïðàâëåíà ïðÿìî íà íàáëþäàòåëÿ. Â êàêîé-òîìîìåíò ñ�åðà äîãîíèò çàðÿä, ò. å. êîñíåòñÿ åãî çàäíåãî ñå÷åíèÿ, àïîòîì ïåðåãîíèò åãî, ò. å. êîñíåòñÿ ïåðåäíåãî åãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 3à).Âêëàä â èíòåãðàë çàðÿä áóäåò äàâàòü òîëüêî â òå ìîìåíòû, êîãäàñ�åðà åãî ïåðåñåêàåò. Åñëè áû çàðÿä áûë íåïîäâèæåí, ýòîò ïðîìå-æóòîê âðåìåíè áûë áû ðàâåí a/c. Èç-çà äâèæåíèÿ çàðÿäà â òó æåñòîðîíó, ÷òî è ñ�åðà, ïðîìåæóòîê âðåìåíè âëèÿíèÿ óâåëè÷èâàåò-ñÿ. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âëèÿíèå çàðÿäà,÷åðåç b. Òîãäà çà îäíî è òî æå âðåìÿ çàðÿä ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå
b− a, à ñ�åðà b. Ïîäåëèâ ýòè ðàññòîÿíèÿ íà ñêîðîñòè è ïðèðàâíÿâðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

b

c
=
b− a

v
,

b

a
=

1

1 − v/c
. (99)Îòíîøåíèå b/a � ýòî êàê ðàç òîò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, íàêîòîðûé îòëè÷àåòñÿ âåëè÷èíà èíòåãðàëà â (90) îò åäèíèöû, òàê êàê

v � ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå íà íàáëþäàòåëÿ.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäàçàðÿä äâèæåòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ íàâñòðå÷ó ñ�åðå (ðèñ. 3 á). Òîãäàïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
b

c
=
a− b

v
,
b

a
=

1

1 + v/c
. (100)26



à á
.... ....

b−a

a a a

b b

a

a

a−ba−b

�èñ. 2. Ïåðåñå÷åíèå çàðÿäà ñ�åðîé âëèÿíèÿ ïðè èõ äâèæåíèè:à � â îäíîì íàïðàâëåíèè, á � íàâñòðå÷ó.à á
�èñ. 3. Äâèæåíèå çàðÿäà è ñ�åðû: à � â îäíîì íàïðàâëåíèè,á � íàâñòðå÷ó.Çäåñü v � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå îò íàáëþäà-òåëÿ, òàê ÷òî �îðìóëà �àêòè÷åñêè òà æå. Èíòåãðàë I êàê ðàç èðàâåí îòíîøåíèþ b/a.Ìû ñ÷èòàëè çàðÿä íåòî÷å÷íûì. Îäíàêî ïîïðàâî÷íûé ìíîæè-òåëü íå çàâèñèò îò a è îñòàåòñÿ òåì æå ïðè a→ 0.Èòàê, ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, íàçûâàåìûåîáû÷íî ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà�Âèõåðòà, îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëà-ìè (98) èëè ïîäðîáíåå

ϕ(~r, t) =
e

s
, ~A =

e~r0
′(t1)

c s
, s = R0(~r, t1) − ~r ′

0(t1) ~R0(~r, t1)/c. (101)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ó àðãóìåíòà t01, îïðåäåëÿåìîãî (89), îïóùåííîëèê, ò. å.
c(t− t1) = R0(~r, t1). (102)27



Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî íàéòè íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Ýòè íàïðÿæåííîñòèñîñòîÿò êàæäàÿ èç äâóõ ñëàãàåìûõ, íàçîâåì èõ äëÿ êðàòêîñòè ïåð-âûå è âòîðûå. Ïåðâûå íå ñîäåðæàò óñêîðåíèÿ çàðÿäà, â òî âðåìÿêàê âòîðûå, íàïðîòèâ, ïðîïîðöèíàëüíû âåëè÷èíå óñêîðåíèÿ. Ïåð-âûå óáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì îò çàðÿäà R0 êàê 1/R2
0, âòîðûå � êàê

1/R0. ßñíî, ÷òî òîëüêî ýòè âòîðûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ýëåê-òðîìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Èìåííî îíè îïðåäåëÿ-þò òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ èçëó÷åíèåì, ò. å. ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû,îòðûâàþùèåñÿ îò ñâîèõ èñòî÷íèêîâ è óíîñÿùèå èçëó÷àåìóþ çàðÿ-äîì ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò èìåííî èçëó÷å-íèå çàðÿäà, íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåéíà áîëüøèõ ðàñòîÿíèÿõ îò íåãî, â òàê íàçûâàåìîé âîëíîâîé çîíå.3. Ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî çàðÿäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ðàçìå-ðîì a. Âûáåðåì â ýòîé îáëàñòè òî÷êó ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~rc èçàêðåïèì åå. Âåêòîð, èäóùèé èç ýòîé òî÷êè ê íàáëþäàòåëþ, îáî-çíà÷èì
~R = ~r − ~rc. (103)Ââåäåì âåêòîð ñìåùåíèÿ çàðÿäà îò âûáðàííîé �èêñèðîâàííîé òî÷-êè:

~x = ~x(t1) = ~r0 − ~rc = ~R− ~R0. (104)ßñíî, ÷òî ~R = ~R0 + ~x è
~β =

1

c
~r ′

0(t1) =
1

c
~x ′(t1), ~β′(t1) =

1

c
~r ′′

0(t1) =
1

c
~x ′′(t1) =

1

c
~w, (105)ãäå ~w = ~w(t1) � âåêòîð óñêîðåíèÿ çàðÿäà. Ïðè ýòîì |~x| ≤ a.Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ îò òîé æå òî÷êèê íàáëþäàòåëþ ÷åðåç ~n =

~R

R
. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð îáëàñòèäâèæåíèÿ çàðÿäà ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì äî íàáëþäàòåëÿ,ò. å. |~x| ≤ a ≪ ~R. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íàáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çàðÿäà. Òîãäà

R0 =
√

R2 + ~x2 − 2 ~R~x = R
√

1 − 2 (~x/R)~n+ (~x/R)2 ≈

≈ R [1 − (~x/R)~n] = R− ~x~n,
~R0

R0
=

~R− ~x

R0
≈

~R

R
= ~n. (106)28



Ïðè âûâîäå �îðìóë äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé, îïðå-äåëÿþùèõ èçëó÷åíèå, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìè ñëàãàå-ìûìè, óáûâàþùèìè êàê 1/R0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàê 1/R. Ïî-ýòîìó âñå ñëàãàåìûå, óáûâàþùèå áûñòðåå, ìû áóäåì îòáðàñûâàòü.Â ÷àñòíîñòè, â �îðìóëàõ (98) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî çàìåíèòü ~R0íà ~R è çàïèñàòü ýòè �îðìóëû â âèäå
ϕ(r, t)=ϕ(t1)=

e

R− ~R ~β(t1)
, ~A(r, t)= ~A(t1)=

e ~β(t1)

R− ~R ~β(t1)
(107)èëè

ϕ(t1) =
e

R

1

1 − ~n ~β(t1)
, ~A(t1) =

e

R

~β(t1)

1 − ~n ~β(t1)
. (108)Òåïåðü âðåìÿ t1 â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âõîäèò òîëüêî ÷åðåçàðãóìåíò ñêîðîñòè ~β.Ìîæíî ââåñòè çàïàçäûâàþùåå âðåìÿ T , ñâÿçàííîå ñ çàêðåïëåí-íîé òî÷êîé è ïîýòîìó íå çàâèñÿùåå îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäà:

R = c (t− T ). (109)Òîãäà èç (102), (106) è (109) ñëåäóåò, ÷òî íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ
t1 −

1

c
~n ~x = T = t− R

c
. (110)Âðåìÿ T òå÷åò òàê æå, êàê è t, òîëüêî ñî ñìåùåíèåì íà R/c.×òîáû âûâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ íåîáõî-äèìî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè íàáëþäà-òåëÿ. Ìåæäó òåì ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò âðåìåíè t1. Ïîýòîìó ñëå-äóåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè ïî ýòèì âðåìåíàì èíàéòè âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà t1. Èç (110) âûòåêàþò ñëåäóþùèå�îðìóëû

dt1

(

1 − ~n ~β
)

= dt, ~∇t1
(

1 − ~n ~β
)

= −~n
c
, (111)îòêóäà

∂t1
∂t

=
1

1 − ~n ~β
,

∂t

∂t1
= 1 − ~n ~β , ~∇t1 = −~n

c

1

1 − ~n ~β
. (112)29



Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñ âåêòîðíûì ñîîòíîøå-íèåì
ϕ(t1) =

e

R
+ ~n ~A(t1). (113)Åùå îäíî óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íàõîæäåíèèãðàäèåíòà íå íóæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî êîîðäèíàòàì íåïîñðåä-ñòâåííî, òàê êàê òàêîå äè��åðåíöèðîâàíèå âñåãäà óâåëè÷èâàåò ñêî-ðîñòü óáûâàíèÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ R. Äåéñòâèòåëüíî,

~∇rα = α~r rα−1. (114)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà äîñòàòî÷íî íàõîäèòüïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì òîëüêî ÷åðåç âðåìÿ t1, ò. å. ìîæíîïðèíÿòü
~∇ = ~∇t1

∂

∂t1
= −~n

c

1

1 − ~n ~β

∂

∂t1
. (115)Ïðèâåäåííûå óïðîùåííûå �îðìóëû âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîç-âîëÿþò âûâåñòè åùå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðèñòè-êàìè ïîëÿ. Íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ (115) è (112) äàåò

~∇ = −~n
c

∂

∂t
, (116)òàê ÷òî

~∇ϕ = −~n
c

∂ϕ

∂t
, ~∇ ~A = −~n

c

∂ ~A

∂t
. (117)Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâïî âðåìåíè:

∂ϕ

∂t
=
∂ϕ

∂t1

∂t1
∂t

=
e

R

~n ~β′

(1−~n ~β)3
,
∂ ~A

∂t
=
e

R

~β′(1−~n ~β)+~β (~n ~β′)

(1−~n ~β)3
. (118)Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòüóñëîâèÿ Ëîðåíöà:

1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A =

1

c

∂ϕ

∂t
− ~n

c

∂ ~A

∂t
= 0. (119)Íåñëîæíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëû â ýòîì ïðèáëèæåíèè,êàê è òî÷íûå, ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà:

A =
e

R β
β =

e

R

{1, ~β}
1 − ~n~β

, R = {R, ~R}, β = {1, ~β}/
√

1 − ~β2. (120)30



4. Ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà. Ââèäó óêà-çàííûõ óïðîùåíèé íå òîëüêî ïîòåíöèàëû, íî è íàïðÿæåííîñòè íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íàõîäèòü äîâîëüíî ïðîñòî. Èìååì
~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇ϕ = −1

c

∂ ~A

∂t
+
~n

c

∂ϕ

∂t
=

1

c

∂

∂t
(− ~A+ ~nϕ) =

=
e

R c

−~β ′ (1 − ~n ~β) + (~n− ~β)~n ~β ′

(1 − ~n ~β)3
. (121)Àíàëîãè÷íî

~H = ~∇× ~A = −~n
c
× ∂ ~A

∂t
= − e

R

~n

c
×
~β ′ (1 − ~n ~β) + ~β (~n ~β ′)

(1 − ~n ~β)3
. (122)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëó (121) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

~E =
1

c

e

R

~n× [(~n− ~β) × ~β′]

(1 − ~n ~β)3
. (123)Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

~H = ~n× ~E, ~E = ~H × ~n. (124)Òàêèì îáðàçîì, òðè âåêòîðà ~n, ~E è ~H âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-íû, ò. å. íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëå äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì òî-÷å÷íîãî çàðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïåðå÷íóþ ñ�åðè÷åñêóþ âîë-íó, áëèçêóþ ê ïëîñêîé.Çàìåòèì, ÷òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, �îðìóëû äëÿ íàïðÿæåííî-ñòåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàêîì âèäå, ÷òî â íèõ áóäåò âõîäèòüòîëüêî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ îò âåêòîðíîãî ïîòåí-öèàëà:
~E = ~n×

(

~n

c
× ∂

∂t
~A

)

, ~H = −~n
c
× ∂

∂t
~A. (125)Òàêàÿ �îðìà ýòèõ âûðàæåíèé ïîëåçíà ïðè íàõîæäåíèè ïðåîáðàçî-âàíèé Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé.Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ. Ýëåêòðè÷åñêàÿè ìàãíèòíàÿ ÷àñòè ïëîòíîñòè ýíåðãèè, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíû.Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà W =

E2/4π = H2/4π. Ïîòîê ýíåðãèè, ò. å. âåêòîð Ïîéíòèíãà
~S =

c

4π
~E × ~H =

c

4π
~E × (~n× ~E) =

E2

4π
c~n = W c~n. (126)31



Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíî-ñòè ýíåðãèè íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ, ò. å. ýíåðãèÿ òîëüêîïåðåòåêàåò. Ïîýòîìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåíåðàçðûâíîñòè:
∂W

∂t
+ ~∇~S =

∂W

∂t
− ~n

c

∂~S

∂t
= 0. (127)� 4. Èçëó÷åíèå ìåäëåííûõ è áûñòðûõ çàðÿäîâ1. Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå:ïóñòü ñêîðîñòü çàðÿäà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ò. å.çàðÿä íåðåëÿòèâèñòñêèé. Îáîçíà÷èì ìîäóëü åãî ñêîðîñòè ÷åðåç v.Òîãäà v ≪ c. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî âûðàçèòü â íåñêîëüêî äðó-ãîé �îðìå. Çàðÿä ïðîõîäèò îáëàñòü ðàçìåðîì a çà âðåìÿ a/v. Åãîèçëó÷åíèå èìååò ïðèìåðíî òàêîé æå ïåðèîä è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷à-ñòîòó ν = v/a è äëèíó âîëíû λ = c/ν ∼ c a/v. Òàê êàê v ≪ c, òî

λ≫ a. Òàêèì îáðàçîì, ìåäëåííûé çàðÿä èçëó÷àåò íà äëèíå âîëíû,çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ðàçìåðà òîé îáëàñòè, â êîòîðîé îí äâèæåòñÿ.Èç ñîîòíîøåíèÿ (110), ñâÿçûâàþùåãî çàïàçäûâàþùèå âðåìå-íà t1 è T , âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó íèìè â ñëó÷àå ìåäëåííîãîçàðÿäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ, çà êîòîðîå çàðÿä ïåðåñåêà-åò îáëàñòü: a/c ≪ a/v. Ïîýòîìó èçìåíåíèå ñêîðîñòè çàðÿäà ~x′ çàýòî âðåìÿ îòíîñèòåëüíî ìàëî, ðàçëè÷èåì ìåæäó âðåìåíàìè T è t1ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îáîçíà÷àòü òî÷êîé.Â ýòîì ñëó÷àå
ϕ =

e

R

1

1 − ~n ~x′(t1)/c
=

e

R

[

1 +
~n ~̇x

c

]

. (128)Àíàëîãè÷íî
~A =

e

R c

~x′

1 − ~n ~x′/c
=

e

R c
~̇x(T ) (129)Òîãäà

~H =
e

R c2
~̈x× ~n, ~E = ~H × ~n. (130)Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû: ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ

W =
1

4π
E2 =

1

4π
H2 =

e2

c4R2
|~̈x× ~n|2 =

1

c4R2
| ~̈d× ~n|2, (131)32



ãäå ~d = e~x � äèïîëüíûé ìîìåíò çàðÿäà, è âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè(âåêòîð Ïîéíòèíãà)
~S=

c

4 π
~E × ~H=

c

4 π
~E × (~n× ~E)=

c

4 π
E2 ~n=

~n

4 π c3R2
| ~̈d× ~n|2 =W c~n.(132)Âåêòîð Ïîéíòèíãà � ýòî âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè, ò. å. âåëè÷è-íà, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè. Åñëè íàõîäèòü êîëè÷åñòâîýíåðãèè, êîòîðîå èäåò â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà, òî íàäî ìîäóëü(132) óìíîæèòü íà R2, ò. å. ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî

W(Θ) =
1

4 π c3
| ~̈d× ~n|2 =

e2

4 π c3
|~̈x|2 sin2 Θ =

e2

4 π c3
w2 sin2 Θ, (133)ãäå Θ � óãîë ìåæäó óñêîðåíèåì çàðÿäà è íàïðàâëåíèåì íà íàáëþ-äàòåëÿ.�àâåíñòâî (133) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà. �àñïðåäåëå-íèå èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì òàêîâî, ÷òî ïðÿìî âïåðåä ïî óñêî-ðåíèþ è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îíî îòñóòñòâóåò. Âî âñåõ äðóãèõíàïðàâëåíèÿõ èçëó÷åíèå ïðèìåðíî îäèíàêîâî, ìàêñèìàëüíî îíî âïåðïåíäèêóëÿðíîì ê óñêîðåíèþ íàïðàâëåíèè.Ëåãêî íàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå, ò. å. èäóùåå âî âñå ñòîðîíû. Äëÿýòîãî âîçüìåì èíòåãðàë ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, âûáðàâ â êà÷åñòâåïîëÿðíîãî óãëà Θ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå îñåâóþ ñèììåòðèþ èçëó-÷åíèÿ:

I=2 π

π
∫

0

W(Θ) sinΘdΘ=
e2

4 π c3
w2 2 π

π
∫

0

sin ΘdΘ sin2 Θ=
2

3

e2

c3
w2.(134)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà äàåò ïîëíóþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, ò. å.êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, êîòîðîå îí èçëó÷àåò â åäèíèöó âðåìåíè âî âñåõíàïðàâëåíèÿõ. Åå òîæå íàçûâàþò �îðìóëîé Ëàðìîðà.Ôîðìóëû (133) è (134) ïîëó÷åíû â òàê íàçûâàåìîì äèïîëüíîìïðèáëèæåíèè, òàê êàê â íèõ âõîäèò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äèïîëü-íîãî ìîìåíòà çàðÿäà. Åñëè â ðàçëîæåíèÿõ ïî îòíîøåíèþ ñêîðîñòèçàðÿäà ê ñêîðîñòè ñâåòà ó÷åñòü ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä-êà ìàëîñòè, òî äîáàâÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìóëüòèïîëüíûå ñîñòàâ-ëÿþùèå ïîëåé (êâàäðóïîëüíûå, ìàãíèòíûå äèïîëüíûå è ò. ä.) Äëÿíåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ìû îãðàíè÷èìñÿ äèïîëüíûì ïðèáëèæå-íèåì. 33



2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå áûñòðîãî çàðÿäà. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîáíàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà � ýòî èñïîëüçî-âàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ñ ïîìîùüþêîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ òî÷å÷íîãî äâè-æóùåãîñÿ çàðÿäà.Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà òðåáîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñêî-ìûì �îðìóëàì. Îíè äîëæíû áûòü ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíû èîñòàâàòüñÿ ïðàâèëüíûìè ïðè ïåðåõîäå ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðå-äåëó. Ïîýòîìó íàïèøåì äâà ñòîëáöà �îðìóë, íåðåëÿòèâèñòñêèå èðåëÿòèâèñòñêèå, çàïîëíÿÿ ñíà÷àëà ëåâûé ñâåðõó âíèç, à çàòåì ïðà-âûé ñíèçó ââåðõ. Â �îðìóëàõ ïðàâîãî ñòîëáöà èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ
t1, òàê êàê èçëó÷åíèå îòíîñèòñÿ ê çàðÿäó.Íåðåëÿòèâ. �åëÿòèâèñò.
dx = {cdt, 0}, dx = {cdt1, d~x(t1)},
dP ={dP0, 0}=I{dt/c, 0}= dP ={dP0, ~P}=I{dt1/c, d~x(t1)/c2}=
=(I/c2){cdt, 0}=(I/c2)dx, =(I/c2){cdt1, d~x(t1)}=(I/c2)dx(t1),

~w2 = w2, w2 = γ6[(~β × ~w)2 − w2],
I = (2/3)(e2/c3)w2, I = (2/3)(e2/c3)(−w2). (135)Ïðè îïðåäåëåíèè èçëó÷åíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ó÷èòû-âàåòñÿ òîëüêî èçëó÷àåìàÿ èì ýíåðãèÿ è ìîùíîñòü åãî ïîëíîãî (âîâñå ñòîðîíû) èçëó÷åíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà. Îäíàêî âðåìÿ
t (èëè t1) è ýíåðãèÿ cP0 ñâÿçàíû ëèøü ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ x è ýíåðãèè-èìïóëüñà P . Ïðèíåðåëÿòèâèñòñêèõ (ìàëûõ) ñêîðîñòÿõ çàðÿäà ñîñòàâëÿþùèìè, îò-ëè÷íûìè îò âðåìåíè è ýíåðãèè, ïðåíåáðåãàþò (â íàøèõ �îðìóëàõâ ëåâîì ñòîëáöå îíè ïðèíÿòû ðàâíûìè íóëþ). Ïðè ðåëÿòèâèñòñêîìïîäõîäå ê îïèñàíèþ ïðîöåññà íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü íå îòäåëü-íî ýíåðãèþ è âðåìÿ, à âñå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ xè P , òî÷íåå èõ äè��åðåíöèàëîâ dx è dP . Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àåïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ñðàâíèìû ïî âåëè÷èíå ñâðåìåíí�ûìè.Èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èç-ëó÷àåò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è çàìåòíûé èìïóëüñ, ò. å. îòîðâàâ-øååñÿ îò íåãî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óíîñèò ñ ñîáîé è ýíåðãèþè èìïóëüñ. Ñ�åðè÷åñêàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ðàñøèðÿåòñÿ ñî ñêî-ðîñòüþ ñâåòà, íî êðîìå òîãî åå öåíòð ñìåùàåòñÿ ñî ñðàâíèìîé ïîâåëè÷èíå ñêîðîñòüþ. 34



Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ I (òî÷íåå I/c2) �îêàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó áåñêîíå÷-íî ìàëûìè âåêòîðàìè ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñìåùåíèÿ çàðÿäà. Êâàä-ðàò óñêîðåíèÿ åñòåñòâåííî çàìåíÿåòñÿ íà êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãîóñêîðåíèÿ. Çíàê ìèíóñ áåðåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîðóñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëååãî êâàäðàò ñîãëàñíî �îðìóëå (50) ïåðåõîäèò â −w2. Âîñïîëüçîâàâ-øèñü ýòîé �îðìóëîé, ìîæíî íàïèñàòü
I =

2

3

e2

c3
γ6[w2 − (~β × ~w)2]. (136)3. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ íàïðÿæåííî-ñòè ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èçëó÷àåìîãî çàðÿäîì ïîëÿ

~E =
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (137)Êîëè÷åñòâî ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîå â íàïðàâëåíèè ~n â òå-ëåñíîì óãëå d2n â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî

dI∗(~n)=W∗d
2n=

c

4π
E2R2d2n=

e2

4πc3
|~n× [(~n−~β) × ~w]|2

(1 − ~n~β)6
d2n. (138)×òîáû îòñþäà ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ,íàéäåííîãî â ïóíêòå 1, íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì íà-ïðàâëåíèÿì íà íàáëþäàòåëÿ ~n, çàêðåïèâ ïðè ýòîì âåêòîð ñêîðî-ñòè ~β(t1), à çíà÷èò ìîìåíò âðåìåíè t1. Â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ ~nýòîìó âðåìåíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíèíàáëþäåíèÿ t íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè R èëè ðàçíûå ðàññòî-ÿíèÿ R ïðè îäíîì t. Åñëè çàêðåïëÿåòñÿ âðåìÿ t1, òî è ìîùíîñòüèçëó÷åíèÿ íàäî ðàññ÷èòûâàòü íà åäèíèöó âðåìåíè t1.Ìîùíîñòü æå èçëó÷åíèÿ W∗ ðàññ÷èòàíà íà åäèíèöó âðåìåíèíàáëþäàòåëÿ t. Äëÿ ïåðåñ÷åòà íà ìîùíîñòü ïî îòíîøåíèþ êî âðå-ìåíè èçëó÷àþùåãî çàðÿäà t1 âåëè÷èíó W∗ ñëåäóåò óìíîæèòü íàïðîèçâîäíóþ ∂t/∂t1 = 1 − ~n~β. Òîãäà ìîùíîñòü â ðàñ÷åòå íà åäèíè-öó âðåìåíè çàðÿäà è åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà áóäåò

W(~n) = W∗(1 − ~n~β) =
c

4π
R2| ~E|2(1 − ~n~β) =

=
e2

4πc3
w2(1−~n~β)2+2(~n~w)(~β ~w)(1−~n~β)−(1−β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (139)35



Îáîçíà÷èâ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~β è ~w ÷åðåç π/2−α, ïîñòðîèìíà íèõ áàçèñ ñ îðòàìè
~e1 =~e1(~β, ~w)=

~w/w−sinα ~β/β

cosα
, ~e2 =~e2(~β, ~w)=

~β × ~w

βw cosα
, ~e3 =

~β

β
.(140)Òîãäà

~β = β ~e3, ~w = w(cosα~e1 + sinα~e3). (141)�àçëîæèì è âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ïîñòðîåííûìîðòàì:
~n = sin θ(cosφ~e1 + sinφ~e2) + cos θ ~e3. (142)Òîãäà

~β~n=β cos θ, ~β ~w=βw sinα, ~n~w=wµ, µ=sinα cos θ+cosα sin θ cosφ.(143)Ïîäñòàâèâ ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â �îðìóëó (139), ïîëó÷èìçàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè îò ïîëÿðíûõ óãëîâ, îïðåäåëÿþùèõ íà-ïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ:
W(~n)=

e2w2

4πc3

[

1

(1−β cos θ)3
+2

βµ sinα

(1−β cos θ)4
− (1−β2)µ2

(1−β cos θ)5

]

. (144)Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (144) ïî íàïðàâëåíèÿì, ìû, åñòå-ñòâåííî, ïîëó÷èì ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü (136). Çàïèøåì íàðÿäó ñýòèì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå:
∫

Wd2n = I,

∫

W~nd2n = ~βI. (145)Îáà ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ íåñëîæ-íûõ èíòåãðàëîâ.4. Èçëó÷àåìûå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. Ôîðìóëû (145) ïîçâîëÿþòçàïèñàòü �îðìóëó äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà, ïðåäñòàâëÿþùå-ãî ýíåðãèþ è èìïóëüñ, êîòîðûå óíîñèò èçëó÷àåìîå çàðÿäîì ïîëå, âñëåäóþùåì âèäå:
dP =

I

c2
dx(t1)=

I

c2
{cdt1, d~x(t1)}=

I

c
dt1{1, ~β(t1)}=

dt1
c

∫

W{1, ~n}d2n.(146)36



Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé âûêëàäêîé ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðè-àíòíîñòü ýòîé �îðìóëû. Íî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åå ÿâíî,åñëè ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðû ìãíîâåííîé áåçðàçìåðíîé ñêî-ðîñòè β(t1) = γ(t1){1, ~β(t1)} è ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ
w(t1) = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ2(~β ~w)~β}, (147)à òàêæå âîëíîâîé âåêòîð èçëó÷àåìîãî ïîëÿ

æ = æ{1, ~n}, (148)âûáðàâ êàêóþ-íèáóäü âåëè÷èíó âîëíîâîãî ÷èñëà æ. Ïîñêîëüêó âñå÷àñòîòû (èëè âîëíîâûå ÷èñëà, èëè ìîäóëè èìïóëüñîâ) �îòîíîâ ïðå-îáðàçóþòñÿ îäèíàêîâî, ò. å. óìíîæàþòñÿ íà ìíîæèòåëè, êîòîðûå íåçàâèñÿò îò èñõîäíîé ÷àñòîòû, òî áåçðàçëè÷íî, êàêóþ âåëè÷èíó æâçÿòü.Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà (146) ìîæåò áûòü çàïèñàíàòàê:
dP = − e2

4πc3
dτ1

∫

(æβ)2w2 + (æw)2

(æβ)5
æ2d2næ. (149)Ñþäà âõîäÿò èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû: äè��åðåíöèàë ñîáñòâåííî-ãî âðåìåíè çàðÿäà â äàííûé ìîìåíò dτ1 = dt1/γ, èíâàðèàíò æ2d2nè äðîáü, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõìåð-íûõ âåêòîðîâ, à òàêæå âåêòîð æ. Ââåäåííàÿ äëÿ óäîáñòâà è íàãëÿä-íîñòè âåëè÷èíà æ âõîäèò â îäíîé è òîé æå ñòåïåíè â ÷èñëèòåëü èçíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è ñîêðàùàåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-äå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ÿâíî èíâàðèàíòíûé ìíîæèòåëü (ïî-ñëåäíÿÿ äðîáü) è â ñâîþ î÷åðåäü âõîäÿùåãî â êîâàðèàíòíîå âûðà-æåíèå äëÿ èçëó÷àåìîãî èìïóëüñà:

W = − e2

4πc3
æ3

γ

(æβ)2w2 + (æw)2

(æβ)5
. (150)Ïðè ìãíîâåííîé îñòàíîâêå çàðÿäà, ò. å. ïðè ïåðåõîäå â åãî ìãíîâåí-íóþ ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ãäå ~β = 0, áóäåò w2 = −w2, æ =

æ0, æβ = æ0, wæ = −æ0~n ~w è �îðìóëà (150) ïåðåéäåò â �îðìóëóËàðìîðà (133).5. Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé. �àññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå,òàê êàê äëÿ íåãî �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðîùå è íàãëÿäíåå. Ïðè37



ïàðàëëåëüíûõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèè (~β||~w) èçëó÷åíèå íå çàâèñèòîò àçèìóòà è
W =

e2

4πc3
w2 sin2 θ

(1 − β cos θ)5
. (151)Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ óãëà θ íåîòðèöà-òåëüíàÿ �óíêöèÿ W îáðàùàåòñÿ â íóëü, âíóòðè îíà äîëæíà èìåòüìàêñèìóì. Äåéñòâèòåëüíî, îí äîñòèãàåòñÿ ïðè

cos θmax=

√

1+15β2−1

3β
, sin θmax =

1

γ

√

2

1+3β2+
√

1+15β2
. (152)Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü â (151) ìîæíîçàìåíèòü åäèíèöåé. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëå-íèÿì îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì ìíîæèòåëåì sin2 θ. Ïðÿìî âïåðåä è íà-çàä èçëó÷åíèÿ íåò, à âî âñåõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ îíî ïðèìåðíîîäèíàêîâî. Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = π/2.Åñëè çàðÿä óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, òî õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ ñî-âñåì äðóãîé. �àçíîñòü â çíàìåíàòåëå 1−β cos θ â (151) ïðè áëèçêèõê åäèíèöå β áëèçêà ê åäèíèöå ïðè âñåõ óãëàõ, êðîìå ìàëûõ. Åñëèæå 0 < θ ≪ 1, òî ýòîò çíàìåíàòåëü áëèçîê ê íóëþ è äðîáü ñòàíî-âèòñÿ î÷åíü áîëüøîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî êîëè÷åñòâåííî.Ïðè ìàëûõ óãëàõ è ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà, ðàñ-ñìàòðèâàåìóþ ðàçíîñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1−β cos θ=1−β+β(1−cosθ)=
1−β2

1+β
+2β sin2 θ

2
∼ 1

2γ2
+
θ2

2
=

1+γ2θ2

2γ2
.(153)Ïîäñòàâèâ åå â (151) è çàìåíèâ ñèíóñ íà óãîë, ïîëó÷èì

W ∼ e2

4πc3
w2θ2

(

2γ2

1 + γ2θ2

)5

=
e2

4πc3
w225γ8 u

(1 + u)5
, u = (θγ)2.(154)Òàêèì îáðàçîì, â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çà-âèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ θγ. Â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìóì ýòà ìîùíîñòüäîñòèãàåò ïðè u = 1/4, ò. å. θmax = 1/(2γ), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (152).Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äðîáè u/(1 + u)5 ðàâíî 28/55. Ïîëîâèííîåîò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèå ìîùíîñòü ïðèíèìàåò ïðè äâóõ êîðíÿõóðàâíåíèÿ u/(1 + u)5 = 27/55. Ýòè êîðíè u = 0.05303 è u = 0.8216.Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ óãëîâ θ = 0.2303/γ è θ = 0.9065/γ.38



Íà ðèñ. 4à ïðèâåäåíû ïîëÿðíûå äèàãðàììû áåçðàçìåðíûõ ìíî-æèòåëåé sin2 θ

(1 − β cos θ)5
1

32γ8
, îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåííîñòü èçëó-÷àåìîé çàðÿäîì ýíåðãèè (151), ïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Ñî-îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ γ = 1.154, 1.167, 2.294, 3.203, 5.025. Äèà-ãðàììû ñ ðîñòîì β ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå óçêèìè è âûòÿíóòûìè.Ìíîæèòåëè 32γ8, äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé β ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-íî 32, 1.01 ·102, 1.91 ·103, 2.46 ·104, 3.54 ·105, 1.30 ·107. Îíè ââåäåíû (âçíàìåíàòåëü) äëÿ âîçìîæíîñòè ïîìåùåíèÿ êðèâûõ íà îäèí ãðà�èê.Áåç ýòèõ ìíîæèòåëåé ðåàëüíàÿ âûòÿíóòîñòü êðèâûõ ñ ïðèáëèæå-íèåì β ê åäèíèöå ðàñòåò êàòàñòðî�è÷åñêè. Íà ðèñ. 4á çíà÷åíèÿòåõ æå �óíêöèé îòëîæåíû â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà u = (θγ)2.Á�îëüøèì çíà÷åíèÿì β ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèå âåëè÷èíû ìàêñèìó-ìîâ. Òàì æå ïîìåùåíà è ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ u/(1+u)5, îòâå÷àþùàÿ

β = 1, γ = ∞. Âèäíî, êàê êðèâûå ñ ïðèáëèæåíèåì β ê 1 ïðèáëè-æàþòñÿ ê ñâîåé ïðåäåëüíîé êðèâîé, ïðè÷åì çíà÷èòåëüíàÿ áëèçîñòüäîñòèãàåòñÿ óæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ γ.à á
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u�èñ. 4à. Îòíîøåíèÿ sin2 θ

(1−β cos θ)5
1

32γ8
�èñ. 4á. Òå æå âåëè÷èíû, ÷òîïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95 è 0.98 è íà ðèñ. 4à, â çàâèñèìîñòè îòâ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. àðãóìåíòà u = (θγ)2 è ïðåäåëïðè β → 1.0.Õîòÿ òî÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëå-íèÿì çàìåíåíà íà ïðèáëèæåííóþ, îøèáêà ïðè áîëüøèõ γ íåâåëèêà.Òàê, ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü, íàõîäèìàÿ ïî òî÷íîé è ïî ïðèáëèæåí-íîé �îðìóëàì, åñëè âî âòîðîé ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó39



äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåòñÿ îäíîé è òîé æå. Äåéñòâèòåëüíî, äâàèíòåãðàëà ðàâíû:
π
∫

0

sin3 θdθ

(1 − β cos θ)5
=

1
∫

−1

1 − η2

(1 − βη)5
dη = I0 5 − I2 5 =

4

3
γ6,

25γ10

∞
∫

0

θ3dθ

(1 + θ2γ2)5
= 25γ6I2 3 5 =

4

3
γ6. (155)Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëû ñ äâóìÿ è òðåìÿ èíäåêñàìè,âû÷èñëÿåìûå â Ïðèëîæåíèè Â.Òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è óãîë ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè èçëó÷å-íèÿ, èìåþò ñðåäíèå ñòåïåíè óãëà, âçâåøåííûå ïî ðàñïðåäåëåíèþèíòåíñèâíîñòè:

< θδγδ >=
3

4γ6
25γ10+δ

∞
∫

0

θδ+3dθ

(1 + γ2θ2)5
= 24 I2 δ+35 =

=
1

2
Γ(3 − δ/2)Γ(2 + δ/2) =

(

1 − δ

4

)(

1 − δ2

4

)

πδ/2

sin(πδ/2)
. (156)Ñðåäíèå èìåþò ñìûñë ïðè −4 < δ < 6. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèé óãîëè ñðåäíèé êâàäðàò óãëà

< θ >=
9π

32

1

γ
=

0.8836

γ
, < θ2 >=

24

γ2
I2 5 5 =

1

γ2
. (157)Ñîîòâåòñòâåííî äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðò ðàâíû

Dθ =
0.2193

γ2
,
√

Dθ =
0.4683

γ
. (158)Òàêèì îáðàçîì, èçëó÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà, êî-òîðûé äâèæåòñÿ ìãíîâåííî ïî ïðÿìîé, ò. å. ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóïåðåãèáà ñâîåé òðàåêòîðèè, ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ðàäèóñà-âåêòîðà ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ, ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñå ñóãëîì ðàñòâîðà ïîðÿäêà 1/γ â ñòîðîíó åãî äâèæåíèÿ, õîòÿ ïðÿ-ìî ïî íàïðàâëåíèþ ýòîãî äâèæåíèÿ èçëó÷åíèÿ íåò. Çàìåòèì, ÷òîâ ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàðÿä íåïîäâèæåí è ñîîòâåòñòâåííîèçëó÷àåò. Äâèæóùèéñÿ çàðÿä óâëåêàåò çà ñîáîé è ñîçäàâàåìîå èìïîëå. 40



Ñëó÷àé äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè çàñëóæèâàåò îòäåëü-íîãî ðàññìîòðåíèÿ, êîòîðîå áóäåò îñóùåñòâëåíî â ðàçäåëå, ïîñâÿ-ùåííîì ìàãíèòî-òîðìîçíîìó ìåõàíèçìó èçëó÷åíèÿ.� 5. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé çîíå1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïîòåíöèàëîâ. Â ýòîì ïàðàãðà�åïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåãî, ò. å. â âîëíîâîé çîíå. Äëÿ ýòîãî íàé-äåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè îò ýëåêòðîìàãíèòíûõ âåëè-÷èí è íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ (108).Îïðåäåëèì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì, íå ââîäÿ âíèõ ìíîæèòåëåé:
ϕω =

∞
∫

−∞

ei ω tϕ(t1)dt, ~Aω =

∞
∫

−∞

ei ω t ~A(t1)dt. (159)Ó âñåõ âåëè÷èí â ýòîì ïàðàãðà�å íå áóäåì ïèñàòü àðãóìåíòà ~r, òàêêàê îí ó íèõ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, ò. å. òî÷êà íàáëþ-äåíèÿ çàêðåïëåíà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî õîòÿ ïîòåíöèàëû è äðóãèåâåëè÷èíû çàâèñÿò îò âðåìåíè t1, ïðåîáðàçîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïîâðåìåíè íàáëþäàòåëÿ t.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè âðåìåíà tè t1 (110) è èõ äè��åðåíöèàëû (111), ïîëó÷èì
ϕω=

e

R
ei ω R/c

∞
∫

−∞

ei ω (t1−~x~n/c)dt1, ~Aω=
e

R
ei ω R/c

∞
∫

−∞

ei ω (t1−~x~n/c)~βdt1.(160)Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÷åòûðåõìåðíûõ îáîçíà-÷åíèÿõ ÷åðåç îäèí âåêòîð, à èìåííî
Aω = {ϕω, ~Aω} =

e

R
ei ω R/c2πG(~æ), (161)ãäå

G(~æ) = Gω(~n) = {G0(~æ), ~G(~æ)} =
1

2πc

∫

eiæxdx. (162)41



Àðãóìåíòîì ýòîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ÷åòû-ðåõìåðíîãî âåêòîðà
æ = {æ, ~æ}, ~æ = æ~n, æ = ω/c, (163)ò. å. âîëíîâîé âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà âîëíîâîìó ÷èñëó. Èí-òåãðàë â (162) áåðåòñÿ ïî òðàåêòîðèè çàðÿäà â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-êîâñêîãî, íàçûâàåìîé ìèðîâîé ëèíèåé:

x = {c t1, ~x(t1)}, dx/c = {dt1, ~β(t1)dt1}. (164)Ôàçîâûé ìíîæèòåëü ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå â (160) è (161)íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè, òàê êàê åãî ìîäóëü ðàâåí 1. Â ðàâåíñòâàõ(159)�(161), êàê è äàëüøå, ãäå âìåñòî âåêòîðà ~æ â êà÷åñòâå àðãó-ìåíòà íàïèñàíà ÷àñòîòà ω â èíäåêñå, çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèéÔóðüå îò âåêòîðà ~n ïîäðàçóìåâàåòñÿ.Èç óñëîâèÿ Ëîðåíöà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâà-íèÿìè Ôóðüå îò ïîòåíöèàëîâ
æAω = 0, æϕω = ~æ ~Aω (165)èëè (÷òî òî æå ñàìîå) ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà (162)

æG(~æ) = 0, æG0(~æ) = ~æ ~G(~æ). (166)Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëû âåùåñòâåííû, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿñîîòíîøåíèÿ
A−ω = A∗

ω, (167)ò. å. èçìåíåíèå çíàêà àðãóìåíòà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíîñèëüíî êîì-ïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ. Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
A(t1) =

1

2π

∞
∫

−∞

e−i ω tAωdω. (168)2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòåé. Ïîñêîëüêó íàïðÿæåííî-ñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç ïðîèçâîä-íûå îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè ñîãëàñíî (125), òî ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé íàéòè î÷åíü ïðîñòî. Äëÿýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ42



~Eω =

∞
∫

−∞

ei ω t ~E(t1)dt =
i

æ
~æ × ( ~Aω × ~æ) = iæ~n× ( ~Aω × ~n) =

= iæ [ ~Aω − ~n ( ~Aω~n)] = iæ [ ~Aω − ~nϕω ]. (169)Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
~Hω = i ~æ × ~Aω = ~n× ~Eω. (170)Âåùåñòâåííîñòü íàïðÿæåííîñòåé âëå÷åò äëÿ èõ ïðåîáðàçîâà-íèé ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ (167) äëÿ ïîòåíöè-àëîâ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ çàïèøåòñÿ â âèäå
∞
∫

−∞

| ~E|2dt =
1

π

∞
∫

0

| ~Eω|2dω. (171)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âõîäÿùèé ñþäà êâàäðàò ïðåîáðàçîâàíèÿâ ñèëó ðàâåíñòâ (165) è (161) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð G:
| ~Eω |2 = æ2

[

| ~Aω|2 + |ϕω |2 − ~n( ~Aωϕ
∗
ω + ~A∗

ωϕω)
]

=

= æ2
[

| ~Aω |2 − |ϕω |2
]

= −æ2AωA
∗
ω = −4π2 e

2

R2
æ2GωG

∗
ω. (172)3. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Òåïåðü íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå,ò. å. êâàäðàòè÷íûå ïî íàïðÿæåííîñòÿì âåëè÷èíû. �àâåíñòâî (171)÷åðåç ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

W=

∞
∫

−∞

Wdt1 =

∞
∫

−∞

W⋆dt=
c

4π
R2

∞
∫

0

| ~E|2dt= c

4π2
R2

∞
∫

0

dω| ~Eω|2(173)è ââèäó (172)
W = −4π2 e

2 c

4π2

∞
∫

0

dωæ2G ωG
∗
ω. (174)Èç âûðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëà èçëó÷àåìîãî ÷åòûðåõìåð-íîãî èìïóëüñà (146) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (145) ïîëó÷àåòñÿ

P =
1

c2

∫

Idx =
1

c

∫

{1, ~β(t1)}Idt1 =
1

c

∫

{1, ~β}dt1
∫

Wd2n =

=
1

c

∫

d2n

∫

{1, ~β}dt1W =
1

c

∫

d2n{1, ~n}W . (175)43



Íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (173) äëÿ èíòåãðàëà îòèíòåíñèâíîñòè, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
P = −e2c

∫

d2n{1, ~n}
∞
∫

0

æ2dæG ωG
∗
ω = −e2c

∫

d3æ

æ
æG ωG

∗
ω.(176)Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò èçëó÷àåìóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ âñïåêòðàëüíîé �îðìå.×åòûðåõìåðíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ(166) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå

G ωG
∗
ω = (~n ~Gω)(~n ~G∗

ω)− ~Gω ~G
∗
ω = −|~n× ~Gω|2 = −|~Gω|2 sin2 Θω. (177)Óãëû äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû ìîãóò áûòü ñâîè.4. �àçëîæåíèÿ Ôóðüå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè çàðÿäà.Åñëè äâèæåíèå çàðÿäà ïåðèîäè÷åñêîå, òî âñå âåëè÷èíû, ñâÿçàí-íûå ñ ýòèì äâèæåíèåì, íàïðèìåð, êîîðäèíàòû çàðÿäà, åãî ñêîðîñòü,óñêîðåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî è íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî èì ýëåê-òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òîæå ïåðèîäè÷åñêèå. Ïóñòü ïåðèîä ñîñòàâëÿ-åò T0 ïî âðåìåíè âëèÿíèÿ t1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è ïî âðåìå-íè íàáëþäàòåëÿ t èçëó÷åíèå çàðÿäà èìååò òîò æå ïåðèîä. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âðåìå-íè t1, ò. å. f(t1 + T0) = f(t1). Âðåìåíà t è t1 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì(110), ïðåäñòàâëÿþùèì t êàê �óíêöèþ t1. Íàéäÿ îáðàòíóþ çàâè-ñèìîñòü t1 îò t è ïîäñòàâèâ åå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà �óíêöèè f ,ïîëó÷èì äðóãóþ �óíêöèþ, îáîçíà÷èì åå f1, ñ òåìè æå çíà÷åíèÿ-ìè, ò. å. f1(t) = f(t1). Íî èç (110) ÿñíî, ÷òî åñëè äîáàâèòü T0 ê

t1, òî òî÷íî òà æå âåëè÷èíà äîáàâèòñÿ ê t è íàîáîðîò. Ïîýòîìó
f1(t+ T0) = f(t1 + T0) = f(t1) = f1(t).Ïåðèîäè÷åñêèå íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî ïîëÿ ðàñêëàäûâà-þòñÿ â ðÿäû Ôóðüå. Ïîýòîìó ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêè äâè-æóùåãîñÿ çàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ëèíèé, ïðè÷åì ðàññòîÿíèåìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè ïî êðóãîâîé ÷àñòîòå ðàâíî ω0 = 2 π/T0� êðóãîâîé ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäó T0. Ôîðìóëû, îïðå-äåëÿþùèå ýòîò ñïåêòð, àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå äëÿ ñëó÷àÿíåïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, òîëüêî îáû÷íî ìíîæèòåëü 2π âêëþ-÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèå, à íå â îáðàùåíèå åãî. Êðîìå òîãî, ðàç-ìåðíîñòü êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îòëè÷àåòñÿ îò ðàçìåðíîñòè ïðåîá-ðàçîâàíèé, òàê êàê èíòåãðàë, âõîäÿùèé â èõ âûðàæåíèå, áåðåòñÿ ïîïåðèîäó è äåëèòñÿ íà ïåðèîä. 44



Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ ÷åòûðåõ ïîòåíöèàëîâ â âèäå ðÿäîâÔóðüå:
A =

∞
∑

l=−∞

exp (−i ω0 l t)Al. (178)Êîý��èöèåíòû Ôóðüå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû ñëåäóþùåé�îðìóëîé:
Al =

ω0

2π

T0/2
∫

−T0/2

A exp (i lω0t)dt. (179)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëîâ äîëæíî âûïîë-íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå (167):
A−l = A∗

l . (180)Òàê êàê ïîòåíöèàëû ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ Ëîðåíöà âî âñåõñëó÷àÿõ (ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå èëè íåò), òî êîý��èöèåíòû ðàç-ëîæåíèé ïîòåíöèàëîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
~n ~Al = ϕl. (181)Ïîñêîëüêó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëàñîãëàñíî (125), òî ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé èìåþò òîò æå âèä,÷òî è (178), è èõ êîý��èöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (179):

~El = − i

c
lω0~n×(~n× ~Al) = − i

c
lω0[~n(~n ~Al)− ~Al], ~Hl =

i

c
lω0~n× ~Al. (182)Òî÷íî òàêàÿ æå àíàëîãèÿ âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âûðàæåíèé êîý�-�èöèåíòîâ ðÿäîâ Ôóðüå ÷åðåç âåêòîð � àíàëîã (161). Ïîñëå ïîäñòà-íîâêè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âðåìåíàìè íàáëþäåíèÿ è âëèÿíèÿ (110)è âûðàæåíèé (179) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷èòñÿ

Al=
ω0

2π
exp (i lω0R/c)

T0/2
∫

−T0/2

A exp
(

i lω0(t1 − ~n~x/c)
)

(1−~n~β)dt1 =

=
ω0

2π

e

R
exp (i lω0R/c)

T0/2
∫

−T0/2

exp
(

i lω0(t1 − ~n~x/c)
)

{1, ~β}dt1.(183)Îòñþäà ñëåäóåò 45



Al =
eω0

R
exp (i lω0R/c)Gl, (184)ãäå ÷åòûðåõìåðíûé êîý��èöèåíò Gl, îïðåäåëåííûé ñ òåì æå ìíî-æèòåëåì, ÷òî è â (162):

Gl(~n) = {G0l, ~Gl} =
1

2π

T0/2
∫

−T0/2

exp
(

i lω0(t1 − ~n~x/c)
)

{1, ~β}dt1, (185)ïðè÷åì G0 l(~n) = ~n ~Gl(~n).Ôîðìóëû (182) òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü:
~El = −i e

R

lω2
0

c
~n× (~n× ~Gl), ~Hl = i

e

R

lω2
0

c
~n× ~Gl. (186)5. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî çàðÿäà. Êâàäðàòû êîý�-�èöèåíòîâ Ôóðüå íàïðÿæåííîñòåé

| ~El|2 = | ~Hl|2 =
l2

c2
ω2

0(| ~Al|2+|ϕl|2−~n ~Alϕ∗
l −~n ~A∗

l ϕl)=
l2

c2
ω2

0(| ~Al|2−|ϕl|2)(187)òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Gl:
| ~El|2 = − l2

c2
ω2

0AlA
∗
l = − l2

c2
ω4

0

e2

R2
GlG

∗
l . (188)Çàïèøåì óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè äëÿ âåêòîðà ~E:

T0/2
∫

−T0/2

~E2dt = T0

∞
∑

l=−∞

| ~El|2 = −T0
e2

R2

ω4
0

c2
2

∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (189)×åðåç ïîëíîå èçëó÷åíèå åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

T0/2
∫

−T0/2

Wdt1 =
c

4π
R2

T0/2
∫

−T0/2

~E2dt = −e
2

c
ω3

0

∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (190)×åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïåðåíîñèìûé èçëó÷åíèåì çà ïåðèîä,íàõîäèòñÿ, êàê è âûøå. Êîìáèíàöèÿ ðàâåíñòâ (175) äëÿ ñëó÷àÿ ïå-ðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ è (190) äàåò

P =
1

c

∫

d2n{1, ~n}
T0/2
∫

−T0/2

dt1W=−e
2

c2
ω3

0

∫

d2n{1, ~n}
∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (191)46



Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêè äâèæóùåãîñÿçàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ëèíèé.Ôîðìóëà (191) îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ëèíèé. Äëÿ âîçìîæ-íîñòè ñðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè â íåïðåðûâíîìñïåêòðå è èíòåíñèâíîñòü ëèíèé ðàññ÷èòûâàþò íà åäèíè÷íûé èí-òåðâàë ÷àñòîò, ò. å. ââîäÿò ìíîæèòåëü 1/ω0. Â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó÷àñòîòû è åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë èíòåíñèâíîñòü l-òîé ëèíèè èç-ëó÷åíèÿ çàðÿäà, ñîâåðøàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ðàâíà
Wl=R

2 c

ω0
| ~El|2=−e

2

c2
l2ω2

0GlG
∗
l =

e2

c2
l2ω2

0|~n× ~Gl|2=
e2

c2
l2ω2

0 |~Gl|2 sin2 Θl,(192)òàê ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ èçëó÷åíèÿ, èñïóñêàåìîãî çàðÿäîìâî âñå ñòîðîíû, ðàâåí
P = ω0

∫

d2n{1, ~n}
∞
∑

l=1

Wl. (193)Äëÿ íàõîæäåíèÿ Wl íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òðè èíòåãðàëà ~Gl �ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà (185).Îòìåòèì åùå ïîâåäåíèå èíòåíñèâíîñòè (192) ïðè ïðåîáðàçîâà-íèÿõ Ëîðåíöà. Ïîñêîëüêó â �îðìóëå âåêòîð ω0{1, ~n} ïðåîáðàçóåòñÿêàê èìïóëüñ �îòîíà, à ω2
0d

2n è êâàäðàò âåêòîðà G èíâàðèàíòíû,òî èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷àñòíîå Wl/ω
2
0.6. Íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä. Åñëè çàðÿä íåðåëÿòèâèñòñêèé, òîâðåìåíà t è t1 îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå è â ýêñ-ïîíåíòàõ â �îðìóëàõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðèìåð, â (160) è (185),ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ÷àñòîòà. Ïîýòîìó ñïåêòð íå çàâèñèò îò íàïðàâ-ëåíèÿ èçëó÷åíèÿ. Äîñòàòî÷íî äëÿ íåïðåðûâíîãî èçëó÷åíèÿ âû÷èñ-ëèòü òðè (âîîáùå ãîâîðÿ) èíòåãðàëà â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû

~Gω =
1

2πc

∫

eiωt~̇r0dt, (194)Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå äè��åðåíöèàëû d~x è d~r0 íå ðàçëè-÷àþòñÿ. Âåêòîð ~G äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ìîæíî ñâÿçàòüñ ïðåîáðàçîâàíèåì óñêîðåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî÷àñòÿì â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, íàéäåì
~wω =

∫

eiωt ~wdt = −iω
∫

eiωt~̇r0dt = −iω
∫

eiωtd~r0 = −2πicω ~Gω.(195)47



Èçëó÷àåò íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä òîëüêî ýíåðãèþ (èçëó÷àåìûé èìèìïóëüñ ïðåíåáðåæèìî ìàë), ïðè÷åì ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ïîëíàÿñïåêòðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü Iω, òàê êàê âñå èíòåãðàëû îò êâàä-ðàòîâ ñèíóñîâ ñîâïàäàþò è ðàâíû 8π/3. Íàïèøåì ðàâåíñòâî (175)òîëüêî äëÿ ýíåðãèè
cP0 =

∫

Idt = −e
2

c

∞
∫

0

ω2dω

∫

d2nGωG
∗
ω =

∞
∫

0

Iωdω. (196)Çäåñü
Iω = −e

2

c
ω2

∫

d2nGωG
∗
ω =

8π

3

e2

c
ω2|~Gω|2. (197)Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâè-æåíèÿ. Êîý��èöèåíò Ôóðüå

~Gl =
1

2πc

π/ω0
∫

−π/ω0

eilω0t~̇r0dt =
1

2πc

π/ω0
∫

−π/ω0

eilω0td~r0. (198)Òî÷íî òàê æå, êàê â (195), óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü âåêòîðà ~Gl ñ ïðå-îáðàçîâàíèåì óñêîðåíèÿ:
~wl =

ω0

2π

π/ω0
∫

−π/ω0

eilω0t ~wdt = −icω2
0
~Gl. (199)Ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü (ýíåðãèÿ) ëèíèè òàêæå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàåäèíèöó ÷àñòîòû:

Il =

∫

d2nWl = −e
2

c
ω2

∫

d2nGlG
∗
l =

8π

3

e2

c
ω2

0l
2|~Gl|2. (200)Ôîðìóëû (197) è (200) �àêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, òàê êàê ÷àñòî-òà ëèíèè ñ íîìåðîì l ðàâíà lω0. Ýòè �îðìóëû ìîæíî âûâåñòè èíåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóëû Ëàðìîðà (134).Â êíèãå À.À.Ñîêîëîâà è È.Ì.Òåðíîâà [51℄ âûâîä �îðìóë, îïè-ñûâàþùèõ ñïåêòðû èçëó÷àþùèõ çàðÿäîâ, ïðîèçâîäèòñÿ áåç èñïîëü-çîâàíèÿ ïîíÿòèÿ âîëíîâîé çîíû, âîçìîæíîñòü ÷åãî áûëà ïîêàçàíàâ ðàáîòå [50℄. 48



� 6. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèåÂ çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû êðàòêî îïèøåì ñîñòîÿíèå òåðìîäè-íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîíÿòèå î êîòîðîì íå îòíîñèòñÿ ïðÿìî êñîäåðæàíèþ ãëàâû, îäíàêî îíî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïîäðîáíî îïèñàíî â ðàçëè÷íûõó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð, â êóðñå Ë.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà [29℄.Ïðè íåì ïðîèñõîäÿò ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, íî êàæäûé ïðÿìîé ïðî-öåñ óðàâíîâåøèâàåòñÿ îáðàòíûì, òàê ÷òî â öåëîì íè÷åãî íå ìå-íÿåòñÿ. Ñîñòîÿíèå âåùåñòâà è èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèìïàðàìåòðîì � òåìïåðàòóðîé.Çäåñü óêàæåì èñïîëüçóåìûå â äðóãèõ ãëàâàõ �îðìóëû, âûïîë-íÿþùèåñÿ ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (ÒÄ�).Ýòî âî-ïåðâûõ, �îðìóëà Ìàêñâåëëà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïîñêîðîñòÿì, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ â òåõ ìåñòàõ, ãäå îíà ïðèìåíÿåòñÿ.Âî-âòîðûõ, �îðìóëà Áîëüöìàíà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ðàâíîâåñ-íîå ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåííîñòåé àòîìîâ (èëè èîíîâ) ïî ñâÿçàííûìñîñòîÿíèÿì ïðè òåìïåðàòóðå T :
ni
nj

=
gi
gj
e−(Ei−Ej)/kBT , (201)ãäå ni è nj � êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â ñîñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèÿìè Eiè Ej , gi è gj � ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ýòèõ ñîñòîÿíèé (÷èñëî ïîä-óðîâíåé). Òðåòüÿ �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé èîíèçàöèè èëè�îðìóëîé Ñàõà è îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî ñòàäèÿìèîíèçàöèè:

ne
n+

n1
= 2

g+

g1

(2πmkBT )3/2

h3
e−χ1/kBT . (202)Â ýòîé �îðìóëå n+ � êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ, n1 � êîíöåíòðàöèÿ àòî-ìîâ ìàññîé m â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E1 = −χ1 < 0, g+ è

g1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà.Òðè óêàçàííûå �îðìóëû îïðåäåëÿþò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèåâåùåñòâà. Ñîñòîÿíèå èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ �îðìóëîé Ïëàí-êà, ñîãëàñíî êîòîðîé èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðè ÒÄ� äàåòñÿ�óíêöèåé Ïëàíêà Bν(T ):
Iν = Bν(T ), Bν(T ) =

2hν3

c2
1

ehν/(kBT ) − 1
. (203)49



�ëàâà II. Òîðìîçíîé è ðåêîìáèíàöèîííûéìåõàíèçìû� 1. Èçëó÷åíèå ïðè êóëîíîâñêîì âçàèìîäåéñòâèèÂ ýòîì ïàðàãðà�å äàäèì òî÷íûé âûâîä �îðìóë, õàðàêòåðèçó-þùèõ èçëó÷åíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà â ïîëå èîíà â ðàìêàõêëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà-÷è î äâèæåíèè äâóõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè èõêóëîíîâñêîì âçàèìîäåéñòâèè.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Çàäà÷à î äâèæåíèè íåðåëÿ-òèâèñòñêèõ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì êóëîíîâñêîé ñèëû ñîâïàäàåò ñêëàññè÷åñêîé çàäà÷åé äâóõ òåë, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíó òÿãîòåíèÿÍüþòîíà. Êðàòêî âîñïðîèçâåäåì åå ðåøåíèå îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâîãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îðáèò. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíå-íèÿì
m1~̈r1 = Z1Z2e

2 ~r2 − ~r1
|~r2 − ~r1|3

, m2~̈r2 = Z1Z2e
2 ~r1 − ~r2
|~r2 − ~r1|3

. (1)Çäåñü ~r1 è ~r2 � ðàäèóñû-âåêòîðû ÷àñòèö, m1 è m2 � èõ ìàññû, à
Z1e è Z2e � çàðÿäû.Óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ðàçäåëåíèå äâèæåíèé íà äâèæåíèå öåí-òðà ìàññ è äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Ïðèìåìçà îñíîâíóþ ÷àñòèöó 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî âòîðàÿ äâèæåòñÿ îêîëî íåå. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç ~R ðàäèóñ-âåêòîð èõ öåíòðà ìàññ, à ÷åðåç ~r = ~r2 − ~r1ðàäèóñ-âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ:

~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

, ~r = ~r2 − ~r1. (2)Òîãäà ðàäèóñû-âåêòîðû êàæäîé èç ÷àñòèö âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ~R è ~r:
~r1 = ~R− m

m1
~r, ~r2 = ~R +

m

m2
~r. (3)Çäåñü m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà:

m =
m1m2

m1 +m2
. (4)50



Óðàâíåíèÿ (1) ïåðåéäóò â äâà íîâûõ óðàâíåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó è ïðÿìîëèíåéíîìó äâèæåíèþ öåíòðàìàññ, à âòîðîå îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå:
(m1 +m2) ~̈R = 0, m~̈r = Z1Z2e

2 ~r

r3
. (5)Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå â (5) íà ~̇r, ïðèìåì âî âíèìàíèå î÷å-âèäíûå ñîîòíîøåíèÿ ~r 2 = r2 è ~r~̇r = rṙ è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò.Ïîëó÷èòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-ãèè

m(~̇r)2

2
+
Z1Z2e

2

r
= E , (6)ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.Ââåäÿ âåêòîð ìîìåíòà ~L = m~r × ~̇r, óáåäèìñÿ, ÷òî îí íå èçìå-íÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Äåéñòâèòåëüíî,

~̇L = m
[

~̇r × ~̇r + ~r × ~̈r
]

= 0, (7)òàê êàê â îáîèõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñîìíîæèòåëè êîëëèíåàð-íû. Òàêèì îáðàçîì, êàê âñåãäà â çàäà÷å äâóõ òåë ñ êîíñåðâàòèâíîéñèëîé, äâèæåíèå ïëîñêîå.Íàñ èíòåðåñóåò èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà â ïîëå èîíà. Áóäåì ñ÷è-òàòü èîí âîäîðîäîïîäîáíûì ñ íåêîìïåíñèðîâàííûì çàðÿäîì Ze.Ïîëîæèì Z2 = −1, Z1 = Z. Ïîñêîëüêó ìàññà èîíà çíà÷èòåëüíîáîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ìàññàñîâïàäàåò ñ ìàññîé ýëåêòðîíà (êîòîðóþ ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòüïðîñòî m).2. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. Â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåê-òîðó ìîìåíòà, ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ðà-äèóñ-âåêòîð ýëåêòðîíà è âåêòîð åãî ñêîðîñòè
~r = r(cosϕ, sinϕ, 0), ~̇r = ṙ(cosϕ, sinϕ, 0)+r(− sinϕ, cosϕ, 0)ϕ̇. (8)Òîãäà ~L = mr2ϕ̇(0, 0, 1), ϕ̇ =

L

mr2
(L > 0) è

(~̇r)2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 = ṙ2 +
L2

m2r2
. (9)51



Èç (9) è (6) ñ ó÷åòîì ñäåëåííîãî âûáîðà çàðÿäîâ íàõîäèì ïðîèç-âîäíóþ ïî âðåìåíè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè:
ṙ =

√

2

m

(

Ze2

r
+ E

)

− L2

m2r2
. (10)Òðàåêòîðèÿ ýëåêòðîíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r = r(ϕ) îïðå-äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dr

dϕ
=
ṙ

ϕ̇
=
mr2

L

√

2

m

(

Ze2

r
+ E

)

− L2

m2r2
(11)Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïàðàãðà�å ÷åðåç ~r îáîçíà÷àåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî èîíà, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü íåïî-äâèæíûì. Ïîýòîìó çäåñü ~r ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì, êîòîðûé â �ëàâå Iîáîçíà÷àëñÿ ~x. Äàëåå íå óêàçûâàåì íóëåâîé àïïëèêàòû òðàåêòîðèè.Õîòÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè, ìû îïèøåì äëÿ ïîëíîòûñëó÷àè îáîèõ çíàêîâ E . Ïðè îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè îðáèòà ýëåê-òðîíà îãðàíè÷åíà, ïðè ïîëîæèòåëüíîé � áåñêîíå÷íà.à) Êîíå÷íàÿ îðáèòà. Åñëè ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿîòðèöàòåëüíà, ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó. Óðàâíåíèå ýëëèïñàâ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

r =
a(1 − ε2)

1 + ε cosϕ
, a =

Ze2

2|E| , ε =

√

1 − 2|E|L2

mZ2e4
, (12)ãäå ε < 1 � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà, à a � åãî áîëüøàÿ ïîëóîñü.Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò îò âðåìåíè óäîáíî ïðåäñòà-âèòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå:

r = a(1 − ε cosχ), t =

√

ma3

Ze2
(χ− ε sinχ), (13)

cosϕ =
cosχ− ε

1 − ε cosχ
, sinϕ =

√

1 − ε2
sinχ

1 − ε cosχ
. (14)Ýòî äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêîå, åãî êðóãîâàÿ ÷àñòîòà è ïåðèîä

ω0 =
(2|E|)3/2
Ze2m1/2

=

√

Ze2

ma3
, T0 =

2π

ω0
. (15)52



Ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè äâèæåíèÿ ïàðàìåòð χ äîñòàòî÷íî èçìåíÿòüâ ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π.Òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ-âåêòîð ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè åãî äâè-æåíèÿ
~r = (x, y) = (a(cosχ− ε), b sinχ), b =

√

1 − ε2a. (16)á) Áåñêîíå÷íàÿ îðáèòà. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïîëíîé ýíåðãèèòðàåêòîðèÿ � ãèïåðáîëà. Åå óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
r =

a(ε2 − 1)

1 + ε cosϕ
, a =

Ze2

2E , ε =

√

1 +
2EL2

mZ2e4
, (17)÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ a áîëüøàÿïîëóîñü, à ε > 1 � ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû.Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû îò âðåìåíè òàêæå ïðåäñòàâèì â ïàðà-ìåòðè÷åñêîé �îðìå:

r = a(ε chχ− 1), t =

√

ma3

Ze2
(ε shχ− χ), (18)

cosϕ =
ε− chχ

ε chχ− 1
, sinϕ =

√

ε2 − 1
shχ

ε chχ− 1
. (19)�àäèóñ-âåêòîð ýëåêòðîíà ïðè òàêîì äâèæåíèè (a è b� áîëüøàÿè ìàëàÿ ïîëóîñè ãèïåðáîëû)

~r = (x, y) = (a(ε− chχ), b shχ), b =
√

ε2 − 1a. (20)Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ââèäå ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîâ, ïàðàáîëû è ãèïåðáîë â òðåõ âàðèàíòàõ.Â ïåðâîì ïðèìåì çà åäèíèöó äëèíû âåëè÷èíó a0 = L2/(Ze2m) =
(ε2 − 1)a è âûðàçèì ýíåðãèþ ÷åðåç íåå è ýêñöåíòðèñèòåò:

E = (ε2 − 1)
Ze2

2a0
= (ε2 − 1)

Z2e4m

2L2
. (21)Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ε ≷ 1 óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè ìîæíî çàïèñàòüåäèíûì îáðàçîì:

(1 − ε2)
x2

a2
0

+ 2ε
x

a0
+
y2

a2
0

= 1. (22)53



Âî âòîðîì âàðèàíòå çà ìàñøòàáíóþ åäèíèöó ïðèìåì íåñêîëüêîäðóãóþ âåëè÷èíó: d0 =
L2

Ze2m(ε+ 1)
= a0/(ε + 1). Åñëè ñ÷èòàòü ååïîñòîÿííîé, òî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé ïðèìóò âèä

(1 − ε)
x2

d2
0

+ 2ε
x

d0
+

y2

(1 + ε)d2
0

= 1 + ε, (23)à ýíåðãèÿ
E =

Ze2

2a
=
Ze2

2a0
(ε2 − 1) =

Ze2

2d0
(ε− 1). (24)Íàêîíåö, ãèïåðáîëû òðåòüåãî ñåìåéñòâà ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíè-ÿìè ýêñöåíòðèñèòåòà, íî èìåþò îáùåå çíà÷åíèå ìàëîé ïîëóîñè. Èõóðàâíåíèå

−x
2

b2
+ 2

ε√
ε2 − 1

x

b
+

y2

b2(ε2 − 1)
= 1, (25)à ýíåðãèÿ E =

Ze2

2b

√

ε2 − 1.Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ñî�îêóñíûå îêðóæíîñòü, ýëëèïñû, ïà-ðàáîëà è ëåâûå âåòâè ãèïåðáîë (îáùèé �îêóñ â íà÷àëå êîîðäèíàò).Íà ðèñ. 1à çàêðåïëåíî çíà÷åíèåì a0, à íà ðèñ. 1á � çíà÷åíèå d0 èâñå ðàññòîÿíèÿ âûðàæàþòñÿ â ýòèõ ìàñøòàáàõ. Âñå êðèâûå íà ðèñ.1à ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè (0,±a0), à èõ ïðàâûå òî÷êè ðàñïîëàãàþò-ñÿ ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì 1

8
a0. Âòîðîé �îêóñ ó ýëëèïñà íàõîäèòñÿâ òî÷êå − 2ε

1 − ε2
a0, à öåíòð â òî÷êå − ε

1 − ε2
a0. Íà ðèñ. 1á ó êðèâûõîáùàÿ ïðàâàÿ òî÷êà (1, 0), à âòîðûå �îêóñû è öåíòðû ïîìåùàþò-ñÿ â òî÷êàõ − 2ε

1 − ε
d0 è − ε

1 − ε
d0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ε = 0 ýòîîêðóæíîñòü ðàäèóñà 1, ó êîòîðîé äâà �îêóñà ñëèòû è ñîâïàäàþò ñöåíòðîì. Ïðè ε→ 1 ëåâûé �îêóñ è öåíòð ýëëèïñà óõîäÿò íà −∞ èòðàåêòîðèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàáîëó. Êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò ñòàíî-âèòñÿ áîëüøå åäèíèöû, ïàðàáîëà ïåðåõîäèò â äâå âåòâè ãèïåðáîëû,èç êîòîðûõ íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ëåâàÿ. Ôîðìóëû äëÿ öåíòðà èâòîðîãî �îêóñà ãèïåðáîë îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è äëÿ ýëëèïñîâ,íî òàê êàê ó ãèïåðáîë ε > 1, ýòè òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ ñïðàâà îòïåðâîãî �îêóñà. Ïðè ε→ ∞ îáå âåòâè ãèïåðáîëû ñëèâàþòñÿ è ïðå-âðàùàþòñÿ â âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå: îñü îðäèíàò íà ðèñ. 1à è x = 1íà ðèñ. 1á. Áîëüøèå ïîëóîñè ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë íà ðèñ. 1à è 1á54



à á â
y/a0 y/d0 y/b

−4 −2 0 −4 −2 0 −2 −1 0 1

−4

4

−2

−4

4

−2

0 0

−4

−2

0

4

2 2 2

x/a0 x/d0 x/b�èñ. 1. Òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà âîêðóã èîíà ïðè(à,á) ε = 0,
1

7
,
1

3
,
3

5
, 1,

5

3
, 3, 7 è (â) ε =

5

3
, 3, 7, 10,∞.

a =
a0

|1 − ε2| è a =
d0

|1 − ε| , ìàëûå � b =
a0

√

|1 − ε2|
è b =

√

1 + ε

|1 − ε|d0.Ó ãèïåðáîë íà ðèñ. 1â çàêðåïëåíî çíà÷åíèå ìàëîé ïîëóîñè b, ÿâëÿþ-ùåéñÿ îäíîâðåìåííî ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì. Òîãäà a =
b√

ε2 − 1
,öåíòðû ãèïåðáîë â òî÷êàõ ε√

ε2 − 1
b, âòîðûå �îêóñû � â òî÷êàõ

2
ε√

ε2 − 1
b. Ïðè ε→ ∞ ãèïåðáîëû ñòðåìÿòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìóïîëîæåíèþ: âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = b.Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçàèìîäåéñòâóþò çàðÿäû îäíîãî çíàêà, òîýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà, ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íåâîçìîæíû, àãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðàâûìè âåòâÿìè.3. Èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ òðà-åêòîðèé. Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ âûáåðåì åäèíè÷íûéâåêòîð ~n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).55



à) Ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöóòåëåñíîãî óãëà íàõîäèì ïî �îðìóëå (I.138): W(θ, φ, t) =

=
Z2e6

4πm2c3a4

(1−ε cosχ)2−[(cosχ−ε) cosφ+
√

1−ε2 sinχ sinφ]2 sin2 θ

(1 − ε cosχ)6
.(26)Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ âî âñå íàïðàâëåíèÿ

I(t) =
2

3

Z2e6

m2c3a4
0

(1 − ε2)4

(1 − ε cosχ)4
. (27)Èçëó÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîå è çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ïðè çàâèñè-ìîñòè âðåìåíè îò ïàðàìåòðà χ ñîãëàñíî (13). Ïîëíîå èçëó÷åíèå çàïåðèîä

π/ω0
∫

−π/ω0

I(t)dt=
2

3

Z2e6

m2c3a4
0

(1−ε2)4 2

ω0

π
∫

0

dχ

(1−ε cosχ)3
=

2π

3

Z4e10m

c3L5
(2+ε2).(28)Êîãäà òðàåêòîðèÿ áëèçêà ê ïàðàáîëè÷åñêîé, èçëó÷åíèå èäåòïî÷òè öåëèêîì â ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ ïà-ðàìåòðà χ = 0 (è ÷åðåç ïðîìåæóòêè, êðàòíûå ïåðèîäó T0). Òî-ãäà ðàçíîñòü 1 − ε cosχ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 1 − ε2 + χ2

2
. Åñ-ëè ïîëîæèòü χ =

√
1 − ε2χ0, òî ýòà ðàçíîñòü ïðåäñòàâèòñÿ â âè-äå (1 − ε2)(1 + χ2

0)/2, à ðàäèóñ-âåêòîð â âèäå ~r = a((1 − ε2)/2 −
χ2/2,

√
1 − ε2χ) = a0((1 − χ2

0)/2, χ0). Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó-÷åíèÿ áóäåò
W=

Z2e6

4πm2c3a4
0[(1+χ2

0)/2]4

[

1−4
[(1−χ2

0)
2 cosφ/2+χ0 sinφ]2 sin2 θ

(1 + χ2
0)

2

]

,(29)à ïîëíàÿ ìîùíîñòü
I =

2

3

Z2e6

m2c3a4
0[(1 + χ2

0)/2]4
. (30)Ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàáîëå ε = 1, χ0 = 0, òàê ÷òî

W =
Z2e6

4πm2c3
16

a4
0

(1 − sin2 θ cos2 φ), I =
2

3

Z2e6

m2c3
16

a4
0

. (31)56



Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë îò ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ (30) ïî âðå-ìåíè, åñëè åãî âçÿòü ïî χ0 îò −∞ äî∞, ïðè÷åì dt=(1−ε cosχ)
dχ

ω0
=

√

ma3
0

Ze2
(1+χ2

0)
dχ0

2
, ïîëó÷èòñÿ ñîâïàäàþùèì ñ (28) ïðè ε = 1.á) Äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëå. Èçëó÷åíèå ïðè ãèïåðáîëè÷åñêîéòðàåêòîðèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîõîæèìè �îðìóëàìè: W(θ, φ, t) =

=
Z2e6

4πm2c3a4

(ε chχ−1)2−[(ε−chχ) cosφ+
√
ε2−1 shχ sinφ]2 sin2 θ

(ε chχ− 1)6
,(32)

I(t) =
2

3

Z2e6

m2c3a4
0

(ε2 − 1)4

(ε chχ− 1)4
, (33)îäíàêî ïåðèîäè÷íîñòè çäåñü íåò, âðåìÿ ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî ∞ ñî-ãëàñíî (18). Ïîëíîå èçëó÷åíèå çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ (ñì. (Â.159))

∞
∫

−∞

I(t)dt=
2

3

Z2e6

m2c3a
5/2
0

(ε2−1)5/2
√

m

Ze2

∞
∫

−∞

dχ

(ε chχ−1)3
=

=
2

3

Z4e10m

c3L5

[(

π

2
+ arcsin

1

ε

)

(ε2+2)+3
√

ε2−1

]

. (34)Äëÿ ïàðàáîëû (ε = 1) �îðìóëû (28) è (34) äàþò îäíî è òî æå.Äâèæåíèå, áëèçêîå ê ïàðàáîëè÷åñêîìó ñî ñòîðîíû ãèïåðáîëè-÷åñêîãî îáëàäàåò ïðàêòè÷åñêè òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñî ñòîðî-íû ýëëèïòè÷åñêîãî. Òàê æå èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî îêîëî ìîìåí-òà, êîãäà χ = 0, ïðåîáðàçîâàíèå ðàäèóñà-âåêòîðà ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
~r = a0((1 − χ2

0)/2, χ0), ãäå χ0 = χ/
√
ε2 − 1, à îñòàëüíûå âåëè÷èíûïî âèäó âîîáùå íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ âûøå.Ïðè î÷åíü áîëüøèõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ òðàåêòîðèÿ áëèçêà êïðÿìîëèíåéíîé. Èç �îðìóë (32)�(34) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε→ ∞ ìãíî-âåííûå âåëè÷èíû îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè, à ïîëíîå èçëó÷åíèå ñòàíî-âèòñÿ áåñêîíå÷íûì.4. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà. Äëÿ âûâîäà ñïåêòðàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðå-îáðàçîâàíèå Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Çäåñüñíîâà ñëó÷àè îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè ðàññìàòðè-âàåì îòäåëüíî. 57



à) Äâèæåíèå ïî ýëëèïñó. Ñîãëàñíî �îðìóëàì (I.185) âû÷èñëÿ-åì âåêòîð, êîòîðûé âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äâèæåíèå ïëîñêîå, ñîäåð-æèò ëèøü äâå êîìïîíåíòû, òàê ÷òî íàäî âû÷èñëèòü äâà èíòåãðàëà,ïðè÷åì îáà èíòåãðàëà, êàê ñëåäóåò èç �îðìóë (Á.38), âûðàæàþòñÿ÷åðåç �óíêöèþ Áåññåëÿ:
~Gl =

1

2πc

π/ω0
∫

−π/ω0

eilω0t(−a sinχ, b cosχ)
dχ

dt
dt =

=
1

2πc

π
∫

−π

eil(χ−ε sinχ)(−a sinχ, b cosχ)dχ=
1

c

(

iaJ ′
l(lε),

b

ε
Jl(lε)

)

.(35)Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l â ðàñ÷åòå íà åäè-íèöó ÷àñòîòû
Il =

8π

3

e2

c3
a2ω2

0l
2

[

J ′2
l (lε) +

1 − ε2

ε2
J2
l (lε)

]

. (36)á) Äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëå. È çäåñü âû÷èñëÿåì âåêòîð (I.162),ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâåäåì ïî ïàðàìåòðó χ:
~Gω =

1

2πc

∞
∫

−∞

eiωtd~r =
1

2πc

∞
∫

−∞

eiµ(ε shχ−χ)(−a shχ, b chχ)dχ, (37)ãäå áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà µ = ω

√

ma3

Ze2
.Äëÿ âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ ÷åðåç èçâåñòíûå �óíêöèè âîñïîëü-çóåìñÿ èíòåãðàëîì èç òåîðèè áåññåëåâûõ �óíêöèé, ïðåäñòàâëÿþ-ùèì �óíêöèþÌàêäîíàëüäà ìíèìîãî ïîðÿäêàKiµ(z). Ýòà �óíêöèÿèçó÷åíà â Ïðèëîæåíèè Á. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òàì ðàâåíñòâ(Á.99) è (Á.101) ïðåîáðàçîâàíèå (37) ïðåäñòàâèòñÿ òàê:

~Gω =
1

πc
eπµ/2

(

iaK ′
iµ(µε),

b

ε
Kiµ(µε)

)

. (38)Èòàê, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
Iω =

8

3π

e2

c3
ω2a2eπµ

[

K ′2
iµ(µε) +

ε2 − 1

ε2
K2
iµ(µε)

]

. (39)58



5. �àñ÷åò íà ïîòîê. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçëó÷åíèå íå îò-äåëüíîãî ýëåêòðîíà, à ïîòîêà òàêèõ ýëåêòðîíîâ. Ïðîèíòåãðèðóåìïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèÿì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~v îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, êîãäàîí íàõîäèëñÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò èîíà. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿîòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ðàâíà E =
mv2

2
. Ïðèöåëüíîåðàññòîÿíèå, ðàâíîå b, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � ýòî ðàññòîÿíèåìåæäó ïðîåêöèåé ñêîðîñòè ~v íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîéñêîðîñòè è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èîí, è èîíîì. Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíîòàêæå ðàññòîÿíèþ �îêóñà ãèïåðáîëû äî åå àñèìïòîòû è åå ìàëîéïîëóîñè. ×åðåç b è v = |~v| ìîìåíò è ýêñöåíòðèñèòåò âûðàæàþòñÿòàê: L = mbv, ε =

√

1 +m2v4b2/(Z2e4).Íàì íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë
dq

dω
= 2π

∞
∫

0

Iωbdb. (40)Ïðè çàêðåïëåííîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà v âåëè÷èíà áîëüøîé ïîëó-îñè ãèïåðáîëû a =
Ze2

mv2
ïîñòîÿííà, à ìàëàÿ ïîëóîñü b ñâÿçàíà ñýêñöåíòðèñèòåòîì. Òàê êàê b2 = a2(ε2 − 1), òî bdb = a2εdε, ïðè÷åìýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

dq

dω
=2πa2

∞
∫

1

Iωεdε=
16

3

e2

c3
ω2 a

4

µ2
eπµ

∞
∫

µ

[

K ′2
iµ(z)+

(

1−µ2

z2

)

K2
iµ(z)

]

zdz.(41)Çäåñü ñäåëàíà ïîäñòàíîâêà z = µε. Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïî-ìîùè óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà
K ′′
iµ(z) +

1

z
K ′
iµ(z) −

(

1 − µ2

z2

)

Kiµ(z) = 0. (42)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
d

dz

[

zKiµ(z)K
′
iµ(z)

]

= z

[

K ′2
iµ(z) +

(

1 − µ2

z2

)

K2
iµ(z)

]

, (43)è ñëåäîâàòåëüíî,
dq

dω
= −16

3

e2

c3
ω2a

4

µ
eπµKiµ(µ)K ′

iµ(µ). (44)Çíàê ìèíóñ ñòîèò ïîòîìó, ÷òî Kiµ(z) óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ z.59



6. ×àñòíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ìàëûõ èáîëüøèõ ÷àñòîò, à òàêæå ðàçëè÷íûå òèïû òðàåêòîðèé çàðÿäà.1) Êîíå÷íàÿ òðàåêòîðèÿ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ïî îê-ðóæíîñòè, êîãäà ε = 0. Òîãäà a = a0, ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíü-øåå âîçìîæíîå ïðè çàäàííûõ âåëè÷èíå ìîìåíòà è çàðÿäå èîíà çíà-÷åíèå E = −Z
2e4m

2L2
= −Ze

2

2a0
, à îñíîâíàÿ ÷àñòîòà ω0 =

√

Ze2

ma3
0

.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîâåäåíèå �óíêöèè Áåññåëÿ âáëèçè íóëÿ,íàõîäèì, ÷òî ïðè ε→ 0

Il ∼
8π

3

e2

c3
a2
0ω

2
0

(

l(l/2)l

l!

)2

2ε2l−2. (45)Îòñþäà ÿñíî, ÷òî çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ïî îêðóæíîñòè, èçëó÷àåòòîëüêî îäíó ëèíèþ � ñ íîìåðîì 1, ïðè÷åì I1 =
4π

3

e2

c3
a2
0ω

2
0 =

4π

3

Z2e6

L2c3
.Íàïðîòèâ, êîãäà ýëëèïñ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïàðàáîëå, ò. å. ε→ 1,

Il ∼
8π

3

Z2e6

L2c3
l2(1 − ε2)J ′2

l (l). (46)Ïîíÿòíî, ÷òî çàìåòíîå èçëó÷åíèå ïðè ýòîì ìîæåò áûòü òîëüêî âëèíèÿõ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àéïîäðîáíåå, âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêàìè �óíêöèé Áåññåëÿ.Â íàøåì ñëó÷àå àðãóìåíò ìåíüøå ïîðÿäêà, òàê ÷òî ñëåäóåòïðèìåíèòü �îðìóëû (Á.73) è (Á.76) ñ �óíêöèÿìè Ìàêäîíàëüäà. Âíèõ íàäî ïîäñòàâèòü l âìåñòî ν, u =
√

1 − ε2 è ñîîòâåòñòâóþùóþ�óíêöèþ v−. Ïîëó÷àþùèåñÿ �îðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ áîëüøèõíîìåðîâ l. Â ñëó÷àå ïî÷òè ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ u ≪ 1, v− ∼
u3/3 è

Il =
8

π

Z2e6

L2c3
X 2
[

K2
2/3(X ) +K2

1/3(X )
]

, (47)ãäå X = lu3/3. Â êðàéíèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ áîëüøèõ è ìàëûõçíà÷åíèé X ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïðè X ≪ 1 (l ≪ 3/u3) èíòåí-ñèâíîñòè ëèíèé Il ∼ 8

π
2−2/3Γ2(2/3)

Z2e6

L2c3
X 2/3, ò. å. ðàñòóò ïðîïîðöè-îíàëüíî l2/3. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòè ëèíèé ýêñ-ïîíåíöèàëüíî óáûâàþò:Il ∼ Z2e6

L2c3
X e−2X . Ïðè íîìåðàõ l ∼ 3/u3 ≫ 1èíòåíñèâíîñòè ïëàâíî ðàñòóò äî ìàêñèìóìà, à çàòåì ïëàâíî ñïàäà-þò, ïîêà íå âêëþ÷èòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå.60



2) Áåñêîíå÷íàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïîëó÷èì àñèìïòîòèêè âåëè÷èí,õàðàêòåðèçóþùèõ èçëó÷åíèå â ñëó÷àå ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíîãî äâè-æåíèÿ. Åñëè ε → ∞ è ïðè ýòîì íå î÷åíü âåëèêà ÷àñòîòà ω, êðîìåòîãî ïîñòîÿííà âåëè÷èíà ìîìåíòà L, à çíà÷èò ìàñøòàá a0, òî ñïðà-âåäëèâû àñèìïòîòèêè a ∼ a0

ε2
, b ∼ a0

ε
, E =

mv2

2
∼ (Ze2/2a0)ε

2,
µ ∼ ω

ε3
µ0, µ0 =

√

ma3
0

Ze2
=

L3

Z2e4m
, L =

√
Ze2ma0. Ïî �îðìóëàì(Á.78), (Á.47) è (À.18) íàõîäèì, ÷òî ïðè ìàëûõ µ è z áóäåò Kiµ(z) ∼

− ln(z/2) − γ
E
, ãäå γ

E
� ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, à K ′

iµ(z) ∼ −1/z, òàê÷òî
Iω ∼ 8

3π

e2

c3
a2
0

µ2
0

=
8

3π

Z2e6

c3L2
. (48)Ñïåêòð ïîëó÷àåòñÿ ïëîñêèì, ò. å. íå çàâèñÿùèì îò ÷àñòîòû. Ýòîòñëó÷àé îñóùåñòâëÿåòñÿ, åñëè ýëåêòðîí ëåòèò ïî÷òè ïðÿìî íà èîí(b ∼ a0/ε ≤ 1). Åñëè æå ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå êîíå÷íî, êàê â ñëó-÷àÿõ ðèñ. 1á è 1â, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìîìåíò ñîîòâåòñòâåííîáûë L ∼

√
Ze2md0ε è L ∼

√
Ze2mbε, òî èçëó÷åíèå èñ÷åçàþùå ìàëî.Íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ âåëèêà âåëè÷èíà µ è ìîæíî âîñïîëü-çîâàòüñÿ àñèìïòîòèêàìè �óíêöèè Kiµ(z) è åå ïðîèçâîäíîé, ò. å.�îðìóëàìè (Á.99) è (Á.101). Çäåñü íàäî âçÿòü u =

√
ε2 − 1, v+ èïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà. Ïîäðîáíåå ðàññìîò-ðèì ñëó÷àé äâèæåíèÿ, áëèçêîãî ê ïàðàáîëè÷åñêîìó. Òîãäà v+ ∼

u3/3 è µ ∼ ωµ0/u
3, òàê ÷òî µv+ ∼ ωµ0/3 è

Iω =
8

3π

e2

c3
ω2a

2
0

3

[

K2
2/3(ωµ0/3) +K2

1/3(ωµ0/3)
]

. (49)Åñëè ÷àñòîòà áîëüøàÿ, íî âñå æå ω ≪ 3/µ0, òî
Iω =

27/3

32/3

Γ2(2/3)

π

e2

c3

(

Ze2

m

)2/3

ω2/3. (50)Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, òî
Iω =

8

3

e2

c3
ωa

7/2
0

√

m

Ze2
e−2ωµ0/3. (51)Çäåñü íàáëþäàåòñÿ òà æå çàêîíîìåðíîñòü, ÷òî è âûøå: ñíà÷àëà ñ ðî-ñòîì ÷àñòîòû èíòåíñèâíîñòü ñïåêòðà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ñòå-ïåíè 2/3 ÷àñòîòû, çàòåì íàáëþäàåòñÿ ïîëîãèé ìàêñèìóì, à çàòåìýêñïîíåíöèàëüíûé ñïàä. 61



Íàêîíåö, íàéäåì ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå ñïåêòðà, ðàññ÷èòàííî-ãî íà ïîòîê ýëåêòðîíîâ, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, êîãäà µ ≫ 1. Òîãäàïîäñòàâèâ �îðìóëû (Á.100) è (Á.102) â (44), ïîëó÷èì
dq

dω
=

16π

3
√

3

e2

c3
ω2 a

4

µ2
=

16π

3
√

3

Z2e6

m2c3
1

v2
. (52)Ôîðìóëû (34) è (52) áûëè âûâåäåíû Õ.À.Êðàìåðñîì â 1923ãîäó.� 2. Òîðìîçíîé ìåõàíèçì (íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ)1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì êîíêðåò-íî è áîëåå ïîäðîáíî òîðìîçíîé ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ.Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå � ýòî èçëó÷åíèå çàðÿäà ïðè êóëîíîâ-ñêîì ñòîëêíîâåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïðè èçëó÷åíèè çàðÿä òåðÿ-åò ýíåðãèþ, ò. å. òîðìîçèòñÿ, ÷òî è îïðåäåëÿåò íàçâàíèå ìåõàíèçìàèçëó÷åíèÿ. Îäíàêî, ïðè âûâîäå �îðìóë, îïèñûâàþùèõ ýòî èçëó÷å-íèå, ïîòåðè ýíåðãèè çàðÿäàìè ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè è âî âíèìàíèå íåïðèíèìàþòñÿ. Â ýòîì ïàðàãðà�å ÷àñòèöû ñ÷èòàåì íåðåëÿòèâèñò-ñêèìè.Çàäà÷à î òîðìîçíîì èçëó÷åíèè îòíîñèòñÿ ê òåîðèè íåóïðóãèõñòîëêíîâåíèé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö ðîæ-äàåòñÿ åùå îäíà ÷àñòèöà � �îòîí.Êàê ìû âèäåëè â � 1, çàðÿäû äâèæóòñÿ ïî ãèïåðáîëàì è, ïî-ñêîëüêó ýòî äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíèèçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî èçëó-÷åíèÿ è åãî ñïåêòðà íàäî áûëî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, à çàòåìèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè. Çäåñü âìåñòî ýòîãî âîñïðîèç-âåäåì ïðîñòîé âûâîä �îðìóëû äëÿ ñå÷åíèÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ,îñíîâàííûé íà ïîðÿäêîâûõ îöåíêàõ. Ýòîò âûâîä äàí, íàïðèìåð, âêíèãå ß.Á. Çåëüäîâè÷à è Þ.Ï.�àéçåðà [17℄.Ìîùíîñòü ïîëíîãî (âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ) èçëó÷åíèÿ äâèæó-ùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ �îðìó-ëîé Ëàðìîðà [28℄ (ñì. òàêæå (I.134))

I(t) =
2

3

1

c3
~̈d 2 (53)Çäåñü ~d � äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû äâóõ çàðÿäîâ Z1 e è Z2 e:

~d = e (Z1 ~r1 + Z2 ~r2), (54)à òî÷êîé îòìå÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.62



Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà 2 ñ çàðÿäîì Z2 e è ìàññîém2 ïðîëå-òàåò ìèìî ÷àñòèöû 1 ñ çàðÿäîì Z1 e è ìàññîé m1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
~R ðàäèóñ-âåêòîð èõ öåíòðà ìàññ, à ÷åðåç ~r = ~r2 − ~r1 ðàäèóñ-âåêòîðîòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà ðàäèóñû-âåêòîðû êàæäîé èç ÷à-ñòèö âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ~R è ~r ïî �îðìóëàì (3). Äèïîëüíûé ìîìåíòòàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòè âåêòîðû:

~d = e [(Z1 + Z2) ~R +m (Z2/m2 − Z1/m1)~r]. (55)Ïîñêîëüêó äâèæåíèå öåíòðà ìàññ äâóõ ÷àñòèö (ðàâíîìåðíîå è ïðÿ-ìîëèíåéíîå) íå ïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþ, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòüîòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå, ò. å. â (53) íàäî ïîäñòàâèòü
~̈d = me (Z2/m2 − Z1/m1) ~w. (56)Çäåñü ~w � óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.Èç (56) âèäíî, ÷òî íå âñÿêèå çàðÿäû ìîãóò èçëó÷àòü. Â ÷àñòíî-ñòè, âçàèìîäåéñòâèå îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íå ïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþâ äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåê-òðîíà â ïîëå èîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü èîí âîäîðîäîïîäîáíûì ñ íåêîì-ïåíñèðîâàííûì çàðÿäîì Ze. Ïîëîæèì, êàê è â � 1, Z2 = −1, Z1 = Zè ïðèìåì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ìàññà ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ýëåêòðîíà

m2 = m.2. Îöåíêà èçëó÷àåìîé ýíåðãèè. Çàêðåïèì îòíîñèòåëüíóþ ñêî-ðîñòü v è ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà b. Îñíîâ-íàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ÷àñòèöû äîñòà-òî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿâçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî âçÿòü b. Òîãäà õàðàêòåðíîå âðåìÿ âçàèìî-äåéñòâèÿ ÷àñòèö t ∼ b/v. Õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ (ñèëà,äåëåííàÿ íà ïðèâåäåííóþ ìàññó) w ∼ Z e2/(mb2). Ïîëíîå èçëó÷å-íèå çà âñå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
∆E =

∞
∫

−∞

I(t) dt =
2

3

e2

c3

∞
∫

−∞

w2dt (57)ìîæíî îöåíèòü òàê:
∆E ≈ 2

3

e2

c3

(

Z e2

m

1

b2

)2
b

v
=

2

3

e2

c3
Z2 e4

m2

1

b3 v
. (58)63



Ïðîèíòåãðèðóåì ýòó âåëè÷èíó ïî âñåì ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíè-ÿì, ò. å. íàéäåì èçëó÷åíèå q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîòîêàíàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñïåêòð ýòîé âåëè-÷èíû. Ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ îáîçíà÷èì dq/dω. Òîãäà
q =

∞
∫

0

∆E 2 π b db =

∞
∫

0

dq

dω
dω. (59)3. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ dq/dω ñâÿ-æåì ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ñ ÷àñòîòîé. Îñíîâíîé âêëàä â ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè íà ÷àñòîòå ω äàþò çíà÷åíèÿ t, äëÿêîòîðûõ ω t ∼ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòà, íà êîòîðîé â îñíîâíîìèçëó÷àåò ÷àñòèöà ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b, ïî ïîðÿäêó âåëè-÷èíû ω ∼ v/b. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â èçëó÷åíèå íà ÷àñòîòå ωäàþò ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b ∼ v/ω. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîñîîòíîøåíèå â (59) (â òîì ÷èñëå è â äè��åðåíöèàë db), ïîëó÷àåì

q ≈
∞
∫

0

∆E 2 π b3 dω/v. (60)Îòñþäà íàõîäèì
dq

dω
≈ 4π

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
. (61)Åñëè ñðàâíèòü âûâåäåííûå �îðìóëû ñ ïîëó÷åííûìè òî÷íî âðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òî îêàæåòñÿ, ÷òî âñå ïåðå-ìåííûå âõîäÿò â íèõ îäèíàêîâî, à âûðàæåíèå (58) îòëè÷àåòñÿ îò(34) (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L = mvb, 2E = mv2 = Ze2

√
ε2 − 1/b) ëèøüíà ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü π, à (61) îò (52) � íà ìíîæèòåëü 4/

√
3.�åëÿòèâèñòñêèå è êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ý��åêòû ó÷èòûâàþò,ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü gcc � òàê íàçûâàåìûé ìíîæè-òåëü �àóíòà (èëè ãàóíò-�àêòîð).Îêîí÷àòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ dq/dω ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

dq

dω
=

16 π

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (62)Àðãóìåíò ìíîæèòåëÿ �àóíòà � ν, îáû÷íàÿ (íå êðóãîâàÿ) ÷àñòîòà,ïðèìåíÿåìàÿ, êàê ïðàâèëî, â àñòðî�èçèêå. Âåëè÷èíó (62) òàêæåðàññ÷èòûâàþò íà åäèíèöó ÷àñòîòû ν, ò. å. ïîëàãàþò

dq

dν
= 2 π

dq

dω
=

32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (63)64



Âìåñòî (63) â �èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåëè÷èíà, àèìåííî, äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ (

 îçíà-÷àåò ïåðåõîä ýëåêòðîíà èç êîíòèíóóìà â êîíòèíóóì):
βcc(v, ν) =

1

hν

dq

dν
. (64)Ýòà âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòè ñì2ñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî èçëó÷à-åìûõ �îòîíîâ â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû è åäèíèöó âðåìåíè,åñëè ïàäàåò åäèíè÷íûé ïîòîê (1 ýëåêòðîí íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêóâ åäèíèöó âðåìåíè) íà îäíó ìèøåíü. Ñîãëàñíî �îðìóëå (63)

βcc(v, ν) =
32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2 h ν
gcc(v, ν). (65)Âåëè÷èíà (63) îòëè÷àåòñÿ îò (65) òåì, ÷òî îíà äàåò èçëó÷àåìóþýíåðãèþ, à íå ÷èñëî �îòîíîâ.4. Óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì. Òåïåðü âûðàæåíèå (65) ìîæíîóñðåäíèòü ïî ñêîðîñòÿì íàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Ïî÷òè âñåãäàìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàñïðåäåëåíû ïî Ìàêñâåëëó:

f(v) =
4 π v2m3

(2 πmkB T )3/2
exp

(

− mv2

2 kB T

)

,

∞
∫

0

f(v)dv = 1. (66)Ýíåðãèÿ �îòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè îò ν äî ν+dν, èñïóñêàåìûõ â åäèíèöåîáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè ýëåêòðîíàìè ñî ñêîðîñòÿìè îò v äî v+dv,ðàâíà h ν βcc(v, ν)dν ne n
+ f(v) v dv. Ïðîèçâåäåíèå f(v)dv ðàâíî äî-ëå ýëåêòðîíîâ ñ óêàçàííûìè ñêîðîñòÿìè, ìíîæèòåëü v ó÷èòûâàåò,÷òî èç ýòèõ ýëåêòðîíîâ ïîïàäóò â ìèøåíü çà åäèíèöó âðåìåíè ëèøüòå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ îò íåå íà ðàññòîÿíèè, íå áîëüøåì (÷èñëåííî),÷åì v.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èñïóñêàåìàÿ âñåìè ýëåêòðîíàìè, ïîëó÷àåòñÿèíòåãðèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èñïóñ-êàåìîé åäèíèöåé îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåð-âàëå ÷àñòîò â åäèíè÷íîì òåëåñíîì óãëå. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿèçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ, èëè îáúåìíûì êîý��èöèåíòîì èçëó-÷åíèÿ ǫcc(ν). Âî âñå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷àåòñÿ

4 π ǫcc(ν) = ne n
+ h ν

∞
∫

vmin

βcc(v, ν) f(v) v dv. (67)65



Íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî íå âñÿêèéýëåêòðîí ìîæåò èçëó÷èòü �îòîí ÷àñòîòû ν. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåèñïóñêàíèÿ �îòîíà â ïîëå èîíà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåíüøàåòñÿ.Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ÷åðåç v′. ßñíî, ÷òîäîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
mv2

2
=
m (v′)2

2
+ h ν. (68)Ñïðàâà è ñëåâà âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâî v ≥ vmin =

√

2 h ν/m.Èíòåãðàë â (67) óäîáíåå âû÷èñëÿòü, âçÿâ â êà÷åñòâå ïåðåìåí-íîé èíòåãðèðîâàíèÿ v′. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-äó äè��åðåíöèàëàìè ñêîðîñòåé v dv = v′ dv′ è çíà÷åíèÿìè �óíê-öèè Ìàêñâåëëà f(v)/v2 = f(v′) exp(−h ν/kB T )/(v′)2, à òàêæå âûíî-ñÿ èç-ïîä èíòåãðàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ �àóíòà (êîòîðûéñëàáî çàâèñèò îò ñêîðîñòè), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî
ǫcc(ν)=ne n

+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
kB T

(2 πmkB T )3/2
gcc(ν, T ) exp

(

− h ν

kB T

)

.(69)Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé äëÿ òîð-ìîçíîãî èçëó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûé çàâàë ïî ÷àñòîòå.
lg

ǫcc(ν)

nen+Z2
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≈ 1
√

3
π ln y1/2

x

√
3

π ln 1
x

lg ν�èñ. 2. Êîý��èöèåíò òîðìîçíîãî �èñ. 3. Îöåíêè ìíîæèòåëÿèçëó÷åíèÿ ǫcc(ν). �àóíòà gcc(ν, T ).Íà ðèñ. 2 îòðàæåí ñïåêòð êîý��èöèåíòà òîðìîçíîãî èçëó÷å-66



íèÿ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû áåç ó÷åòà ãàóíòîâñêèõ ìíîæè-òåëåé.Ôîðìóëà äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ, ò. å. âî âñåõ ÷àñòîòàõ, òàêæåëåãêî âûâîäèòñÿ, åñëè îïÿòü âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ
gcc(ν, T ):
ǫcc(T ) =

∞
∫

0

ǫcc(ν)dν = ne n
+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
(kB T )2

h (2 πmkB T )3/2
gcc. (70)Åñëè ïîäñòàâèòü â (70) çíà÷åíèÿ âñåõ ïîñòîÿííûõ, òî ïîëó÷èòñÿ(çäåñü è äàëüøå ÷èñëåííûå îöåíêè äàþòñÿ áåç ó÷åòà ìíîæèòåëÿ�àóíòà)

4 π ǫcc(T ) = 1.42 · 10−27Z2 T 1/2 ne n
+(ýðã ñì−3ñ−1). (71)5. Ïîãëîùåíèå. Íàéäåì ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ. Ýòî ïðîöåññ, îá-ðàòíûé òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ: ïðîëåòàþùèé ìèìî èîíà ýëåêòðîíïîãëîùàåò �îòîí, ýíåðãèÿ êîòîðîãî äîáàâëÿåòñÿ ê êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ýëåêòðîíà ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (68). Íî òåïåðü íà-÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé (íåðåëÿòè-âèñòñêîé), â ÷àñòíîñòè, íóëåâîé.Äëÿ âûâîäà �îðìóëû äëÿ ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿîáû÷íûì ïðèåìîì. Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîåðàâíîâåñèå (ÒÄ�). Êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â ñîñòîÿíèè ÒÄ� îòìåòèìçâåçäî÷êîé. Çàïèøåì óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà: ÷èñëî �îòîíîâ,èçëó÷àåìûõ åäèíèöåé îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî ÷èñëó ïî-ãëîùàåìûõ �îòîíîâ:

nen
+
∗ f(v)dvv

βcc

4π
dν

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

= nen
+
∗ f(v′)dv′kcc

Bν(T )

hν
dν.(72)Çäåñü v è v′ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ(68). Ìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ó÷èòûâàåò âûíóæäåííîåèçëó÷åíèå. Ïîäñòàâèâ â (72) ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà è �îðìóëóÏëàíêà (I.203), ïîëó÷èì

kcc(v
′, ν) =

c2

8πν2

v2

v′
βcc(v, ν) =

4π

3
√

3

Z2e6

m2ch

gcc(v, ν)

v′ν3
= 1.80 · 1014 Z

2

v′ν3
.(73)Ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ òàêæå ìîæíî óñðåäíèòü ïî ìàêñâåëëîâ-ñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ, íî ïðîùå íàïèñàòü67



óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, êîòîðîå èìååò âèä ñîîòíîøåíèÿ Êèðõ-ãî�à�Ïëàíêà, è èç íåãî ïîëó÷èòü óñðåäíåííîå ñå÷åíèå (â âûðàæå-íèè (70) ïðè ýòîì íàäî òîæå íàïèñàòü n+
∗ ):

nen
+
∗ kcc(ν, T )Bν(T ) = ǫcc(ν, T )

[

1 +
c2

2hν3
Bν(t)

]

, (74)
kcc(ν, T ) =

∞
∫

0

kcc(v
′, ν)f(v′)dv′ =

=
16π2

3
√

3

Z2e6

ch

kBT

(2πmkBT )3/2
gcc(ν, T )

1

ν3
= 3.69 · 108 Z2

T 1/2

1

ν3
. (75)�àçìåðíîñòü ñå÷åíèé ïîãëîùåíèÿ kcc � ñì5, à êîý��èöèåíòà ïî-ãëîùåíèÿ αcc = nen

+kcc � 1/ñì.6. �àóíòîâñêèå ìíîæèòåëè. Ìíîãèå àâòîðû îöåíèâàëè ýòèìíîæèòåëè, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé. Çäåñü íà ðèñ.3 âîñïðîèçâåäåíû äàííûå êíèãè [84℄. Èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ
x =

hν

kBT
, y =

kBT

Z2χH
, ãäå χH = me4/2~

2 = 2π2me4/h2 � ýíåðãèÿèîíèçàöèè âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Èñõîäÿ èç âûâåäåííûõ �îðìóë ìîæíî ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ �îòî-èîíèçàöèè è �îòîðåêîìáèíàöèè, ÷òî ìû ñäåëàåì â ïàðàãðà�å 4.� 3. �åëÿòèâèñòñêîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèå1. Îïèñàíèå ïðîöåññà. Â ýòîì ïàðàãðà�å äàäèì îïèñàíèå ïðî-öåññà òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà ïðè ïðîëåòå åãî â ïîëå ÿäðàñ ó÷åòîì ðåëÿòèâèñòñêèõ è êâàíòîâûõ ý��åêòîâ [5℄.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÿäðî èìååò çàðÿä Z, à ìàññà åãî íàñòîëüêîâåëèêà, ÷òî åå ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ðàññìàò-ðèâàòü ÿäðî êàê íåïîäâèæíûé öåíòð. Ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ ðåëÿòè-âèñòñêèì, ò. å. åãî ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû åãî ìîæíîáûëî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ ïëîñêîéâîëíîé.Ïóñòü ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì ~p èçëó÷àåò �îòîí ñ èìïóëüñîì
~k, à ñàì ïðèîáðåòàåò íîâûé èìïóëüñ ~p1. Ýòîò ýëåêòðîí íàçûâàþòâòîðè÷íûì. Èçëó÷åíèå ñâîáîäíûì ýëåêòðîíîì �îòîíà íåâîçìîæíî,îäíàêî ïðè íàëè÷èè ÿäðà èçëèøíèé èìïóëüñ ~q = ~p1+~k−~p çàáèðàåò68



ýòî ÿäðî. Áåñêîíå÷íîñòü ìàññû ÿäðà ïîçâîëÿåò íå ïðèíèìàòü âîâíèìàíèå îòäà÷ó ïðè èçëó÷åíèè, ò. å. ïîëîæèòü ïåðåäàâàåìóþ ÿäðóýíåðãèþ ðàâíîé íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå ñîáëþäàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ñîõðàíåíèÿèìïóëüñà íå ïðîèñõîäèò.Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ðàñ-ñåèâàþùèé öåíòð ïîêîèòñÿ. Ââèäó íåó÷åòà îòäà÷è íå âñå ïðèâîäè-ìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûìè.Êâàíòîâîìó ïðîöåññó òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà îòâå÷à-þò äâå äèàãðàììû Ôåéíìàíà:
~p1

~k ~p1
~k

~q ~p ~q ~p
⊗ ⊗�èñ. 4. Äèàãðàììû òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ.Íà äèàãðàììå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæàåòñÿ ýëåêòðîí, à âîë-íèñòûìè � �îòîí. Òî÷êè, ãäå ëèíèÿ �îòîíà âûõîäèò èç ëèíèèýëåêòðîíà èëè âõîäèò â íåå (óçëû), ñîîòâåòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþìåæäó íèìè, òàê ÷òî òîðìîçíîå èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì âòî-ðîãî ïîðÿäêà. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè èçîáðàæà-åòñÿ òàê íàçûâàåìûé âèðòóàëüíûé ýëåêòðîí. Â ðåàêöèè ó÷àñòâóåòâíåøíåå ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿäðà, ÷òî îòìå÷åíî âîë-íèñòîé ëèíèåé ñ ïåðå÷åðêíóòûì êðóæêîì íà åå êîíöå.Äëÿ îïèñàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ââîäèì ÷åòûðåõìåð-íûå èìïóëüñû �îòîíà è ýëåêòðîíîâ: k = {k,~k}, ~k = k~ω, |~ω| = 1,

p = {p0, ~p}, p1
= {p01, ~p1}. Èõ êîìïîíåíòû ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøå-íèÿì k2 = k2 − ~k2 = 0, p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2, p2
1

= p2
01 − ~p 2

1 = m2c2.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî: pk = kp0−~k ~p =
k(p0−~p ~ω). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí çàêîí ñî-õðàíåíèÿ: p01 + k = p0. Ïîýòîìó èç øåñòè íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíòèìïóëüñîâ ýëåêòðîíà è �îòîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ìîæíî íàéòè òîëü-êî îäíó. Îáû÷íî ïðèíèìàþò, ÷òî ýòî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó-69



÷åíèÿ: p01 = p0−k. ×àñòîòó �îòîíà (èëè âåëè÷èíó èìïóëüñà k), åãîíàïðàâëåíèå ~ω, à òàêæå íàïðàâëåíèå ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ~Ωíåîáõîäèìî çàäàòü.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ èìïóëüñîâ è ýíåðãèé�îòîíà è ýëåêòðîíîâ:
x =

k

mc
, z =

p

mc
, z1 =

p1

mc
, γ =

√

1 + z2, γ1 =
√

1 + z2
1 . (76)2. Ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. Îíî ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íîéïðîöåäóðîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [5℄. Ïîëíîå ñå÷åíèå, ò. å.ñå÷åíèå, ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî íàïðàâëåíèÿì âòîðè÷íîãî ýëåê-òðîíà è èçëó÷åííîãî �îòîíà, êîãäà çàêðåïëåíû ëèøü ýíåðãèÿ èñ-õîäíîãî ýëåêòðîíà è ÷àñòîòà èçëó÷àåìîãî �îòîíà, ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå

dσ(x, z) = 4Z2αfsr
2
e

z1
z

dx

x
F, (77)ãäå F (γ, x) = F1 + F2,

F1 =
4

3
− 2γγ1

(

1

z2
+

1

z2
1

)

+ l
γ1

z3
+ l1

γ

z3
1

− ll1
zz1

, F2 = (78)
=L
[

8

3

γγ1

zz1
+

x2

z3z3
1

(γ2γ2
1+z

2z2
1+γγ1)+

x

2zz1

(

l
γγ1+z2

z3
−l1

γγ1+z
2
1

z3
1

)]

.(79)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëîãàðè�ìîâ êîìáè-íàöèé ýíåðãèé ýëåêòðîíà äî è ïîñëå èçëó÷åíèÿ:
l = ln

γ + z

γ − z
= 2 ln(γ + z), l1 = ln

γ1 + z1
γ1 − z1

= 2 ln(γ1 + z1), (80)
L = ln

γγ1 + zz1 − 1

γγ1 − zz1 − 1
= 2 ln

γγ1 + zz1 − 1

x
. (81)Èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: αfs =e

2/~c � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóê-òóðû, re = e2/mc2 � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, à áåçðàçìåð-íàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ γ1 = γ− x. Ñå÷åíèå F (γ, x)ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåðèñòèêàì ýëåêòðîíà äî è ïî-ñëå èçëó÷åíèÿ.Ôîðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ ñïðàâåäëèâà â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè,êîãäà îòíîøåíèå Zαfsc/v = Zαfsγ/z ≪ 1. Ïðè ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêî-ðîñòÿõ v ∼ c è γ ∼ z, òàê ÷òî çàðÿä èîíà Z íå äîëæåí áûòü ñëèøêîìâåëèê. 70



Ïðè ìàëûõ z1 â �îðìóëàõ (78)�(79) ïðîèñõîäÿò ñîêðàùåíèÿ,êîòîðûå âî èçáåæàíèå ïîòåðü òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåòïðîèçâåñòè àíàëèòè÷åñêè.
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z1

z

F

x
z1

x�èñ. 5. Ñïåêòð òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõèìïóëüñàõ âòîðè÷íîãî ýëåêòðîíà.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè áåçðàçìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
z1
z

F

x
â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû èñïóùåííîãî �îòîíà ïðè íåêîòîðûõçíà÷åíèÿõ èìïóëüñà âòîðè÷íîãî ýëåêòðîíà. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-÷åíèÿ ñêîðîñòè ïàäàþùåãî ýëåêòðîíà z

γ
=

√

z2
1 + x2 + 2xγ1

γ1 + x
. Õîòÿïî òðåáîâàíèÿì òåîðèè ýòà ñêîðîñòü íå ìîæåò áû ìàëîé, ðèñóíîêýòî òðåáîâàíèå íå ó÷èòûâàåò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñå÷åíèÿ (77) ïðèâå-äåííûå âåëè÷èíû íóæíî óìíîæèòü íà 5.795 · 10−28Z2dx ñì2.3. ×àñòíûå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì, êàêèå �îðìûïðèíèìàåò ñå÷åíèå â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñîîòíîøåíèé ìåæäóîïðåäåëÿþùèìè åãî âåëè÷èíàìè.1) Îñòàíîâèâøèéñÿ ýëåêòðîí. Â ïðåäåëå z1 → 0, êîãäà âñÿ ýíåð-ãèÿ ýëåêòðîíà ïåðåäàåòñÿ �îòîíó, ÷àñòü ñå÷åíèÿ F ñòðåìèòñÿ ê êî-íå÷íîé �óíêöèè ÷àñòîòû x. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â�îðìóëàõ, ïîëó÷èì

F1 = lim
z1→0

F1 = −4

3
(γ − 1) − 2

l

z
+

2

z2

(

l

2z
− γ

)

, (82)
F2 = lim

z1→0
F2 =

2

x

[

8

3
γ+x2+x

(

l
γ+z2

2z3
−1

)

+
xγ

z2

(

x2

2
+
z2

6

)]

. (83)71



Â ïðèâåäåííûõ �îðìóëàõ âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû êàê �óíêöèè àð-ãóìåíòîâ z, γ è ÷àñòîòû �îòîíà x. Îäíàêî òîëüêî îäíà èç íèõ ìî-æåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé, òàê êàê îíè ñâÿçàíû ñî-îòíîøåíèÿìè γ = 1 + x =
√

1 + z2, z =
√

γ2 − 1 =
√

x(2 + x), x =

γ−1 =
z2

γ + 1
. Îáîçíà÷åíèå l òåïåðü ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíóþ âåëè-÷èíó: l = 2 ln(γ+z) = 2 ln(1+x+

√

x(2 + x)). Åñëè è ÷àñòîòó �îòîíàóñòðåìèòü ê íóëþ, òî z → 0, γ → 1. Ïðè ýòîì ïðåäåë F1 ïðè x→ 0ðàâåí êîíå÷íîé âåëè÷èíå, âåëè÷èíà æå F2 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-ñòè, òàê ÷òî ìû ïðèâåäåì ïåðâîå ñëàãàåìîå, õàðàêòåðèçóþùåå åãîïîâåäåíèå:
lim
x→0

F1 = −4

3
, F2 ∼ 16

3

1

x
. (84)2) Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Åñëè èìïóëüñ íà÷àëüíîãî ýëåê-òðîíà íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü z ≪ 1 (íî ïî-ïðåæíåìó

z ≫ Zαfs, òàê ÷òî çàçîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé z íåâåëèê), òî èì-ïóëüñ �îòîíà åùå ìåíüøå, òàê êàê â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå çà-êîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè x = γ − γ1 ïåðåõîäèò â
x =

z2 − z2
1

2
≪ z. (85)Ïîýòîìó F1 ≪ F2, â ýòîé, áîëüøåé âåëè÷èíå (79) ìîæíî îïóñòèòüâñå ñëàãàåìûå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ êðîìå ïåðâîãî, â êîòîðîì γ è

γ1 ïîëîæèòü ðàâíûìè 1, à â ëîãàðè�ìå (81) çàìåíèòü èõ ðàçëîæå-íèÿìè ñ óäåðæàíèåì îäíîãî ñëàãàåìîãî:
L ∼ ln

1 + (z2 + z2
1)/2 + zz1 − 1

1 + (z2 + z2
1)/2 − zz1 − 1

= ln
(z + z1)

2

(z − z1)2
= 2 ln

z + z1
z − z1

. (86)Â ðåçóëüòàòå â �îðìóëå äëÿ ñå÷åíèÿ F1 îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ,òàê ÷òî
F = F2 =

16

3

1

zz1
ln
z + z1
z − z1

. (87)3) Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Çäåñü â �îðìóëàõ íàäî ïî-ëîæèòü z ∼ γ, z1 ∼ γ1, x = γ−γ1 è ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà
1/γ2, 1/γ2

1 è âûøå. Òîãäà
L∼2 ln

2γγ1

x
, F1∼−2

(

γ

γ1
+
γ1

γ
− 2

3

)

, F2∼−LF1, F1+F2 =−F1(L−1).(88)72



Åñëè ýíåðãèè ýëåêòðîíà äî è ïîñëå èçëó÷åíèÿ âåëèêè, òî ïîä çíàêîìëîãàðè�ìà ñòîèò áîëüøàÿ âåëè÷èíà äàæå ïðè x ≈ γ.4) �ðàíèöà ñïåêòðà. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ðåëÿòèâèñòñêèé ýëåê-òðîí èçëó÷àåò ïî÷òè âñþ ñâîþ ýíåðãèþ, íî âñå æå íå îñòàíàâëèâà-åòñÿ. Òîãäà x ≈ γ ≈ z ≫ 1, z1 ≪ γ è L ∼ 2 ln
γγ1 + γz1

γ
= l1,

F1 ∼ 2
γ

z2
1

(

l1
2z1

− γ1

)

, F2 ∼ l1
γ

z3
1

(

γ2
1 + z2

1 − γ1
l1

2z1

)

, (89)òàê ÷òî
F1 + F2 = 2

γ

z2
1

[

2γ2
1

l1
2z1

− γ1 − γ1

(

l1
2z1

)2
]

=

= 2
γγ1

z2
1

(

γ1 + z1 −
l1

2z1

)(

l1
2z1

− γ1 + z1

)

. (90)4. Ñâÿçü ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè âåëè÷èíàìè. Â àñòðî�èçè÷å-ñêîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ðàç-ìåðíîñòè ñì2ñ, êîòîðîå â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ�îðìóëîé (65):
βcc(v, ν)=

32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
gcc(v, ν)

v2 h ν
=

16π

3
√

3
Z2αfsr

2
e

1

z2

1

ν
gcc(v, ν). (91)Äàäèì îáîáùåíèå òàêîãî ñå÷åíèÿ íà ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé, äëÿ÷åãî âûðàçèì βcc(z, x) ÷åðåç âåëè÷èíó F . Çàìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòè-âèñòñêîì ïðåäåëå ñîãëàñíî �îðìóëå (87)

F =
16

3

1

zz1
ln

(z + z1)
2

2x
. (92)Äëÿ îáîáùåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëû (91) äîñòàòî÷íî ïîëî-æèòü

βcc(z, x) = Z2αfsr
2
e

z1
z

F

ν
= 2πz2 r

3
e

c

z1
z

F

x
. (93)Òîãäà �îðìóëû (93) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå è (91) ñîâïàäóò,åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ �àóíòà

gcc(v, ν) =

√
3

π
ln

(z + z1)
2

2x
, (94)÷òî îáû÷íî è äåëàåòñÿ. 73



5. Ïîãëîùåíèå è èçëó÷åíèå. Òåïåðü âûðàçèì ÷åðåç ââåäåííûåâåëè÷èíû êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ. Ñíà÷àëà ñêî-ðîñòü ýëåêòðîíîâ áóäåì ñ÷èòàòü çàêðåïëåííîé. Ñîñòàâèì ðåëÿòè-âèñòñêèå àíàëîãè ñîîòíîøåíèé äåòàëüíîãî áàëàíñà òîðìîçíûõ ïðî-öåññîâ ïðè ÒÄ�. Íåðåëÿòèâèñòñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñå÷åíèé èìååòâèä (ñì. �îðìóëó (72))
nen

+
∗ f(v)dvv

βcc(v, ν)

4π
dν

[

1+
c2Bν(T )

2hν3

]

=nen
+
∗ f(v1)dv1kcc(v1, ν)

Bν(T )

hν
dν.(95)Çäåñü kcc(v1, ν) � ñå÷åíèå òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ (êîý��èöèåíòïîãëîùåíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, ïðèíèìàþùå-ãî ýíåðãèþ �îòîíà, ðàâåí nen

+
∗ kcc(v1, ν)). Ôóíêöèÿ f(v) � íåðå-ëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (66), íîðìèðîâàííîåíà åäèíè÷íûé èíòåãðàë ïî ñêîðîñòÿì. Ïðè ïåðåõîäå ê ðåëÿòèâèñò-ñêèì âåëè÷èíàì åãî íàäî çàìåíèòü ðåëÿòèâèñòñêèì ðàñïðåäåëåíè-åì Ìàêñâåëëà

fM(γ) =
y

4πK2(y)
e−yγ , (96)ãäå y = mc2/kBT � áåçðàçìåðíàÿ îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, à K2(y) ��óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðóåòñÿ óñëîâèåì

4π

∞
∫

0

fM(γ)z2dz = 1. (97)Ââèäó ðàçëè÷íîé íîðìèðîâêè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé çàìåíà äîëæíàâûãëÿäåòü òàê:
f(v)dv → 4πfM(γ)z2dz. (98)Âïðî÷åì, ÷èñëåííûå ìíîæèòåëè â (95) ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàêîíè îäèíàêîâî ïîÿâÿòñÿ êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà.Ñêîðîñòü v â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (95) ñëåäóåò çàìåíèòü íà

cz/γ. Òîãäà ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ðàâåíñòâà (95) ïðåäñòàíåò â�îðìå
nen

+
∗ fM(γ)z2dzc

z

γ
βcc(z, x)dν

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

=

= 4πnen
+
∗ fM(γ1)z

2
1dz1kcc(z1, x)

Bν(T )

hν
dν. (99)Çäåñü, êàê è â (95), íàïèñàíî êîëè÷åñòâî �îòîíîâ, ñëåâà � èçëó÷à-åìûõ (âêëþ÷àÿ âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå), à ñïðàâà � ïîãëîùàåìûõ74



åäèíèöåé îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè ýëåêòðîíàìè ñ îïðåäåëåííîéñêîðîñòüþ â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå ÷àñòîò.Äëÿ óïðîùåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (99) ïðèìåì âî âíèìàíèå ðàâåí-ñòâà
γ = γ1 + x, fM(γ) = e−xyfM(γ1),

zdz

γ
=
z1dz1
γ1

, (100)à òàêæå ïîäñòàâèì �óíêöèþ Ïëàíêà. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü ñå÷å-íèÿ ïîãëîùåíèÿ ñ ñå÷åíèåì èçëó÷åíèÿ è âåëè÷èíîé F :
kcc(z1, x) =

βcc(z, x)

8π

c3

ν2

z2

z1γ1
=
Z2

8π
αfsr

2
e

z

γ1
F
c3

ν3
. (101)Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ýòîãî êîý��èöèåíòà, âûòåêàþùèé èç ðà-âåíñòâ (95) è (91), èìååò âèä

kcc(v1, ν) =
βcc(v, ν)

8π

c2

ν2

v2

v1
=

2

3
√

3
Z2αfsr

2
e

c2

ν3

gcc(v, ν)

v1
. (102)Ýòî âûðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò �îðìóëå (101), òàê êàêâ íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå v = cz, v1 = cz1, γ1 = 1 è âûïîëíÿþòñÿ�îðìóëû (92) è (94).6. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ. Èç ñîîòíîøåíèÿ (99),ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ïî èìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ, íàõîäèì ñâÿçüìåæäó óñðåäíåííûìè êîý��èöèåíòàìè òåïëîâîãî òîðìîçíîãî èç-ëó÷åíèÿ ǫcc(x, y) è ïîãëîùåíèÿ αcc(x, y) = nen

+
∗ kcc(x, y), êîòîðîåçàïèøåì â âèäå

ǫcc(x, y)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

= αcc(x, y)Bν(T ). (103)Ýòà ñâÿçü ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì Êèðõãî�à�Ïëàíêà.Êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåêòðîí è îäèíèîí äàåòñÿ �îðìóëàìè
ǫcc(x, y)

nen+
=hνc

∞
∫

zmin

βcc(z, x)
z3

γ
fM(γ)dz=Z2αfsr

2
ehce

−xy

∞
∫

0

FfM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1.(104)Çäåñü zmin � íàèìåíüøèé èìïóëüñ ýëåêòðîíà, ñïîñîáíîãî èçëó÷èòü�îòîí ÷àñòîòû x. ßñíî, ÷òî γmin = 1+x, òàê ÷òî zmin =

√

x(2 + x).Çâåçäî÷êó ó êîíöåíòðàöèè èîíîâ â îáùåì ñëó÷àå ñòàâèòü íå íàäî.75



Ïîëíîå ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ (ò. å. óñðåäíåííîå ïî ñêîðîñòÿìýëåêòðîíîâ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òîò æå èíòåãðàë:
kcc(x, y)=

∞
∫

0

kcc(z1, x)4πz
2
1fM(γ1)dz1 =

Z2

2
αfsr

2
e

c3

ν3

∞
∫

0

FfM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1.(105)Èç �îðìóë (101) è (105) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòüñå÷åíèé ïîãëîùåíèÿ ñì5.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðåëÿòèâèñòñêî-ãî òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ íàäî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

F̃ (x, y)=

∞
∫

0

F (γ, x)fM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1 =

y

4πK2(y)

∞
∫

1

F (γ, x)e−yγ1zz1dγ1.(106)Èíòåãðàë (106) âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëåííî. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíûãðà�èêè, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ 4πF̃ (x, y) îò ÷à-ñòîòû x, äëÿ íåêîòîðûõ òåìïåðàòóð, õàðàêòåðèçóåìûõ ïàðàìåò-ðîì y.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ñðàâíèìà ñ ýíåðãèåé ïî-êîÿ ïðîòîíà, òî èîí íåëüçÿ ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî òÿæåëûì. �àñ÷åòòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö áîëåå ñëîæåí(ñì. [5℄). Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå âîçìîæíî òàêæå ïðè âçàèìîäåéñòâèèýëåêòðîíà ñ ýëåêòðîíîì è ýëåêòðîíà ñ ïîçèòðîíîì, íî ýòî ïðîöåññûòðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ è èõ îïèñàíèå áîëåå ãðîìîçä-êî [5℄. � 4. �åêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçì1. Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè. �åêîìáèíàöèÿ, òî÷íåå �îòîðåêîìáè-íàöèÿ, � ýòî ïðèñîåäèíåíèå èîíîì ýëåêòðîíà ñ èçëó÷åíèåì �îòîíàè ïðåâðàùåíèå èîíà â àòîì (èëè èîí ìåíüøåé ñòàäèè èîíèçàöèè).�åêîìáèíàöèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè êàê íà îñíîâíîé óðîâåíü àòîìà,òàê è íà âîçáóæäåííûå óðîâíè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñëåä çà ðåêîì-áèíàöèåé ïðîèñõîäÿò êàñêàäíûå ïåðåõîäû íà óðîâíè, ðàñïîëîæåí-íûå íèæå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçëó÷àþòñÿ �îòîíû â ñïåêòðàëüíûõëèíèÿõ.Â ýòîì ïàðàãðà�å òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â � 2, âûâåäåì âûðà-æåíèÿ äëÿ ñå÷åíèÿ ðåêîìáèíàöèè ñ îáðàçîâàíèåì âîäîðîäîïîäîá-íîãî èîíà. Ñíîâà ñëåäóåì èçëîæåíèþ êíèãè [17℄.76
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x�èñ. 6. Ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà F̃ (x, y) ïðè ðàçëè÷íûõòåìïåðàòóðàõÝíåðãèè äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà Ei =
−Z2χH/i

2, ãäå χH � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè âîäîðîäà, à i � ãëàâíîåêâàíòîâîå ÷èñëî. Ïóñòü ýëåêòðîí ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé mv2/2ïåðåõîäèò â îäíî èç ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé i. Ïðè ýòîì èçëó÷àåòñÿ�îòîí, ÷àñòîòà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
hν =

mv2

2
− Ei. (107)Çàêðåïèì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà v è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèñêðåò-íûå óðîâíè ðàñïîëîæåíû áëèçêî äðóã ê äðóãó, òàê ÷òî èõ íîìåðìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíî èçìåíÿþùóþñÿ ïåðåìåííóþ.77



Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü (ïðèáëèæåííîå) äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíî-øåíèå
dν

di
= − 1

h

dEi
di

= Z2 2

h

χH

i3
. (108)Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè ïîëó÷èì, ðàññìàòðèâàÿ ýòîò ïðîöåññêàê ïðîäîëæåíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ íà äèñêðåòíûå êîíå÷íûåñîñòîÿíèÿ. Ïðè äåéñòâèè îáîèõ ìåõàíèçìîâ èçëó÷àþòñÿ �îòîíû ñ÷àñòîòàìè îò ν äî ν + dν, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ 1

hν

dqν
dν

dν. Íî ïðèðåêîìáèíàöèè èîí ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå àòîìà ñ èíòåðâàëîì äèñ-êðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ñ íîìåðàìè îò i äî i + di. Ïîýòîìó ïîàíàëîãèè ñ (64) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
βci(v, ν) =

1

hν

dqν
dν

dν

di
=

27π4

3
√

3

Z4e10

mc3h4

1

i3
1

v2ν
gci(ν), (109)ãäå gci(ν) � ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóíòîâñêèé ìíîæèòåëü.2. Èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü. Òåïåðü íàéäåì, ñêîëüêî ýíåð-ãèè èçëó÷àåòñÿ ïðè ðåêîìáèíàöèÿõ â åäèíèöå îáúåìà çà åäèíèöóâðåìåíè â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë ÷àñòîò è â åäèíèöó òå-ëåñíîãî óãëà. Äëÿ ýòîãî çàêðåïèì íå ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, à íîìåðóðîâíÿ, íà êîòîðûé ïðîèñõîäèò ðåêîìáèíàöèÿ. Òîãäà ñîîòíîøåíèå(107) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ýëåêòðîíà è ÷àñòîòîéèçëó÷àåìîãî �îòîíà, ïðè÷åì mvdv = hdν. ×àñòîòà èçëó÷àåìîãî�îòîíà ìîæåò áûòü ëþáîé, íî íå ìåíüøåé ÷àñòîòû ïðåäåëà i-òîéñåðèè νi = −Ei/h, òàê ÷òî ïðè ðåêîìáèíàöèè èçëó÷àåòñÿ íåïðåðûâ-íûé ñïåêòð çà ïðåäåëîì i-òîé ñåðèè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

ǫci(ν)dν = nen
+hν

1

4π
βci(ν)vdvf(v). (110)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ (109) è äëÿ �óíêöèè Ìàêñâåë-ëà (66), à òàêæå ó÷òÿ ñâÿçü ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è ÷àñòîòû (107),íàéäåì

ǫci(ν)=nen
+ 27π4

3
√

3

Z4e10m

c3h2

gci(ν)

i3

exp

(

− hν

kBT
+ Z2 χH

2i2kBT

)

(2πmkBT )3/2
. (111)Ôîðìóëû (109) è (111) (áåç ìíîæèòåëåé �àóíòà) òàêæå áûëè ïîëó-÷åíû Õ.À.Êðàìåðñîì. Ìíîæèòåëü �àóíòà çàäàåòñÿ ïðèáëèæåííîé�îðìóëîé [23℄ 78



gci(ν) ≈ 1 − 0.1728

(

hν

Z2χH

)1/3(
2

i2
Z2χH

hν
− 1

)

. (112)Íàðÿäó ñ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èí-òåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà, à èìåííî, êîý��èöèåíò ñïîíòàííîé ðåêîìáè-íàöèè. Ýòî ÷èñëî ðåêîìáèíàöèé â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðå-ìåíè
Aci(T ) =

4π

nen+

∞
∫

νi

ǫci(ν)
dν

hν
=

∞
∫

0

βci(ν)f(v)vdv. (113)Åñëè âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ãàóíòîâñêîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä èí-òåãðàëà, òî äëÿ êîý��èöèåíòà ðåêîìáèíàöèè ïîëó÷èòñÿ ïðèáëè-æåííàÿ �îðìóëà
Aci(T ) =

29π5

3
√

3

Z4e10m

c3h3

1

i3
gci

(2πmkBT )3/2
E1

(

hνi
kBT

)

exp

(

hνi
kBT

)

.(114)Çäåñü E1(x) � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Íà ðèñ. 7ïðåäñòàâëåíû êðèâûå çàâèñèìîñòè Aci(T ) îò òåìïåðàòóðû.
lgAci(T ) + 19 lg kic(ν)
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lg T lg ν�èñ. 7. Êîý��èöèåíòû Aci(T ) �èñ. 8. Êîý��èöèåíòû kic(ν)ïðè i = 1(1)10. ïðè i = 1(1)10.3.Êîý��èöèåíò èîíèçàöèè. Ñå÷åíèå èîíèçàöèè íàõîäèòñÿ òî÷-íî òàê æå, êàê è ñå÷åíèå òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ � èç óñëîâèÿ äå-òàëüíîãî áàëàíñà ïðè ÒÄ�:
4πn∗

i kic(ν)Bν (T )
dν

hν
= nen

+
∗ f(v)vdvβci(ν)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

. (115)79



Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå �îðìóëû Áîëüöìàíà (I.201), Ñàõà (I.202)(äëÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà g+ = 1) è Ïëàíêà (I.203), ïîëó÷èì
kic(ν) =

1

gi

c2m2v2

h2ν2
βci(ν) =

26π4

3
√

3
Z4 e

10m

ch6

1

i5
1

ν3
gci(ν). (116)Ýòà îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âîäîðîäîïîäîáíûõèîíîâ ïðè ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî âõîäÿùàÿ â ðÿäâåëè÷èí ñêîðîñòü ýëåêòðîíà äîëæíà íàõîäèòüñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ(107), ïðè÷åì, êàê è âûøå, �îðìóëà äëÿ kic(ν) ñïðàâåäëèâà ïðè

ν ≥ νi. Íà ðèñ. 8 äàíû ãðà�èêè ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ kic(ν) äëÿ
i = 1(1)10 â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû â íåêîòîðûõ îòíîñèòåëüíûõåäèíèöàõ.Ñîãëàñíî �îðìóëå (116) íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ñå÷åíèÿ ïîãëî-ùåíèÿ çà ñ÷åò èîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ó ïðåäåëîâ ñåðèé, ò. å. ïðè
ν = νi, ïðè÷åì ïðè èîíèçàöèè èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ îíî ïðîïîðöèî-íàëüíî i.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íàäî íàéòè ñóììó
αbf(ν) =

∞
∑

i=i0(ν)

nikic(ν), ãäå íèæíèé ïðåäåë â ñóììå îïðåäåëÿåòñÿèç óñëîâèÿ ν ≥ νi0(ν). Íàïîìíèì, ÷òî âûñîêèå ñîñòîÿíèÿ íå îñó-ùåñòâëÿþòñÿ, õîòÿ çäåñü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ñòîëü ñóùåñòâåííî,êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ïî ñîñòîÿíèÿì, òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-íîâåñèÿ, êîãäà ñïðàâåäëèâû �îðìóëû Ìàêñâåëëà, Áîëüöìàíà è Ñà-õà (íî íå Ïëàíêà), êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ çà ñ÷åò èîíèçàöèèïðåäñòàâëÿþò â òàêîì æå âèäå, ÷òî è αcc: αic = nen
+k̃ic, ãäå

k̃ic(ν) =
26π4

3
√

3

Z4me10

ch3

gci(ν)

(2πmkBT )3/2
1

i3
1

ν3
e−Ei/kBT . (117)�àçìåðíîñòü kic � ñì2, à k̃ic � ñì5.Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòèêîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ çà ñ÷åò ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ(bound-free) αbf(ν) è ïîëíûõ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ α(ν) =

αcc(ν) + αbf(ν) çà ñ÷åò òîðìîçíîãî è ðåêîìáèíàöèîííîãî ìåõàíèç-ìîâ, âû÷èñëåííûå áåç ó÷åòà ìíîæèòåëåé �àóíòà äëÿ áîëüöìàíîâ-ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì àòîìà âîäîðîäà è ïðè âûïîë-íåíèè �îðìóëû Ñàõà. Äàíû çíà÷åíèÿ lg[αb f(ν)/n1] + 19 (ðèñ. 9) è
lg[α(ν)/(nen

+)]+41 (ðèñ. 10) äëÿ òåìïåðàòóð T = T5 ·105 Ê. Âåëè÷è-íû T5 óêàçàíû îêîëî êðèâûõ. ßñíî âèäåí ïèëîîáðàçíûé õàðàêòåð80



çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ÷àñòîòàõ, áîëü-øèõ ÷àñòîòû èîíèçàöèè ñ ïåðâîãî óðîâíÿ, îïðåäåëÿþùèé âêëàä âêîý��èöèåíò âíîñèò ïåðâîå ñëàãàåìîå (i = 1). Äåéñòâèòåëüíî, âäîëÿõ ýòîãî ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñóììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ αbf , âû-ãëÿäèò òàê:
1 +

1

8
e−3χH/4kBT +

1

27
e−8χH/9kBT +

1

64
e−15χH/16kBT + ... =

=1+
1

8
e−3χH/4kBT+

(

1+
8

27
e−5χH/36kBT

(

1+
27

64
e−7χH/144kBT+...

))

.(118)Îòíîøåíèå χH/kB ≈ 157000 Ê íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ïðè âûáðàí-íûõ òåìïåðàòóðàõ âêëàäû îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïðè âûñîêèõ ÷à-ñòîòàõ íåçàìåòíû. Ïðè ìåíüøèõ ÷àñòîòàõ îòíîñèòåëüíûå âêëàäûðàçíûõ ñëàãàåìûõ ðàçëè÷àþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì i0(ν) âñå ìåíüøå.�àçëè÷èå óìåíüøàåòñÿ òàêæå ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Ýòèì îáúÿñ-íÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè áîëüøèõ òåìïå-ðàòóðàõ íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ÷àñòîòû íåòîëüêî çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ 1/ν3.à á
lg[αbf(ν)/n1] + 19 lg[αbf(ν)/n1] + 19
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lg ν lg ν�èñ. 9. Çíà÷åíèÿ lg[αbf(ν)/n1] + 19 äëÿ T = T5 · 10
5,

T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ïðè ñâîáîäíî-ñâîáîäíûõ è ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäàõ îáðàòíîé òðåòüåé ñòå-ïåíè ÷àñòîòû èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, íåéòðàëüíûé âî-äîðîä íåïðîçðà÷åí äëÿ èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîé âîëíû, ìåíüøåé 912
A
◦, è ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì òîëüêî â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå. Â81



ýòîì äèàïàçîíå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïîãëîùåíèå òÿæåëûìèýëåìåíòàìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü èîíàìè æåëåçà, íåñìîòðÿ íà çíà-÷èòåëüíî ìåíüøåå ñîäåðæàíèå òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñâîäîðîäîì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ êîý��èöèåíòàïîãëîùåíèÿ αbf îò çàðÿäà ÿäðà (∝ Z4). Ñâîáîäíî-ñâîáîäíûå ïåðå-õîäû (∝ Z2) çäåñü ðîëè íå èãðàþò.Ôîðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ, ïðèâå-äåííûå â äâóõ ïåðâûõ ïàðàãðà�àõ, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèèçâåçäíûõ àòìîñ�åð, ãàçîâûõ òóìàííîñòåé è äðóãèõ îáúåêòîâ (ñì.[49℄). Ñâåäåíèÿ î ñå÷åíèÿõ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè âçàèìîäåé-ñòâèè ýëåêòðîíîâ ñ àòîìàìè ïðèâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [4℄.à á
lg[α(ν)/(nen

+)] + 41 lg[α(ν)/(nen
+)] + 41
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lg ν lg ν�èñ. 10. Çíà÷åíèÿ lg[α(ν)/(nen
+)] + 41 äëÿ T = T5 · 105,

T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).4. �åêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè (��Ë). Ýòî ëèíèè, âîçíèêàþ-ùèå ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó âûñîêèìè óðîâíÿìè àòîìîâ. Äëÿ íàõîäÿ-ùèõñÿ íà òàêèõ óðîâíÿõ âíåøíèõ ýëåêòðîíîâ ïî÷òè íåñóùåñòâåííîâíóòðåííåå ñòðîåíèå àòîìíîãî îñòàòêà, èìååò çíà÷åíèå òîëüêî ìàñ-ñà è çàðÿä. Çàðÿä ÿäðà ýêðàíèðóåòñÿ áëèçêèìè ê íåìó ýëåêòðîíàìè,òàê ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé çàðÿä ñîâïàäàåò ñ çàðÿäîì îñòàòêà. Ïîëåîñòàòêà â âûñîêîé ñòåïåíüþ ìîæíî ñ÷èòàòü êóëîíîâñêèì. Ïîýòî-ìó ïîëîæåíèÿ ëèíèé ðàçíûõ ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâûìè ãëàâíûìèêâàíòîâûìè ÷èñëàìè ñîñòîÿíèé âíåøíåãî ýëåêòðîíà áëèçêè: ðàçëè-÷èÿ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ðàçëè÷èåì ìàññ ÿäåð è âñëåäñòâèå ýòîãî� ïðèâåäåííûõ ìàññ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì çäåñü ëèíèèàòîìà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî ýëåìåíòà � âîäîðîäà.82



Â âûñîêî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîí â ñðåäíåì íàõî-äèòñÿ íà äîâîëüíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ÿäðà. Ñðåäíåå ðàññòîÿ-íèå ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì i è àçè-ìóòàëüíûì l ñîñòàâëÿåò ri = 0.269[3i2 − l(l + 1)]A
◦ [6℄, òàê ÷òî ïðè

i = 1000 ðàçìåð àòîìà âîäîðîäà äîñòèãàåò ≈ 10−8 · 106 = 10−2 ñì,ò. å. òàêîé àòîì ìîæíî áûëî áû óâèäåòü íåâîîðóæåííûì ãëàçîì.Îäíàêî, îñóùåñòâëåíèþ ñîñòîÿíèé ñ âûñîêèìè óðîâíÿìè ýíåðãèèìåøàþò ñîñåäíèå ÷àñòèöû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå èõ êîíöåíòðàöèÿ
N , òåì ìåíüøå íîìåð i∗ ïîñëåäíåãî óðîâíÿ, êîòîðûé åùå ìîæåò ñî-çäàñòüñÿ. Ýòîò íîìåð îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ âûñîêèõóðîâíåé àòîìîâ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè.Íîìåð i0 äëÿ àòîìà âîäîðîäà ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð,îòîæäåñòâèâ ñ íèì íîìåð ïîñëåäíåé áàëüìåðîâñêîé ëèíèè, êîòîðàÿíàáëþäàåòñÿ â ñïåêòðå ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà.Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîí-öåíòðàöèè ÷àñòèö N â àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ. ßñíî, ÷òî ðà-äèóñ, êîòîðûé åùå ìîæåò èìåòü àòîì, íå ïîäâåðãàÿñü ðàçðóøå-íèþ îêðåñòíûìè ÷àñòèöàìè, ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-åì Nr3i∗ ∼ 1. Òàê êàê ýòî i∗, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî
ri∗ ≈ 10−8i2∗ ñì, òàê ÷òî N ∝ i−6

∗ . Íîìåð i∗ ìîæíî îïðåäåëèòü èçíàáëþäåíèé, õîòÿ ýòî ñäåëàòü íå î÷åíü ïðîñòî èç-çà êîíå÷íîé øè-ðèíû ëèíèé è ñëèÿíèÿ èõ ó ïðåäåëà áàëüìåðîâñêîé ñåðèè. Âëèÿíèåý��åêòà Øòàðêà, äîïîëíèòåëüíî ðàñøèðÿþùåãî ëèíèè è ïðèâîäÿ-ùåãî ê èõ áîëåå ðàííåìó ñëèÿíèþ, åùå óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü íîìåðàäî 7.5. Ýòà òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè íåäîñòàòî÷íî ðàçðåøåíèåñïåêòðîãðà�à. Â òî æå âðåìÿ îøèáêà â íîìåðå íà íåñêîëüêî åäèíèöïðèâåäåò ê áîëüøîé îøèáêå â êîíöåíòðàöèè, òàê êàê çàâèñèìîñòü
N îò i∗ î÷åíü ñèëüíàÿ. Òåì íå ìåíåå, êîãäà ëó÷øåãî ñïîñîáà íåò,ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ýòîìó. Åùå â 30-å ãîäû áûëà âûâåäåíà �îð-ìóëà Èíãëèñà�Òåëëåðà, ñâÿçûâàþùàÿ N è i∗:

lgN = 23.26 − 7.5 lg i∗. (119)Ýòà �îðìóëà çàòåì ìíîãîêðàòíî óòî÷íÿëàñü.Â ñïåêòðàõ çâåçä i∗ ïîðÿäêà äåñÿòêà (íàïðèìåð, â àòìîñ�åðåÑîëíöà N = ne = 1012, òàê ÷òî i∗ = 32), â ãàçîâûõ òóìàííîñòÿõ
ne = 103 ÷ 104 è i∗ = 500 ÷ 370, à â ìåæçâåçäíîé ñðåäå ÷èñëî áàëü-ìåðîâñêèõ ëèíèé äîõîäèò äî òûñÿ÷è (òàì âîçìîæíî ne = 1, òîãäà ïî�îðìóëå (119) i∗ = 1260). Ñòîëü âûñîêèå óðîâíè ïðîÿâëÿþòñÿ íå âáàëüìåðîâñêîé ñåðèè, à ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó âûñîêèìè óðîâíÿìè,êîãäà è îáðàçóþòñÿ ðåêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè.83



Êàê èçâåñòíî, ëèíèè âîäîðîäà, îáúåäèíåííûå òåì, ÷òî ó íèõîáùèé íèæíèé óðîâåíü, îáðàçóþò ñåðèè. Åñëè ïåðåõîä ïðîèñõî-äèò íà ïåðâûé óðîâåíü, ëèíèè ïîïàäàþò â ÓÔ îáëàñòü, íàçûâà-þòñÿ ëàéìàíîâñêèìè è îáîçíà÷àþòñÿ Lα, Lβ , Lγ , . . .. Âòîðàÿ ñåðèÿ� áàëüìåðîâñêàÿ � ðàñïîëàãàåòñÿ â âèäèìîé îáëàñòè, åå ëèíèè
Hα, Hβ , Hγ , . . .. Ïåðâûå äâå ñåðèè âûäåëåíû òåì, ÷òî îíè îòäåëåíûäðóã îò äðóãà è îò äðóãèõ ñåðèé. Âñå îñòàëüíûå ñåðèè â òîé èëèèíîé ñòåïåíè ïåðåêðûâàþòñÿ, à ëèíèè âûñîêèõ ñåðèé ñèëüíî ïåðå-ïóòàíû, òàê ÷òî äëÿ èõ îòîæäåñòâëåíèÿ íåîáõîäèìî òî÷íîå èçìåðå-íèå ÷àñòîòû èëè äëèíû âîëíû. Â îòëè÷èå îò ëèíèé ïåðâûõ ñåðèéñèìâîëàìè Hi+1α, Hi+2β , Hi+3γ , . . . îáîçíà÷àþòñÿ ëèíèè, ó êîòîðûõîáùèé íèæíèé óðîâåíü ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì i. Äëÿ ïðè-ìåðà óêàæåì, ÷òî ëèíèÿ H103γ îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå 103 → 100.Íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâ-íîñòü èìåþò ïåðâûå ëèíèè ñåðèé. Ó ñåðèé ñ âûñîêèìè îáùèìè óðîâ-íÿìè i èíòåíñèâíîñòü ëèíèè Hiα â ïÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì ó Hi+1β , èâ 100 ðàç áîëüøå, ÷åì ó Hi+5ε. ×àñòîòû ïåðâûõ ëèíèé ñåðèé ìîæíîâû÷èñëèòü ïî �îðìóëå

νHiα = 3288052
2i+ 1

i2(i+ 1)2
��ö. (120)Ïðè i ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí ëèíèè ïîïàäàþò â ðàäèîäèàïàçîí.Ýéíøòåéíîâñêèå êîý��èöèåíòû ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà Ai+1,iïðè áîëüøèõ i ïðîïîðöèîíàëüíû i−5, òàê ÷òî äëÿ íàêîïëåíèÿ âäîëüëó÷à çàìåòíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî ìíîãî àòîìîâ, ÷òî îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ òîëüêî â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî îïòè÷åñêèå òîë-ùèíû â ýòèõ ëèíèÿõ âñå ðàâíî î÷åíü ìàëû è ðàññåÿíèÿ â íèõ íåïðîèñõîäèò.Íà âîçìîæíîñòü è âàæíîñòü íàáëþäåíèé ��Ë óêàçàëÍ.Ñ.Êàðäàøåâ [26℄ â 1959 ãîäó. Îí ðàññ÷èòàë âåðîÿòíîñòè ïåðå-õîäîâ äëÿ ýòèõ ëèíèé. Ïåðâûå íàáëþäåíèÿ ��Ë áûëè ïîëó÷åíûâ ÔÈÀÍ (ïåðåõîä 91 → 90) è íà Áîëüøîì Ïóëêîâñêîì òåëåñêîïå(ÁÏ�, ïåðåõîä 105 → 104) â 1964 ãîäó. Â 1966 ãîäó áûëè îáíàðóæå-íû ��Ë ãåëèÿ è óãëåðîäà.×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ��Ë ïîäâåðæåíû ìàçåðíîìó óñèëåíèþ.Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ìåæçâåçäíîé ñðåäå (ÌÇÑ)â çîíàõ H II âîäîðîä ñèëüíî èîíèçîâàí. Ïî÷òè âñå íåéòðàëüíûå àòî-ìû íàõîäÿòñÿ íà îñíîâíîì óðîâíå, íàñåëåííîñòü âòîðîãî íà ìíîãîïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì îñíîâíîãî. Îäíàêî, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñâî-84



áîäíûå ýëåêòðîíû ý��åêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ âûñîêèìè óðîâ-íÿìè àòîìîâ, îòíîñèòåëüíûå íàñåëåííîñòè âûñîêèõ óðîâíåé îêàçû-âàþòñÿ áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì, òî åñòü ê îïðåäåëÿåìûì ïî �îðìóëåÁîëüöìàíà. Áîëåå òîãî, ÷åì âûøå óðîâåíü, òåì ýòà áëèçîñòü ñèëü-íåå. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîå (ìàêñâåëëîâñêîå) ðàñ-ïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì, êîòîðîå äîñòàòî÷íî áûñòðîóñòàíàâëèâàåòñÿ çà ñ÷åò êóëîíîâñêèõ ñòîëêíîâåíèé.Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå ðåàëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìà âîäîðîäàâ ñîñòîÿíèè ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì i ê ðàâíîâåñíîé ÷åðåç bi,òàê ÷òî ni = bin
∗
i . Âåëè÷èíû bi íàçûâàþòñÿ ìåíçåëîâñêèìè ìíîæè-òåëÿìè. Îíè áûëè ââåäåíû Ä.Ìåíçåëîì [74℄ â ñâÿçè ñ ðàñ÷åòàìèáàëüìåðîâñêîãî äåêðåìåíòà, ò. å. îòíîøåíèé èíòåíñèâíîñòåé áàëü-ìåðîâñêèõ ëèíèé.Çàïèøåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè Hi+1α:

dIν
ds

= −niki(ν)Iν + Ci(ν)ni+1

[

1 +
c2

2hν3
Iν

]

. (121)Êîý��èöèåíò Ci(ν) îïðåäåëÿåì, êàê âñåãäà, ïðèðàâíÿâ ïðàâóþ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè ÒÄ� ê íóëþ:
n∗
i ki(ν)Bν(T )=Ci(ν)n

∗
i+1

[

1+
c2

2hν3
Bν(T )

]

, Ci(ν)=
gi
gi+1

2hν3

c2
ki(ν).(122)Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

dIν
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= −niki(ν)
(

1 − gi
gi+1

ni+1

ni

)

Iν +
2hν3

c2
ki(ν)

gi
gi+1

ni+1. (123)Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíîòàê:
1 − gi

gi+1

ni+1

ni
= 1 − gi

gi+1

n∗
i+1

n∗
i

bi+1

bi
= 1 − bi+1

bi
e−hν/kBT . (124)Îáà ìíîæèòåëÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè áëèçêè ê 1. �àçëîæèì èõïî �îðìóëå Òåéëîðà:

bi+1

bi
≈ bi + ∆bi

bi
= 1 + ∆(ln bi), e

−hν/kBT ≈ 1 − hν

kBT
. (125)Òîãäà

1 − gi
gi+1

ni+1

ni
≈ hν

kBT
− ∆(ln bi). (126)85



�àñ÷åòû íàñåëåííîñòåé âûñîêèõ óðîâíåé, ïðîèçâåäåííûå ïóòåì ðå-øåíèÿ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè, ïîêàçàëè, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîåâ (126) ∆(ln bi) > 0 (òàê êàê ÷åì âûøå óðîâåíü, òåì îí áëèæå êðàâíîâåñèþ, ò. å. bi+1 áëèæå ê åäèíèöå, ÷åì bi) è ìîæåò áûòü áîëü-øå ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ìîæåò áûòüîòðèöàòåëüíûì, ÷òî è ïðèâîäèò ê ìàçåðíîìó ý��åêòó. Õîòÿ îï-òè÷åñêèå òîëùèíû â ��Ë íåâåëèêè, ýòè ëèíèè îêàçûâàþòñÿ áîëååèíòåíñèâíûìè è áîëåå óçêèìè, ÷åì ïîëó÷àåòñÿ ïî òåîðèè, íå ó÷è-òûâàþùåé ìàçåðíîãî ý��åêòà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäåíèå ��Ë ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåä-ñòâîì èññëåäîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ óñëîâèé â ðàçðåæåííûõ àñòðî�è-çè÷åñêèõ îáúåêòàõ, òàêèõ êàê òóìàííîñòè è ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà. Áî-ëåå ïîäðîáíî î ��Ë ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãàõ [24℄,[52℄ è â ýíöèê-ëîïåäèè [54℄.�åêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ èìååò çíà÷åíèå è âäðóãèõ ñëó÷àÿõ. Îí ëåæèò â îñíîâå èíòåðïðåòàöèè ëèíåé÷àòûõñïåêòðîâ òóìàííîñòåé è àòìîñ�åð çâåçä (ñì. [49℄). Èì æå â çíà÷è-òåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå íåïðåðûâíîãî ñïåê-òðà çâåçä òèïà Ñîëíöà, ãäå ðîëü �èîíà� èãðàåò íåéòðàëüíûé àòîìâîäîðîäà, à ðîëü �àòîìà� � îòðèöàòåëüíûé èîí âîäîðîäà H−. Îáýòîì ïîäðîáíî ãîâîðèòñÿ â êíèãàõ [49℄ è [32℄.Ïðè ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà îáðàçóåòñÿ ëåãêèéàòîì, íàçûâàåìûé ïîçèòðîíèåì. Î íåì áóäåò ñêàçàíî â ãëàâå VI.



�ëàâà III. Ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì� 1. �åîìåòðèÿ è òåðìèíîëîãèÿ1. Äâèæåíèå è èçëó÷åíèå çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä e ìàññîé m ðàâ-íîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.Öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ýòîé ñèñòåìû èñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíûì, ò. å. ñèñòåìà îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçàíà ñ íèì.Ïî îêðóæíîñòè äâèæåòñÿ çàðÿä âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàã-íèòíîì ïîëå, åñëè íå ó÷èòûâàòü èçëó÷åíèå çàðÿäà è åñëè åãî ñêî-ðîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ìàãíèòíîìó ïîëþ. Åñëè èìååòñÿ ñîñòàâëÿ-þùàÿ ñêîðîñòè âäîëü ïîëÿ, òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà � ñïèðàëü, òî÷-íåå � âèíòîâàÿ ëèíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [28℄). Ýòîò áîëåå ñëîæíûéñëó÷àé áóäåì ðàññìàòðèâàòü âî âòîðóþ î÷åðåäü.Âëèÿíèåì ïîòåðü ýíåðãèè çàðÿäà íà èçëó÷åíèå ìû ïðåíåáðåãà-åì, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà â ðåçóëüòàòå èçëó÷åíèÿ íåèçìåíÿåòñÿ. Òàê ìîæíî ïîñòóïàòü ââèäó òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ èçëó÷å-íèÿ çàðÿäà ñîñòàâëÿåò ìàëóþ äîëþ åãî ýíåðãèè.Èçëó÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî çàðÿäà èëè ñîâîêóïíîñòè òàêèõçàðÿäîâ íàçûâàåòñÿ ìàãíèòî-òîðìîçíûì (èìåííî ïîòîìó, ÷òî çàðÿ-äû òîðìîçÿòñÿ âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ, è ïî àíàëîãèè ñ òîðìîçíûìèçëó÷åíèåì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äðóãèõ çà-ðÿäîâ). Åñëè çàðÿäû íåðåëÿòèâèñòñêèå èëè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå,òî èõ èçëó÷åíèå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî öèêëîòðîííûì èëè ñèí-õðîòðîííûì, â äèàïàçîíå ïðîìåæóòî÷íûõ ýíåðãèé ãîâîðÿò î ãèðî-öèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè.Ïîñêîëüêó ãëàâíîå èçëó÷åíèå äàþò çàðÿäû ñ íàèìåíüøåé ìàñ-ñîé, â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì çàðÿä ïîäðàçóìåâàåì ýëåêòðîí.2. Ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïðè èçó÷åíèè ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èç-ëó÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñèñòåìû îòñ÷åòà.I. Ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà çàðÿäà. Ýòà ñèñòåìà äâèæåòñÿâìåñòå ñ çàðÿäîì ïî îêðóæíîñòè. Åå îñè íå ìåíÿþò ñâîèõ íàïðàâ-ëåíèé. Â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëåíî ñîáñòâåííîåâðåìÿ t∗.II. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ýëåêòðîí ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ(îáðàùàåòñÿ) ïî îêðóæíîñòè. Íà÷àëî êîîðäèíàò ýòîé ñèñòåìû ñî-âìåùåíî ñ öåíòðîì óêàçàííîé îêðóæíîñòè. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî87



íàçâàòü ëàáîðàòîðíîé èëè åñòåñòâåííîé. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùè-åñÿ ê ýòîé ñèñòåìå, îòìå÷àåì èíäåêñîì e. Âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå â íåé îòñóòñòâóåò, ~Ee = 0, à íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿíàïðàâëåíà ïî âåêòîðó ~e3, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ïëîñêîñòè âðàùåíèÿçàðÿäà: ~H = H∗~e3 (ñì. ðèñ. 1).
~e3

φ = 0 φ = π ~e2

φ = π/2

~e1�èñ. 1. Âðàùàþùèéñÿ ïî îêðóæíîñòè çàðÿä.III. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿä èìååò áåçðàçìåðíóþ (âåäèíèöàõ ñêîðîñòè ñâåòà) ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ïî ïîëþ
~β‖ = β‖ ~e3. (1)Âåëè÷èíà β‖, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëü-íîé â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà ïî îòíîøåíèþ êíàïðàâëåíèþ ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ñêîðîñòüçàðÿäà è òåì ñàìûì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, òàê ÷òîìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî òàêèõ ñèñòåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïðè ëþáûõ β‖ íà÷àëà êîîðäèíàò ó íèõ âñåõ ðàñïîëîæåíû íà ïðÿ-ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà èïåðïåíäèêóëÿðíîé åé. Ýòè ñèñòåìû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóãäðóãà âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è êîîðäèíàòû èõ ñâÿçàíû ïðåîáðàçî-âàíèÿìè Ëîðåíöà, êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü ïðîäîëüíûìè.Èç �îðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ (ñì. [28℄) íå-ïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ òàêèõ ñèñòåìàõ, êîîðäèíàòû èâðåìÿ â êîòîðûõ ñâÿçàíû ïðîäîëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà,íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îäíà è òà æå, à âíåø-íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåò ~Ef = 0. Äëÿ âîçìîæíîñòè êðàòêîãî88



óïîìèíàíèÿ òàêèõ ñèñòåì íàçîâåì èõ ñèñòåìàìè ïîëÿ. Âñå âåëè÷è-íû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòèì ñèñòåìàì, îòìå÷àåì èíäåêñîì f.IV. Ñèñòåìà îòñ÷åòà èñòî÷íèêà. Èñòî÷íèê ìàãíèòî-òîðìîçíîãîèçëó÷åíèÿ � ýòî îáúåêò, â êîòîðîì â ìàãíèòíîì ïîëå äâèæóòñÿ çà-ðÿäû, îáðàçóþùèå êàêèå-òî ïîòîêè èëè îáëàêà. Â èñòî÷íèêå âûáè-ðàåòñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà. Îíà òîæå ñâÿçàíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ò. å.ýòî îäíà èç ñèñòåì ïîëÿ, è âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåé íåò.Â ýòîé ñèñòåìå äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíî óñðåäíåíèå ïî èìïóëüñàìýëåêòðîíîâ. Ñèñòåìà èñòî÷íèêà îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ñèñòåì ïîëÿòåì, ÷òî â íåé ñðåäíèé ïðîäîëüíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ ðàâåí íó-ëþ. Òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà íàçûâàþò òàêæå ñîïóòñòâóþùåé ãàçóýëåêòðîíîâ.V. Ñèñòåìà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ. Ñèñòåìà èñòî÷íèêà äâèæåò-ñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû íàáëþäàòåëÿ ñ íåêîòîðîé (ïðîèçâîëüíîé)ñêîðîñòüþ.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âî âòîðîé è òðåòüåé ñèñòåìàõ èçëó÷àåòîäèí çàðÿä, â äâóõ ïîñëåäíèõ èçëó÷àþò èõ àíñàìáëè. �àññìîòðèìêàæäóþ èç ñèñòåì ïî î÷åðåäè, íî ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûåïîñòîÿííûå è ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû çàäà÷è.3. Ïîñòîÿííûå. Â çàäà÷å î çàðÿäå â ìàãíèòíîì ïîëå èìååò-ñÿ íåñêîëüêî âåëè÷èí, êîòîðûå çàêðåïëÿþòñÿ. Ýòî ïðåæäå âñåãîâåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ
H∗ > 0. Åé ñîîòâåòñòâóåò öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà ω∗ =

eH∗

mc
, ãäå

e > 0 � çàðÿä ýëåêòðîíà, à m � åãî ìàññà, è ïåðèîä T∗ = 2π/ω∗.Äàëåå, ðàäèóñ îêðóæíîñòè R∗, ïî êîòîðîé îáðàùàåòñÿ çàðÿä,òàêæå îäèíàêîâ âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ. Èç óêàçàííûõ âåëè÷èí ìîæ-íî îáðàçîâàòü ïðîèçâåäåíèå ðàçìåðíîñòè ñêîðîñòè R∗ω∗ > 0, à òàê-æå áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó R∗ω∗/c > 0. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòüïîëÿ è ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, òî ââåäåí-íûå âåëè÷èíû òàêæå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè.4.Ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà. Ââåäåì â ýòîé ñèñòåìå îðòîíîðìàëü-íûé áàçèñ ~e1, ~e2, ~e3. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ýëåê-òðîí, ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e2, à ìàãíèòíîå ïîëå
~H = H∗ ~e3.Çàäàäèì ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíî-ñòè â âèäå

~re = ~re(φ) = R∗ (~e1 sinφ− ~e2 cosφ), (2)89



ãäå φ = ωe te, ωe � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíî-ñòè, te � âðåìÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. ×åòûðåõìåðíûéâåêòîð ïîëîæåíèÿ çàðÿäà â ýòîé ñèñòåìå
re = {cte, ~re}. (3)Áåçðàçìåðíûé ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ çàðÿäà (èëè, ÷òî òî æåñàìîå, ÷åòûðåõìåðíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü) â òîé æå ñèñòåìå îò-ñ÷åòà

ze =
1

c

dre
dt∗

=
γe

c

dre
dte

= {γe, ~ze}, ~ze = γe
~βe, (4)ãäå áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè

~βe =
1

c

d~re
dte

= βe (~e1 cosφ+ ~e2 sinφ), βe =
R∗

c

dφ

dte
=
R∗

c
ωe. (5)Áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà γe âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî áåç-ðàçìåðíûå ñêîðîñòü βe è èìïóëüñ ze â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îáû÷-íûì îáðàçîì:

γe =
1

√

1 − β2
e

=
√

1 + z2
e . (6)Ýòîò ìíîæèòåëü ñâÿçûâàåò ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà t∗ ñî âðåìå-íåì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è, ñîîòâåòñòâåííî, óãëîâóþ ÷à-ñòîòó îáðàùåíèÿ çàðÿäà ñ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé:

t∗ =
te
γe
, ωe =

ω∗

γe
, (7)òàê ÷òî φ = ωe te = ω∗ t∗. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ñâÿçàíû òî÷íî òàêæå: Te = T∗γe. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè çàðÿäàïîñòîÿííà, òî õîòÿ âðåìÿ t∗ îòíîñèòñÿ ê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìåîòñ÷åòà, îíî òå÷åò ðàâíîìåðíî, ò. å. îòëè÷àåòñÿ îò âðåìåíè te íàïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ñîáñòâåííîå âðåìÿ t∗ � ñàìîå ìåäëåííîå äëÿçàðÿäà. �àäèóñ R∗ = βecγe/ωe íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Ëàðìîðà.Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè âðàùàòåëüíîãî äâè-æåíèÿ: ìîäóëè èìïóëüñà è ñêîðîñòè, ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü è÷àñòîòà âðàùåíèÿ ïðè çàêðåïëåíèè âåëè÷èí, óêàçàííûõ â ï. 3, òàê-æå ïîñòîÿííû. Äåéñòâèòåëüíî,

90



ze = γeβe =
R∗ω∗

c
, γe =

√

1 + z2
e =

√

1 +

(

R∗ω∗

c

)2

, (8)
βe =

ze
γe

=
R∗ω∗

√

c2 +R2
∗ω

2
∗

, ωe =
ω∗

√

1 + (R∗ω∗/c)2
. (9)×åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ è òðåõìåðíîå óñêîðåíèå çà-äàþòñÿ ïðîñòûìè �îðìóëàìè:

we = c
dze

dt∗
= {0, γ2

e ~we}, ~we = we(−~e1 sinφ+ ~e2 cosφ), (10)
we = R∗ω

2
e = c βe ωe = cω∗

βe

γe
=
R∗ω

2
∗

γ2
e

, (11)èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ we ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîéâ óêàçàííîì âûøå ñìûñëå, êàê è ðåëÿòèâèñòñêèé ñêàëÿð −w2 =
γ4
ew

2
e = R2

∗ω
4
∗.�àññìîòðèì îïèñàíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà â ñèñòåìàõ ïîëÿ.5. Ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîëÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû ~e1 è

~e2 ó âñåõ òàêèõ ñèñòåì îòñ÷åòà îáùèå, èáî îíè, êàê è äðóãèå âåëè÷è-íû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïëîñêîñòè ýòèõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð, óãîë φ, íåèçìåíÿþòñÿ ïðè ïðîäîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Âåêòîð ~e3,ðàññìàòðèâàåìûé êàê ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî, èçìåíÿåò ñâîþ äëèíó,íî ìû áóäåì âðåìåíí�óþ ÷àñòü ýòîãî âåêòîðà âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿèãíîðèðîâàòü, à ïðîñòðàíñòâåííóþ íîðìèðîâàòü íà 1, òàê ÷òî ýòîòâåêòîð òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííûì.Â êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ýëåêòðîí ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïîâèíòîâîé ëèíèè. Ñîñòàâëÿþùóþ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè ýëåêòðî-íà âäîëü ïîëÿ, ò. å. åå ïðîåêöèþ íà âåêòîð ~e3 ìû îáîçíà÷àåì β‖,òàê ÷òî âåêòîð áåçðàçìåðíîé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ïðèâå-äåííîé âûøå �îðìóëîé (1).Â îòëè÷èå îò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû βe ïðîåêöèÿ β‖ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèéìíîæèòåëü Ëîðåíöà îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî: γ‖ = 1/
√

1 − β2
‖ .×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà, îïèñûâàþùåãî äâè-æåíèå çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ, íàäî ïðåîáðàçîâàòü (3) ïî Ëîðåíöóèç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó ïîëÿ. Âòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî îò-íîøåíèþ ê ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ −~β‖c. Ïðîäîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå91



îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî åãî ñêîðîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðåîáðàçóåìîìóòðåõìåðíîìó âåêòîðó ~re, ïîýòîìó ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïî-ëó÷àåòñÿ ïðè ïðîåöèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà íà ïëîñêîñòü,ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïîëþ, íå èçìåíÿåòñÿ è
rf = {ctf , ~rf} = {γ‖cte, γ‖β‖~e3cte + ~re}. (12)Òàêèì îáðàçîì, âðåìåíà â ñèñòåìàõ ïîëÿ è ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìåñâÿçàíû ëîðåíöåâñêèìè ìíîæèòåëÿìè: tf = γ‖te = γ‖γet∗ = γf t∗,òàê ÷òî γf = γ‖γe. �àäèóñ-âåêòîð çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ

~rf = ~rf(tf) = γ‖~β‖cte + ~re(φ) = ~β‖ctf +R∗(~e1 sinφ− ~e2 cosφ) (13)ðàâåí ñóììå âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ îòðàæàåò îáðàùåíèå ïîîêðóæíîñòè, à äðóãîé � ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå âäîëü ïîëÿ.Ïîëíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäà
~βf =

d~rf
cdtf

= ~β‖ + ~β⊥. (14)Åå ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
~β⊥=β⊥(~e1 cosωftf +~e2 sinωftf), β⊥=

R∗

c

dφ

dtf
=
R∗

c

dφ

dte

dte
dtf

=
βe

ωe

ωe

γ‖
=
βe

γ‖
.(15)Òàê êàê ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè îðòîãîíàëüíû, êâàäðàò åå

β2
f = β2

⊥ + β2
‖ =

β2
e

γ2
‖

+ β2
‖ = (1 − β2

‖)β
2
e + β2

‖ , (16)òàê ÷òî ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü ïîëíîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà
γf =

1
√

1 − β2
f

=
1

√

1 − β2
⊥ − β2

‖

=
1

√

(1 − β2
‖)(1 − β2

e )
= γeγ‖ (17)ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìíîæèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàùåíèþ èäâèæåíèþ âäîëü ïîëÿ, ÷òî óæå îòìå÷àëîñü.×àñòîòû îáðàùåíèÿ çàðÿäà ñâÿçàíû, êàê è âðåìåíà, à èìåííî,÷àñòîòà îáðàùåíèÿ â ñèñòåìå ïîëÿ ðàâíà ωf = ωe/γ‖ = ω∗/γf . Ïî-ñêîëüêó ýëåêòðîí ïðîõîäèò ïî îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè íà ïëîñ-êîñòè, íà êîòîðóþ ïðîåöèðóåòñÿ åãî òðàåêòîðèÿ, à âðåìåíà â ñèñòå-ìàõ îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè, òî âåëè÷èíà àðãóìåíòà92



òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé φ = ω∗t∗ = ωete = (ωe/γ‖)tf = ωftfîñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ ñî-ñòàâëÿåò Tf = 2π/ωf = (2π/ωe)γ‖ = T∗γf . Ïðîñòîòà ñâÿçåé ìåæäó ñî-îòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòàîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñå äâèæåíèÿ, â êîòîðûå âîâëå÷åíû ýëåêòðî-íû, âêëþ÷àÿ îáðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè, ðàâíîìåðíûå.Áåçðàçìåðíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíà â ñèñòåìå ïîëÿ
zf =

1

c

drf
dt∗

=
γe

c

drf
dte

=
γf

c

drf
dtf

= {γf , ~zf}, (18)ãäå
~zf =z‖~e3 + z⊥(~e1 cosωftf +~e2 sinωftf), z‖=β‖γf , z⊥=β⊥γf =ze. (19)Åãî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîëþ ÷àñòü îñòàåòñÿ èíâàðèàíòîì.Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûé ïèò÷-óãîë α, ò. å. óãîë ìåæäó ñêî-ðîñòüþ ýëåêòðîíà â ñèñòåìå ïîëÿ è íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ,òàê ÷òî

β‖ = βf cosα, β⊥ = βf sinα. (20)Òàê êàê äâèæåíèå âäîëü ïîëÿ ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå,òî óñêîðåíèå âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè, àíà-ëîãè÷íûìè (10):
wf =c

dzf

dt∗
={0, γ2

f ~wf}, ~wf =c
d~zf
dtf

=
d2~rf
dt2f

=wf(−~e1 sinφ+~e2 cosφ),(21)
wf = R∗ω

2
f =

we

γ2
‖

= cβ⊥ωf = c
ω∗

γf
βf sinα. (22)Èíâàðèàíò

−w2 = γ4
f w

2
f = R2

∗ω
4
∗ = c2ω2

∗γ
2
f β

2
f sin2 α. (23)Åñëè íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé ïîëÿH∗ ïîñòîÿííûì ïðèíèìàåòñÿ ðà-äèóñ îêðóæíîñòè R∗, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèíè òîò æå ýëåêòðîí. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñðàâíèâàòü èçëó÷åíèåýëåêòðîíîâ ñ çàêðåïëåííûìè âåëè÷èíàìè ñêîðîñòè βf è ïèò÷-óãëà

α. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî îíè ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ðàçëè÷íûì ýëåê-òðîíàì, ò. å. ýòè ýëåêòðîíû ìîãóò îáðàùàòüñÿ ïî ðàçíûì îêðóæ-íîñòÿì è èìåòü ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè âäîëü ïîëÿ, ñâÿçàííûå òîëüêîâåëè÷èíîé βf . 93



Ñèñòåìó èñòî÷íèêà ðàññìîòðèì ïîçæå. ×òî êàñàåòñÿ ñèñòåìûíàáëþäàòåëÿ, òî îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè òåîðèè êêîíêðåòíûì îáúåêòàì, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, êàê îíèäâèæóòñÿ. Åñëè îáúåêò íàõîäèòñÿ íà êîñìîëîãè÷åñêîì ðàññòîÿíèè,òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðèåìëåìóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü.6. Ïîëíîå èçëó÷åíèå è êëàññè�èêàöèÿ. Íàéäåì ïîëíîå èçëó-÷åíèå ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ ïî ñïèðàëè, ò. å. â ñèñòåìå ïîëÿ, ââîëíîâîé çîíå.Êàê èçâåñòíî, ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò íå òîëüêî ýíåð-ãèþ, íî è èìïóëüñ, êîòîðûå óíîñÿòñÿ èçëó÷àåìîé çàðÿäîì ýëåê-òðîìàãíèòíîé âîëíîé. Ïåðåíîñ èìïóëüñà îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ðàñ-õîäÿùåéñÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíû ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó äâèæåíèÿ çà-ðÿäà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð èçëó÷àåìîãî èìïóëüñà ïðîïîðöèîíà-ëåí âåêòîðó ñìåùåíèÿ ýëåêòðîíà (�îðìóëû (I.135), â êà÷åñòâå dt1ñëåäóåò âçÿòü dte èëè dtf), à êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòèÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå äàåòñÿ âû-ðàæåíèåì (I.136)
I =

2

3

e2

c3
[−w2], w2 = −γ6 [w2 − (~β × ~w)2], (24)ãäå w = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ(~β ~w)~β} � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé ÷åòû-ðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ýòîò âåêòîð îïðå-äåëÿòñÿ �îðìóëîé (21), à åãî êâàäðàò � �îðìóëîé (23), òàê ÷òî

I =
2

3

e2

c
ω2
∗γ

2
f β

2
f sin2 α =

2

3

e2

c
ω2

eβ
2
eγ

4
e =

2

3

e2

c3
R2

∗ω
4
∗. (25)Çà�èêñèðóåì ñêîðîñòü çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ è òåì ñàìûì âå-ëè÷èíû βf , γf è α. Çàêðåïèì òàêæå âåëè÷èíó íàïðÿæåííîñòè âíåø-íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H∗ è ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, î êî-òîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå.1) Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Ïðè βf ≪ 1 ìíîæèòåëü γf ≈ 1 è

I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗β

2
f sin2 α. (26)Ýòî èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, öèêëîòðîííûì.2) Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Çäåñü βf ≈ 1, γf ≫ 1, òàê ÷òîâ ñëó÷àå ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ

I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗γ

2
f sin2 α. (27)94



Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë âèäíî, ÷òî öèêëîòðîííîå èçëó÷åíèåçíà÷èòåëüíî ñëàáåå ñèíõðîòðîííîãî, òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå βf ìà-ëî, à âî âòîðîì γf âåëèêî. Îäíàêî ñòðîãî ãîâîðÿ, èçëó÷åíèå ìîæíîíàçûâàòü ñèíõðîòðîííûì òîëüêî, åñëè ïèò÷-óãîë íå î÷åíü ìàë (èëèíå áëèçîê ê π). Åñëè æå α èìååò ïîðÿäîê 1/γf , ò. å. α = α0/γf , òîñîãëàñíî �îðìóëå (27)
I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗α

2
0. (28)Òî÷íî òàêàÿ æå �îðìóëà ñïðàâåäëèâà, êîãäà π − α = α0/γf . Ýòîòñëó÷àé ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ìàëûõ ïèò÷-óãëîâ,ïðîñòî çàðÿä äâèæåòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþïîëÿ. Âïðåäü åãî îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàåì.Èçëó÷åíèå ïðè ìàëûõ ïèò÷-óãëàõ íå çàâèñèò îò γf è íàçûâà-åòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì äèïîëüíûì. Îñíîâàíèåì ê òàêîìó íàçâàíèþÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíîå ñîâïàäåíèå �îðìóëû (28) ñ âûðàæåíèåì äëÿèíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ äèïîëÿ (I.134) ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì

e|~rd| = ecα0/ω∗ è åãî âòîðîé ïðîèçâîäíîé â âèäå e|~rd|ω2
∗ = ewd =

ecα0ω∗.Â ïðîìåæóòî÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåðåí-íî ðåëÿòèâèñòñêàÿ, ãîâîðÿò î ãèðîöèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè. Ïîä-÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî èçëó÷åíèå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò, åñëè ñêî-ðîñòü ýëåêòðîíà ñîñòàâëÿåò óãîë 0 èëè π ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ, òàêêàê òîãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ âäîëü ïîëÿ ðàâíîìåðíî, áåç óñêîðå-íèÿ, è íå èçëó÷àåò.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ñîïîñòàâèì âåëè÷èíó ýíåðãèè, èçëó-÷àåìîé âðàùàþùèìñÿ ïî îêðóæíîñòè ýëåêòðîíîì çà ïåðèîä Te, ñåãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé (I.42). Èõ îòíîøåíèå ðàâíî
I Te

ε
=

2

3

e2

c
ω2

eβ
2
eγ

4
e

2π

ωe

1

mc2(γe − 1)
=

4π

3

(

e2

mc2

)2 H∗

e

β2
eγ

3
e

γe − 1
. (29)Ýòî îòíîøåíèå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1 ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-íîãî ïîëÿ

H∗ =
e

σT

2

γe(γe + 1)
. (30)Êîý��èöèåíò e/σT, ãäå σT = (8π/3)r2e � òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå,ðàâåí 7.21 · 1014 �ñ. Ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò ñêîðîñòè ýëåêòðî-íà, ïðè βe = 0 ðàâåí 1, à ïðè áîëüøèõ γe ïðîïîðöèîíàëåí 2/γ2

e .95



Äàæå ïðè î÷åíü çíà÷èòåëüíûõ âåëè÷èíàõ γe âåëè÷èíà íàïðÿæåí-íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðèíÿòûì óñëîâèåì, î÷åíüâåëèêà. Ñòîëü áîëüøèå åå çíà÷åíèÿ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ â ìàãíèòî-ñ�åðàõ íåéòðîííûõ çâåçä, îäíàêî ïðè òàêèõ íàïðÿæåííîñòÿõ êëàñ-ñè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ óæå íåâåðíà è òðå-áóåòñÿ êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå îâîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì èçëó÷åíèÿ íà òðàåêòîðèþ ýëåê-òðîíà îïðàâäàíî.� 2. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà ââîëíîâîé çîíå1. Èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. Íàïîì-íèì îáùèå �îðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå èçëó÷åíèå çàðÿäà, äâèæó-ùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè R îò çàðÿ-äà ñîãëàñíî �îðìóëàì (I.125) è (I.137)
~E =

e

cR
~n×

[

~n

1 − ~n~β
× d

dt1

~β

1 − ~n~β

]

=
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (31)Çäåñü ~R � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé �èêñèðîâàííóþ òî÷êó â îáëàñòèäâèæåíèÿ çàðÿäà ñ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ, ~n = ~R/R � åäèíè÷íûé âåê-òîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ, ~β è ~w � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü èóñêîðåíèå çàðÿäà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò çàïàçäûâàþùåãîâðåìåíè t1. Âðåìÿ t1 ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ t ðàâåíñòâîì

t = t1 +
R

c
− ~n~r(t1)

c
, (32)ãäå ~r(t1) � ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà, èñõîäÿùèé èç óêàçàííîé �èêñè-ðîâàííîé òî÷êè, òàê ÷òî ïðè çàêðåïëåííîì ðàññòîÿíèè R ìåæäóäè��åðåíöèàëàìè âðåìåí èìååòñÿ ñâÿçü:

dt = (1 − ~n~β)dt1. (33)Â ïåðâîì âûðàæåíèè â (31) ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t1 áåðåòñÿ ïîë-íàÿ, òàê êàê âåêòîð ~β çàâèñèò òîëüêî îò ýòîãî âðåìåíè.Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, ò. å. êîëè÷å-ñòâà ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èñïóñêàåìîé èì â åäèíèöó âðåìåíè, èìååòâèä 96



W(~n)=
e2

4πc3
w2(1−~n~β)2+2(~n~w)(~β ~w)(1−~n~β)−(1−β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (34)Â ýòîì ïàðàãðà�å âñå äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäèòñÿâ îäíîé èç ñèñòåì ïîëÿ, îäíàêî äëÿ îïðåäåëåííîñòè èíäåêñ f óêà-çûâàåì.Ïóñòü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò ìåñòà äâè-æåíèÿ çàðÿäà â íàïðàâëåíèè ~nf . Çàðÿä, êîíå÷íî, ïåðåìåùàåòñÿ, îä-íàêî çà ïåðèîä åãî îáðàùåíèÿ, äàæå åñëè ïðèíÿòü åãî ñêîðîñòü ðàâ-íîé ñêîðîñòè ñâåòà, îí ïðîéäåò âäîëü ïîëÿ ðàññòîÿíèå íå áîëüøå

cTf = 2πcγf/ω∗ = (2πmc2/e)γf/H∗ ≈ 104γf/H∗. Äàæå ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ γf è ìàëûõ íàïðÿæåííîñòÿõ ïîëÿ, êîòîðûå õàðàêòåðíû,íàïðèìåð, äëÿ îñòàòêîâ ñâåðõíîâûõ è äæåòîâ àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàê-òèê, ýòî ðàññòîÿíèå íàìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèé äî ýòèõ îáúåêòîâ.Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ âûáåðåì âõîäÿùèå â �îðìóëó (34) âåêòîðûñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ âïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e3, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, òàê êàêçàðÿä âðàùàåòñÿ è åãî èçëó÷åíèå ïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæåíèèíàáëþäàòåëÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ïîëÿ áóäåò îäíèì è òåìæå, íåçàâèñèìî îò àçèìóòà íàáëþäàòåëÿ. Âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íàíàáëþäàòåëÿ õàðàêòåðèçóåì ïîýòîìó òîëüêî ïîëÿðíûì óãëîì:
~nf = ~e1 sin θf + ~e3 cos θf = (sin θf , 0, cos θf). (35)Îñòàëüíûå âåêòîðû çàäàþòñÿ �îðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â ïðåäû-äóùåì ïàðàãðà�å. Çàïèøåì èõ â âèäå ïåðå÷èñëåíèÿ òðåõ äåêàðòî-âûõ êîîðäèíàò:

~βf = (β⊥ cosφ, β⊥ sinφ, β‖), ~wf = −wf(sinφ,− cosφ, 0). (36)Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, âõîäÿùèå â îáùóþ �îðìóëóäëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ (34):
~nf ~wf =−wf sin θf sinφ, ~nf

~βf =β‖ cos θf+β⊥ sin θf cosφ, ~βf ~wf =0. (37)Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ âûáèðàåì ïîëíóþ ñêîðîñòü ýëåê-òðîíà βf è ïèò÷-óãîë α ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (20), òàê ÷òî wf =97



cβfωf sinα = cω∗
βf

γf
sinα. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â âûáðàííîì íàïðàâ-ëåíèè òîãäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëîé W(θf , φ) =

=
e2w2

f

4π c3
[1−βf(cos θf cosα+sin θf sinα cosφ)]2−(1−β2

f ) sin2 θf sin2 φ

[1 − βf(cos θf cosα+ sin θf sinα cosφ)]5
.(38)2. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì òå æå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè,÷òî è â ïåðâîì ïàðàãðà�å.1) βf ≪ 1. Ìàëóþ âåëè÷èíó βf ïîëàãàåì ðàâíîé íóëþ âåçäå,êðîìå åå êâàäðàòà, êîòîðîìó ïðîïîðöèîíàëüíà ìîùíîñòü, òàê ÷òî

W =
e2

4π c
ω2
∗β

2
f sin2 α(1 − sin2 θf sin2 φ). (39)2) βf ≈ 1, γf ≫ 1. Èç �îðìóëû (38) âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå,ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â çíàìåíàòåëå, ïî÷òè âñåãäà áëèçêî ê åäèíèöå.Îäíàêî îíî ñòàíîâèòñÿ ìàëûì, êîãäà θf áëèçêî ê α, à óãîë φ áëèçîêê êðàòíûì 2π (áóäåì ñ÷èòàòü åãî áëèçêèì ê íóëþ, φ = φ0/γf). Ïî-ëîæèì òàêæå θf = α+ ε, ãäå ε = ε0/γf , |ε| ≪ 1. Ïðèâëåêàÿ �îðìóëûäëÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ñóììû óãëîâ è ðàçëàãàÿ ýòè �óíêöèè ïðèìàëûõ àðãóìåíòàõ, ïîëó÷àåì

cos θf cosα+ sin θf sinα cosφ = cosα(cosα cos ε− sinα sin ε)+

+sinα(sinα cos ε+cosα sin ε) cosφ=cos ε(cos2 α+sin2 α cosφ)−

− sin ε cosα sinα(1 − cosφ) ∼ 1 − ε2

2
− sin2 α

2
φ2. (40)�àçíîñòü 1 − βf îáû÷íî óìíîæàþò íà 1 + βf ≈ 2 è ïðåäñòàâëÿþò ââèäå 1−βf =

1

2γ2
f

. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõâ çíàìåíàòåëå (38) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì:
1 − ~nf

~βf ∼
1

2γ2
f

+
ε2

2
+ sin2 α

φ2

2
=

1

2γ2
f

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0). (41)×èñëèòåëü ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

W ∼ 2
e2

π c
ω2
∗ sin2 αγ4

f

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0)

2 − 4 sin2 αφ2
0

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0)

5
. (42)98



Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè âñå èçëó÷åíèå çàðÿäà èäåò â íàïðàâëå-íèè ìãíîâåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà, à äàëåêèé íàáëþäàòåëü, ðàñïî-ëîæåííûé âáëèçè êîíóñà ñ îñüþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ è óãëîìðàñòâîðà α, áóäåò âèäåòü âñïûøêó èçëó÷åíèÿ â òîò ìîìåíò, êîãäàçàðÿä äâèæåòñÿ ïðÿìî íà íåãî (êîíå÷íî, ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ ïîâðåìåíè ñîãëàñíî (32)). Òàêîå ñâå÷åíèå íàïîìèíàåò ìèãàíèå ìàÿêàèëè ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïîëèöåéñêîé ìàøèíû. Äëÿ ñëó÷àÿ âðàùå-íèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè íàäî ïîëîæèòü α = π/2 è ãîâîðèòü íå îêîíóñå, à î ïëîñêîñòè.Îñîáûì ñëó÷àåì îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü óãëà α. Ïîëîæèì, êàêè âûøå, α = α0/γ, òîãäà
W ∼ 2

e2

πc
ω2
∗

γ2
f α

2
0

(1 + ε20)
3
. (43)Óãëîâóþ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåò áîëüøàÿ äðîáü â(38). Îäíàêî, ýòà çàâèñèìîñòü íå î÷åíü íàãëÿäíà. Êðîìå òîãî, åñëèñêîðîñòü çàðÿäà íå ìàëà, òî ïðèáîð íàáëþäàòåëÿ íå áóäåò ðåãèñòðè-ðîâàòü ìãíîâåííîå èçëó÷åíèå, à ïðîèçâåäåò óñðåäíåíèå ïî íåêîòî-ðîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè, ñîäåðæàùåìó ìíîãî ïåðèîäîâ âðàùåíèÿçàðÿäà. Ïîýòîìó íàéäåì èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò âåëè÷èíû (38).3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðèîäó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî èçëó÷å-íèÿ çà ïåðèîä íóæíî âû÷èñëèòü äâà èíòåãðàëà. Âûðàçèì èõ ÷åðåçèíòåãðàëû Un Ïðèëîæåíèÿ Â:

2π
∫

0

dφ

(1−β1 cosφ)3
=2U3(β1) =π

2+β2
1

(1−β2
1)

5/2
,

2π
∫

0

sin2 φdφ

(1−β1 cosφ)5
=

=
2

β2
1

[2U4(β1) − (1 − β2
1)U5(β1) − U3(β1)] =

π

4

4 + β2
1

(1 − β2
1)7/2

. (44)×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè èíòåãðàëàìè, ââåäåì äâà îáîçíà÷å-íèÿ
βc =1−β‖ cos θf =1−βf cos θf cosα, βs =β⊥ sin θf =βf sin θf sinα. (45)Òîãäà íàäî âûíåñòè èç ñêîáîê ñòåïåíè βc è ïðèíÿòü β1 =βs/βc. Äëÿïîëíîãî èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä ïîëó÷èì, ÷òî îíî ðàâíî W/ωf , ãäå

W(θf) =

π
∫

−π

W(θf , φ)dφ =

=
e2

4c
ω2
∗

β2
f

γ2
f

sin2 α

[

2β2
c + β2

s

(β2
c − β2

s )5/2
− 1 − β2

f

4

4β2
c + β2

s

(β2
c − β2

s )7/2
sin2 θf

]

.(46)99



Âåëè÷èíà I, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò êîëè÷åñòâî ëó÷èñòîé ýíåðãèè,ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, ñâÿçàíà ñ
W ñîîòíîøåíèåì

I =
ωf

2π

∫

d2n
W
ωf

=

π
∫

0

W sin θfdθf . (47)Ïðèâåäåííóþ ñâÿçü ìåæäó I èW ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé âû-êëàäêîé. Äëÿ ýòîãî â èíòåãðàëå ïî óãëó íàäî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó
µ = cos θf =

v + βfγe sinα
√

1 − β2
e v

2

vβf sinα+ γe

√

1 − β2
e v

2
. (48)Ïðè öèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè βf ≪ 1, òàê ÷òî βc = 1, βs =

β1 = 0 è
W(θf) =

e2

4c
ω2
∗β

2
f sin2 α(2 − sin2 θf) =

e2

4c
ω2
∗β

2
f sin2 α(1 + cos2 θf). (49)Ìíîæèòåëü â ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ�åëåÿ [49, 35℄. Èíòåíñèâíîñòü â íàïðàâëåíèè ïîëÿ (è ïðîòèâîïîëîæ-íîì) â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çàðÿäà. Ïîëíàÿèíòåíñèâíîñòü, åñòåñòâåííî, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëü-íîé, ÷òî ïðîâåðèòü ñîâñåì ëåãêî.Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðàññìîòðèì â îòäåëüíîì (ñëåäóþ-ùåì) ïóíêòå.4. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çà ïåðèîä. Ïóñòü γf ≫ 1. Ïîñëåïîäñòàíîâêè θf = α+ ε è çàìåíû ε = ε0/γf îöåíèì âåëè÷èíû (45):

βc =1−βf cosα(cosα cos ε−sinα sin ε) ∼ 1−
(

1− 1

2γ2
f

)

cosα×

×
[

cosα

(

1− ε2

2

)

−ε sinα

]

∼sin2 α+
cos2 α

2γ2
f

+cos2 α
ε2

2
+

1

2
ε sin 2α =

= sin2 α+
ε0γf sin 2α+ cos2 α(1 + ε20)

2γ2
f

, (50)
βs = βf sinα(sinα cos ε+ cosα sin ε) ∼

(

1 − 1

2γ2
f

)

sinα×

×
[

sinα

(

1− ε2

2

)

+ε cosα

]

∼sin2 α+
ε0γf sin 2α−sin2 α(1+ε20)

2γ2
f

.(51)100



Â îáåèõ �îðìóëàõ èìåþòñÿ îäèíàêîâûå êîíå÷íûå ñëàãàåìûå sin2α èïîïðàâî÷íûå ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè γf → ∞, êîòîðûåìîæíî îòáðîñèòü âåçäå, êðîìå çíàìåíàòåëåé, êóäà âõîäèò ðàçíîñòüîöåíèâàåìûõ âåëè÷èí: βc − βs = (1 + ε20)/(2γ
2
f ), β2

c − β2
s = sin2 α(1 +

ε20)/γ
2
f . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èõ â âûðàæåíèå (46) ïîëó÷èì ïðè íåìàëûõ α

W(θf) ∼
e2

4c
ω2
∗γ

3
f sinα

7/4 + 3ε20
(1 + ε20)

7/2
. (52)Îòìåòèì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî ïðåäåëüíîãî âûðàæå-íèÿ ïî θf = α + ε, êîòîðîå ââèäó ñîñðåäîòî÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â óç-êîì êîíóñå îêîëî ïèò÷-óãëà è áûñòðîãî óáûâàíèÿ èíòåíñèâíîñòèñ óäàëåíèåì îò ýòîãî êîíóñà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïî ε íà âñþâåùåñòâåííóþ îñü, ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîéèíòåíñèâíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, I =

π
∫

0

W(θf) sin θfdθf ∼

∼ sinα

γf

∞
∫

−∞

Wdε0 =
e2

4c
ω2
∗ sin2 αγ2

f

∞
∫

−∞

7/4+3ε20
(1+ε20)

7/2
dε0 =

2

3

e2

c
ω2
∗γ

2
f sin2 α.(53)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ z =

ε0
√

1 + ε20
, ε0 =

z√
1 − z2

:
∞
∫

−∞

7/4 + 3ε20
(1 + ε20)

7/2
dε0 =

2

4

1
∫

0

(1 − z2)(7 + 5z2)dz =
8

3
. (54)Åñëè óãîë α = α0/γf ìàë, òî âñå ñëàãàåìûå ó âåëè÷èí (50)�(51) (êðîìå ñëàãàåìîãî ñ êâàäðàòîì ñèíóñà â ÷èñëèòåëå äðîáè ó βs)îäíîãî ïîðÿäêà:

βc =
β0

c

2γ2
f

, βs =
β0

s

2γ2
f

, β0
c =1+ε20+2α0(α0+ε0), β

0
s =2α0(α0+ε0). (55)Âûðàæåíèå äëÿ W äîâîëüíî ãðîìîçäêî: W(θf) ∼ 2

e2

c

ω2
∗α

2
0γ

2
f

(1 + ε20)
7/2

×

× [2(β0
c )2+(β0

s )2](1+ε20)[1+(2α0+ε0)
2]−(α0+ε0)

2[4(β0
c )2+(β0

s )2]

[1 + (2α0 + ε0)2]7/2
.(56)101



Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çà ïåðèîä èäåò òàêæå, êàê è ìãíîâåííîå, ò. å. â êîíóñíîì ñëîå òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/γfîêîëî êîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà α. Êàæäîå èíòåãðèðîâàíèå ïîíèæàåòñòåïåíü γf , êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòü: γ4
f ó ìãíîâåí-íîãî, γ3

f � ó èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä, γ2
f � ó ïîëíîãî (âî âñå ñòîðîíû).Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ìàëîé ïðîòÿæåííîñòüþ ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðî-âàíèÿ: âñå îíè ïîðÿäêà 1/γf . Åñëè æå è ïèò÷-óãîë èìååò òàêîé ïî-ðÿäîê, òî ñòåïåíü γf åùå ïîíèæàåòñÿ: ó W íà îäíó, à ó I � íà äâååäèíèöû.5. Âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïîñìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê èçëó-÷åíèå çà ïåðèîä çàâèñèò îò ñêîðîñòè çàðÿäà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àåâðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â �îðìóëå (46) íàäîïîëîæèòü α = π/2. Êðîìå òîãî, äëÿ ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì äâèæå-íèÿ ïî ïðÿìîé âûðàçèì ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé â ýòîé �îðìóëå ïåðåääðîáüþ, ÷åðåç óñêîðåíèå. Òîãäà, ïîëîæèâ ε = π/2 − θf , ïåðåïèøåì(46) â âèäå W(θe) =

e2

4c3
w2

eWe(ε),
We(ε)=γ

5
e

1+
3

4
β2

e +

[

1

γ2
e

+2z2
e +

(

1

2
+z2

e

)

β2
e

]

sin2 ε−β2
e

(

1

4
+z2

e

)

sin4 ε

(1 + z2
e sin2 ε)7/2

.(57)Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû ãðà�èêè, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü îòíî-øåíèÿ We/γ
5
e îò óãëà ε äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ñêîðîñòè, ÷òî è íà ðè-ñóíêàõ 5 �ëàâû I: βe = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Á�îëüøèì çíà÷åíèÿìñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèå çíà÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòèâðàùåíèÿ We(0)/γ5

e = 1 + 3β2
e/4, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ γ5

e ,îïóùåííîãî äëÿ âîçìîæíîñòè íàíåñòè êðèâûå íà îäèí ðèñóíîê, ðàâ-íû ñîîòâåòñòâåííî γ5
e = 1, 2.053, 12.86, 63.55, 336.9, 3205. Çíà÷åíèÿýòîé �óíêöèè ïðè ε = π/2 (âäîëü ïîëÿ) ðàâíû (We(π/2)/γ5

e = 2.�èñ. 2à äëÿ á�îëüøåé íàãëÿäíîñòè äàí â ïðàâèëüíîì ñîîòíîøåíèèìàñøòàáîâ îñåé. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå êðèâûå ðèñóíêîâ 5à�ëàâû I è 2à ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõðàñïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèé èçëó÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, íî åñëè ïî-âåðõíîñòè ïåðâûõ ïîëó÷àþòñÿ âðàùåíèåì êðèâûõ âîêðóã îñè àáñ-öèññ, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðûõ êðèâûå íàäî âðàùàòüâîêðóã îñè îðäèíàò.Íà ðèñ. 2á òå æå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû â çàâèñèìîñòè îò
u = (γeε)

2 = ε20. Ïðè áëèçêèõ ê 1 çíà÷åíèÿõ βe êðèâûå óæå äîâîëüíî102



áëèçêè ê ïðåäåëüíîé êðèâîé (7/4 + 3u)/(1 + u)7/2, òàêæå ïîìåùåí-íîé íà ðèñóíîê (êðèâàÿ âåðõíÿÿ ñëåâà è íèæíÿÿ ñïðàâà). Êðèâûåïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê òî÷êå ñ àáñöèññîé u = 0.219 èîðäèíàòîé 1.20.à á
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0u�èñ. 2à. Ïîëÿðíûå �èñ. 2á. Òå æå �óíêöèè â çàâèñèìîñòèäèàãðàììû �óíêöèé îò àðãóìåíòà u = (γeε)
2 è ïðåäåëüíàÿ

We(ε)/γ5
e ïðè βe =0, 0.5, êðèâàÿ (7/4 + 3u)/(1 + u)7/2.

0.8, 0.9, 0.95 è 0.98.� 3. Ñïåêòð ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîéçîíå1.Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Â ýòîì ïàðàãðà�å íàéäåì ñïåêòðèçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå â âîëíîâîé çîíå. Ïîñêîëü-êó çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè è âëèÿíèåì åãî èçëó÷åíèÿ íà åãîæå äâèæåíèå ìû ïðåíåáðåãàåì, òî âñå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìäâèæåíèåì, à èìåííî, êîîðäèíàòû çàðÿäà, åãî ñêîðîñòü, óñêîðåíèå,à ñëåäîâàòåëüíî è íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî èì ýëåêòðîìàãíèò-íîãî ïîëÿ, ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì Te = 2π/ωe.Íàïîìíèì îñíîâíûå �îðìóëû äëÿ èçëó÷åíèÿ ïðè ïåðèîäè÷å-ñêîì äâèæåíèè çàðÿäà. Êàê áûëî ïîêàçàíî â �ëàâå I, ïåðèîäû ïîâðåìåíè çàðÿäà t1 è ïî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t ñîâïàäàþò.103



Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî çàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëü-íûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ëèíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåí-ñèâíîñòåé ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé íàäî âû÷èñëèòü âåêòîð ~Gl, îïðåäå-ëÿåìûé �îðìóëîé (I.185):
~Gl(~n) =

1

2π

T0/2
∫

−T0/2

exp
(

i lω0(t1 − ~n~r/c)
)

~βdt1. (58)Òîãäà êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ
~El = −i e

R
l2ω2

0e
ilω0R/c~n× (~n× ~Gl). (59)Ôîðìóëû (58) è (59) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâè-æåíèÿ. Äàëüøå ïåðåéäåì ê ìàãíèòî-òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Âåê-òîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ ~ne ïî-ïðåæíåìó ìîæíî âçÿòü âïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e3.Ïîäñòàâèì �îðìóëû äëÿ âõîäÿùèõ â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-æåíèå âåêòîðîâ äëÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïî îêðóæíîñòè:

~ne=sin θe~e1+cos θe~e3, ~re=
cβe

ωe
(sinφ~e1−cosφ~e2), ~βe=βe(cosφ~e1+sinφ~e2),(60)è ñäåëàåì çàìåíó t1 = te = φ/ωe. Èíòåãðàë (58) ïåðåéäåò â

~Gl =
βe

2πωe

π
∫

−π

(cosφ~e1 + sinφ~e2)e
i l φ−iz sinφdφ, (61)ãäå z = l βe sin θe.Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (Á.38), âûðàæàþùèìè èíòå-ãðàëû, âõîäÿùèå â âåêòîð ~Gl, ÷åðåç �óíêöèþ Áåññåëÿ è åå ïðîèç-âîäíóþ. Òîãäà âåêòîð (58) ïðèìåò âèä

~Gl =
βe

ωe

(

1

sin θe
Jl(z)~e1 + iβeJ

′
l (z)~e2

)

. (62)2. Ôîðìóëà Øîòòà. ×òîáû íàïèñàòü �îðìóëó äëÿ êîý��èöè-åíòà ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåííîñòè, íàéäåì äâîéíûå âåêòîðíûå ïðî-èçâåäåíèÿ îò äâóõ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ:
~ne × [~ne × ~e1] = sin θe~ne − ~e1, ~ne × [~ne × ~e2] = −~e2. (63)104



Óäîáíî ââåñòè îðòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèþ èçëó÷å-íèÿ è îáðàçóþùèå ñ îðòîì ~ne ïðàâóþ òðîéêó:
~e1(~ne) = cos θe~e1 − sin θe~e3, ~e2(~ne) = ~e2. (64)Òîãäà l-òàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ñîãëàñíî �îðìóëàì(I.186), à òàêæå (62), (63) è (64) ïðåäñòàíåò â âèäå

~El =
e

cR
ilωee

ilωeR/c [ctg θeJl(z)~e1(~ne) + iβeJ
′
l (z)~e2(~ne)] . (65)Çàìåòèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñ íîìåðîì íóëü ðàâíà íóëþ.Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò (65) â �îðìóëó (I.190), ïîëó÷èì

Te/2
∫

−Te/2

W∗dt=
c

2ωe
R2 e

2ω2
e

c2R2

∞
∑

l=−∞

l2
[

ctg2 θeJ
2
l (z)+β2

eJ
′
l
2(z)

]

=ωe

∞
∑

l=1

Wl.(66)Äëÿ èíòåíñèâíîñòè l-òîé ëèíèè (ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ â íåé) Wl âðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû íàéäåì
Wl =

e2

c
l2wl, (67)ãäå ââåäåíî åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

wl = wl(βe, θe) = ctg2 θe J
2
l (z) + β2

e J
′2
l (z). (68)Íàïîìíèì, ÷òî àðãóìåíò áåññåëåâîé �óíêöèè z = lβe sin θe. Âåëè-÷èíà e2l2ω2

ewl/(4πc
2R2) ïðåäñòàâëÿåò ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ëèíèè ñíîìåðîì l íà ðàññòîÿíèè R îò èñòî÷íèêà, âåêòîð Ïîéíòèíãà (ïîòîêàýíåðãèè) èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü c~ne.Ôîðìóëà (67) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Øîòòà, êîòîðûé åå âû-âåë â 1912 ã. Îíà ïîëó÷èëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îá-ëàñòÿõ �èçèêè è â îñîáåííîñòè â àñòðî�èçèêå.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ âïåðâûõ ïÿòè ëèíèÿõ ïðè θe =π/2, ò. å. â îñíîâíîé ïëîñêîñòè, â çà-âèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ýëåêòðîíà βe (�óíêöèè l2wl(βe, π/2)). �èñ. 4äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòåé â òîì æå íàïðàâ-ëåíèè îò íîìåðà ëèíèè äëÿ çíà÷åíèé βe = 0.4, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7,

0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.925, 0.95, 1.0. Íàíåñåííûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îãè-áàþùèìè �óíêöèé l2wl(βe, π/2). Ïðè ìàëûõ βe èíòåíñèâíîñòè ëè-íèé áûñòðî óáûâàþò ñ íîìåðîì. Ïðè βe, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäè-íèöå, èíòåíñèâíîñòè ñíà÷àëà ðàñòóò, äîñòèãàþò ìàêñèìóìà, à çàòåìóáûâàþò. Ïðè βe = 1 ðîñò ñ l íåîãðàíè÷åí.105
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βe l�èñ. 3. Ôóíêöèè l2wl(βe, π/2) �èñ. 4. Çàâèñèìîñòü �óíêöèéïðè l = 1(1)5 â çàâèñèìîñòè l2wl(βe, π/2) îò l ïðè βe = 0.4,îò βe. 0.5(0.05)0.9, 0.925, 0.95, 1.0.3. Ïîëÿðèçàöèÿ â ëèíèÿõ. Êàæäàÿ ëèíèÿ â ñïåêòðå ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîõðîìàòè÷åñêóþâîëíó è ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ ïîëÿðèçàöèè [35℄.Êàê è âñÿêàÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, ýòè âîëíû ïîëíî-ñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáå-äèòüñÿ, ðàññìîòðèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ëèíèèñ íîìåðîì l, ò. å. âåêòîð ~El. Ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü ëèíèè ó íàñóæå íàéäåíà, ïîëÿðèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè (ïàðàìåòðû Ñòîê-ñà) ìîæíî íàõîäèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ.Èñïîëüçóåì îðòû (64) â êà÷åñòâå ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà.Ïðåäñòàâèì íàïðÿæåííîñòü â ëèíèè â ýòèõ îðòàõ ñîãëàñíî �îðìóëå(63) â âèäå ñòîëáöà:

~El ∝ [i ctg θeJl(z)~e1(~ne) − βeJ
′
l (z)~e2(~ne)] =

(

i ctg θeJl(z)
−βeJ

′
l (z)

)

. (69)Ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ìàòðèöåé ïëîò-íîñòè äëÿ �îòîíîâ îäíîé ýíåðãèè è îäèíàêîâîãî èìïóëüñà. Îíàïîëó÷àåòñÿ êàê äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ñà-ìîãî íà ñåáÿ [35℄. Â àñòðî�èçèêå âìåñòî ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöûèñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû Ñòîêñà, êîòîðûå ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ ýëå-ìåíòàìè ìàòðèöû: 106



Ŝ =
c

4π
~E ~E† =

c

4π

(

| ~Ex|2 ~Ex
~E∗

y
~E∗

x
~Ey | ~Ey|2

)

=
1

2

(

I +Q U − iV
U + iV I −Q

)

,(70)ãäå I � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, Q è U � ïàðàìåòðû ëèíåéíîé,à V � êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü èíòåíñèâíîñòèèãðàåò Wl.Òîãäà â ïðèíÿòûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòàõ ïîëÿðèçàöèîííàÿìàòðèöà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãîìíîæèòåëÿ áóäåò èìåòü âèä
Ŝl=

c

4π
~El ~E

†
l ∝

(

ctg2 θeJ
2
l (z) −iβe ctg θeJl(z)J

′
l (z)

iβe ctg θeJl(z)J
′
l (z) β2

e J
′2
l (z)

)

, (71)à ïàðàìåòðû Ñòîêñà 
 ïðàâèëüíûì êîý��èöèåíòîì, òàêèì æå êàêó èíòåíñèâíîñòè, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (67) ïðèìóò ñëåäóþùèåçíà÷åíèÿ: Ul = 0,
Ql=

e2

c
l2[ctg2 θe J

2
l (z)−β2

e J
′2
l (z)], Vl=2

e2

c
l2βe ctg θeJl(z)J

′
l (z). (72)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî W 2

l = Q2
l + U2

l + V 2
l ,ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè.Òàêèì îáðàçîì, èçëó÷åíèå â êàæäîé ìàãíèòî-òîðìîçíîé ëèíèèïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíî, ò. å. îáëàäàåò êàê ëèíåé-íîé, òàê è êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé. Â îñíîâíîé ïëîñêîñòè êðóãîâàÿïîëÿðèçàöèÿ èñ÷åçàåò (ctg π/2 = 0), à ëèíåéíàÿ ñòàíîâèòñÿ ïîë-íîé: Il = −Ql =

e2

c
[zJ ′

l(z)]
2. Íàïðîòèâ, ïðè íàáëþäåíèè âäîëü îñèâðàùåíèÿ ýëåêòðîíà, ò. å. ïðè θe = 0 èëè θe = π, ïîëÿðèçàöèÿ ïîë-íîñòüþ êðóãîâàÿ. Ïðè ýòîì íàáëþäàòåëü âèäèò òîëüêî îäíó ëèíèþ,à èìåííî, ïåðâóþ è I1 = V1 =

e2

c

β2
e

2
. Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ âû-òåêàþò èç ñâîéñòâà áåññåëåâûõ �óíêöèé, âûðàæàåìîãî àñèìïòîòè-÷åñêèì ðàâåíñòâîì Jl(z) ∼ (z/2)l/l! ïðè z → 0 (�îðìóëà (Á.47)).Ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ ãåîìåòðèåé äâèæåíèÿ èçëó-÷àþùåãî ýëåêòðîíà è ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.4. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èç-ëó÷àåìîé â ëèíèè, ðàâíî èíòåãðàëó ïî íàïðàâëåíèÿì îò èíòåíñèâ-íîñòè (67), ò. å. 107



W l(βe) = 2 π

π
∫

0

sin θedθeWl. (73)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàþò äâà èíòåãðàëà, êîòîðûå ñîãëàñíî�îðìóëàì òåîðèè áåññåëåâûõ �óíêöèé (�îðìóëû (Á.106) è (Á.108))âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ äâîéíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ íî-ìåðîì ëèíèè) ïîðÿäêà, òàê ÷òî
W l(βe) = 4π

e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe) −

l

γ2
e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy



 . (74)Ìîæíî íàéòè ñóììàðíûå ïàðàìåòðû ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ,èäóùåãî âî âñå ñòîðîíû. Ïðè ýòîì V l = 0, ò. å. êðóãîâàÿ ïîëÿðèçà-öèÿ èñ÷åçàåò ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ïðàâîé è ëåâîé ïîëÿðèçàöèè,îñòàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíàÿ:
Ql(βe)=−4π

e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe)+l

1
∫

0

J2l(2lβey)dy

(

1+β2
e−

2

y

)



 =

=−4π
e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe)−

l

γ2
e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy+2l

1
∫

0

J2l(2lβey)
1−y
y

dy



.(75)Â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà (lβe ≪ 1) èç ïðèâåäåííûõ�îðìóë ñ ïîìîùüþ óæå èñïîëüçîâàâøåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ: Jν(z) ∼
(z/2)ν/Γ(ν + 1) ïðè z → +0, ëåãêî ïîëó÷èòü

W l ∼ 4π
e2

c

l(l + 1)

(2l + 1)!
(lβe)

2l, Ql ∼ −4π
e2

c

l2

(2l+ 1)!
(lβe)

2l. (76)Òàê êàê ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò l, ïðè ìàëûõ l íåâåëèêè, à ïðèáîëüøèõ l ñîãëàñíî �îðìóëå Ñòèðëèíãà ïðèáëèæåííî ïðîïîðöèî-íàëüíû (2/e)2l+1, òî çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ β2l
e èíòåíñèâíîñòè ñïåê-òðàëüíûõ ëèíèé áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì íîìåðà, òàê ÷òî �àêòè-÷åñêè îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûå öèêëîòðîííûå ëèíèè.�èñ. 5 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ëèíèè�óíêöèè W l(βe) ïðè ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíà. Êàê è íà ðèñ.4, ïðåäñòàâëåíû îãèáàþùèå äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè â108



W l(βe)/(4πe
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l l�èñ. 5. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ �èñ. 6. Ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿ-ïðè ðàçëè÷íûõ βe. ðèçàöèè â ïîëíîì èçëó÷åíèè.åäèíèöàõ 4πe2/c ïðè çíà÷åíèÿõ βe=0.4, 0.5(0.05)0.9, 0, 925, 0.95, 0.97,

0.99, 1.0. ×åì áîëüøå βe, òåì âûøå ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ. Íåêî-òîðàÿ íåãëàäêîñòü êðèâûõ ïðè íåáîëüøèõ l îáúÿñíÿåòñÿ äèñêðåò-íîñòüþ �óíêöèé. Íà ðèñ. 6 äàþòñÿ îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà
−Ql(βe) è èíòåíñèâíîñòè ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ βe. Á�îëüøèì èõ çíà-÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèå âåëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè. Îòìåòèìïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè. Ïðè βe → 0 îòíîøåíèå
− Ql(βe)

W l(βe)
→ l

l + 1
, ïðè l → ∞ ýòî îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1, ïðè÷åìòåì áûñòðåå, ÷åì ìåíüøå βe.Ïîâåäåíèå ñïåêòðà ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ óæå íàìå÷àåò-ñÿ íà ïðèâåäåííûõ ðèñóíêàõ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å îíî áóäåòïîäðîáíî îáñóæäåíî, à â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ýòîãî îáðàòèìñÿ êâîïðîñó î ñïåêòðå â ñèñòåìàõ ïîëÿ.5. Èìïóëüñ �îòîíà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ïåðåõîäà èçëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó ïîëÿ ñâÿæåì õàðàêòåðèñòèêè èç-ëó÷åíèÿ â ýòèõ ñèñòåìàõ. Âñå õàðàêòåðèñòèêè �îòîíîâ ñíàáæàåìòåìè æå èíäåêñàìè, ÷òî è ýëåêòðîííûå. Íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ õà-ðàêòåðèçóåì åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ~ne è ~nf ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèóãëàìè, à ýíåðãèè �îòîíîâ � íå ÷àñòîòàìè, à âîëíîâûìè ÷èñëàìè

æe è æf .Ââåäåì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà (òî÷íåå, âîëíîâîé109



âåêòîð) �îòîíà æ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè îòìåòèì ýòîò âåêòîðèíäåêñàìè e è f, êîãäà åãî ñîñòàâëÿþùèå îòíåñåíû ê ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà:
æe = {æe,æe~ne}, æf = {æf ,æf~nf}. (77)Ñîîòíîøåíèå ìåæäó íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ñîãëàñíî ïðåîáðàçî-âàíèþ Ëîðåíöà äàåò îáû÷íûé çàêîí Äîïëåðà (ñì. �îðìóëû (I.53)è (I.54)

æe = æfγ‖(1 − β‖ cos θf), æf = æeγ‖(1 + β‖ cos θe). (78)Ïðåîáðàçîâàíèå íàïðàâëåíèé ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-êîíîì àáåððàöèè (�îðìóëà (I.55))
æe~ne = æf~nf + æfγ‖β‖~e3 + (γ‖ − 1)æf~e3(~e3~nf), (79)
æf~nf = æe~ne − æeγ‖β‖~e3 + (γ‖ − 1)æe~e3(~e3~ne). (80)Ïðîåêöèÿ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ~e1 äàåò ñâÿçü ìåæäó ñèíóñàìè

æe sin θe = æf sin θf , òàê ÷òî
sin θe =

sin θf
γ‖(1 − β‖ cos θf)

, sin θf =
sin θe

γ‖(1 + β‖ cos θe)
. (81)Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ êîñèíóñîâ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîåê-öèè ñîîòíîøåíèÿ (79) íà îðò ~e3 èëè èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷å-ñêîãî òîæäåñòâà:

cos θe =
cos θf − β‖

1 − β‖ cos θf
, cos θf =

cos θe + β‖

1 + β‖ cos θe
. (82)Âçàèìíî îáðàòíûå �îðìóëû (81)�(82), êàê è ïðåîáðàçîâàíèå (78)÷àñòîò, îòëè÷àþòñÿ çíàêàìè ïåðåä β‖. Àçèìóòàëüíûé óãîë φ âî âñåõðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ îäèíàêîâ.Ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ëþáîãî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé(82) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû: æ2 sin θdθ, æ2 sin θdθdφ = æ2d2n,

dæ/æ è d3æ/æ, � ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè èíâàðèàíòàìè. Âû-ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà æe sin θe = æf sin θf è æedθe = æfdθf , à òàêæå
√

1 − β‖ tg
θe
2

=
√

1 + β‖ tg
θf
2
.6. Ñïåêòð â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Â ýòîì ïóíêòå ïîëó÷èì �îðìóëû,îïèñûâàþùèå ñïåêòð ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êî-ãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî ñïèðàëè, ò. å. â îäíîé èç ñèñòåì ïîëÿ. Äëÿ110



ýòîãî îáîáùèì �îðìóëó (67). Ïðîùå âñåãî îáîáùàåòñÿ âûðàæåíèåäëÿ àðãóìåíòà áåññåëåâûõ �óíêöèé:
z = lβ⊥γ‖

sin θf
γ‖(1 − β‖ cos θf)

= l
βf sinα sin θf

1 − βf cosα cos θf
= l

βs

βc
, (83)ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (45). Íå ñëîæíåå îáîáùàåòñÿ è âû-ðàæåíèå (68): β‖ = βf cosα, β⊥ = βf sinα,

wl = γ2
‖

[

(

cos θf − β‖

sin θf

)2

J2
l (z) + β2

⊥J
′
l
2(z)

]

. (84)Ñ ïðîèçâåäåííûìè îáîáùåíèÿìè ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèåäëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà, êîòîðûé íåñóò �îòîíû â ëèíèè ñíîìåðîì l â ýëåìåíòå òåëåñíîãî óãëà d2nf çà ïåðèîä âðåìåíè Tf :
d2P f

l =
e2c

ω2
e

l2æ2
f d

2nfæfwl. (85)Âûðàæåíèå ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíî. Âìåñòå ñ òåì ïðè ïå-ðåõîäå â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îíî ñâÿçûâàåòñÿ ñ âåëè÷èíîé Wl,îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (67):
d2P e

l=
e2c

ω2
e

l2æ2
ed

2neæewl=
e2c

ω2
e

l2
ω3

e

c3
d2ne{1, ~ne}wl=

ωe

c
Wl{1, ~ne}d2ne.(86)Ïîÿâëåíèå ëèøíèõ ìíîæèòåëåé ωe è c îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî Wl �ýòî íå èìïóëüñ, à ýíåðãèÿ, ïðè÷åì ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó ÷àñòî-òû. Îáùóþ �îðìóëó (85) òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷-íîì (86):

d2P f
l =

W f
l

c

ωf

1 − β‖ cos θf
{1, ~nf}d2nf , (87)ãäå îáîáùåíèå �îðìóëû (67)

W f
l =

e2

c
l2

wl
γ2
‖(1 − β‖ cos θf)2

. (88)Äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè â (87) îáúÿñíÿþòñÿ òåì æå: W f
l � ýòîèçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó èçëó÷àåìîé ÷àñòî-òû (âûäåëåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè), à P f
l � ýòî111



èìïóëüñ çà ïåðèîä Tf . Ýòîò èìïóëüñ, à íå ýíåðãèÿ W f
l , ÿâëÿåòñÿêîâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ωe è ωf � ýòî ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ ýëåêòðî-íà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå è ñèñòåìå ïîëÿ, à ~æe è ~æf � âîëíîâûåâåêòîðû èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ â òåõ æå ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Â ïåðâîéèç íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå æe = ωe/c, âî âòîðîé æå ñâÿçüóêàçàííûõ âåëè÷èí áîëåå ñëîæíàÿ, òàê êàê ωf = ωe/γ‖, à âîëíîâûåâåêòîðû ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (78). Ïîýòîìó ÷àñòîòû ëèíèé ñïåêòðàèçëó÷åíèÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïî îêðóæíîñòè, îäèíàêîâû âî âñåõíàïðàâëåíèÿõ è ðàâíû ωe

l = lωe. Çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ïî ñïèðàëè,èçëó÷àåò ñïåêòð, ÷àñòîòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ íà íà-áëþäàòåëÿ:
ωf
l = lcæf = l

cæe

γ‖βc
= l

ωf

βc
= l

ω∗

γfβc
. (89)Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èçëó÷åíèÿ ïðè âèíòîâîì äâèæåíèè çà-ðÿäà îò ñëó÷àÿ åãî ïëîñêîãî äâèæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå â ñëå-äóþùåì. Ôîðìóëà (85) îïðåäåëÿåò èçëó÷åíèå çà ïåðèîä. Îäíàêîïåðèîä ïîëíîãî îáîðîòà çàðÿäà Tf = 2π/ωf è íàèìåíüøèé ïåðèîä(ïðè l = 1), ñ êîòîðûì ïðèõîäÿò âîëíû ê íàáëþäàòåëþ â çàäàí-íîì íàïðàâëåíèè 2π/(cæf) = Tfβc, ðàçëè÷àþòñÿ. Âòîðîé èç íèõ ïðèîäèíàêîâûõ çíàêàõ cosα è cos θf ìåíüøå ïåðâîãî, òàê ÷òî íàáëþ-äàòåëü â åäèíèöó âðåìåíè áóäåò âîñïðèíèìàòü áîëüøåå êîëè÷åñòâîýíåðãèè, ÷åì èçëó÷àåò çàðÿä. Íèêàêîãî ïàðàäîêñà çäåñü íåò, òàêêàê çàðÿä, äâèæóùèéñÿ íàâñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ, ñàì êàê áû äîãî-íÿåò ñâîå æå èçëó÷åíèå è ñïðåññîâûâàåò åãî. Íàïðîòèâ, äëÿ íàáëþ-äàòåëÿ, îò êîòîðîãî çàðÿä óäàëÿåòñÿ, èçëó÷åíèå áóäåò îñëàáëåíî,òàê ÷òî â ñðåäíåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîíå÷íî, âûïîëíÿåò-ñÿ. Ïîäðîáíîå îáúÿñíåíèå âñåõ ýòèõ ý��åêòîâ ñîäåðæèòñÿ â êíèãåÂ.Ë. �èíçáóðãà [7℄.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ïðè íå ìàëûõïèò÷-óãëàõ α ìíîæèòåëü βc = sin2 α, òàê ÷òî ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ,èäóùåãî â êîíóñå íàèáîëüøåé èíòåíñèâíîñòè, ωf

l = l
ωf

sin2 α
, à ÷àñòî-òà ïðèõîäà èìïóëüñîâ ê íàáëþäàòåëþ â ýòîì íàïðàâëåíèè áîëüøå÷àñòîòû îáðàùåíèÿ çàðÿäà âîêðóã îñè ωf/2π â 1/ sin2 α ðàç.Ïîëíîå èçëó÷åíèå äâèæóùåãîñÿ ïî ñïèðàëè ýëåêòðîíà (âî âñåõíàïðàâëåíèÿõ) â ñèñòåìàõ ïîëÿ íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì âûðà-æåíèÿ (87) ñ ïåðåõîäîì îò ïåðåìåííîé θf ê θe ïî ïðèâåäåííûì âûøå�îðìóëàì. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû ïî àçèìóòó, êîòîðûé îäèíàêîâ âîâñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ, îò êîìïîíåíò âåêòîðà ~nf â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-112



äèêóëÿðíîé ïîëþ, ðàâíû íóëþ, à âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà è ïàðàë-ëåëüíàÿ ïîëþ îò àçèìóòà íå çàâèñÿò, òàê ÷òî P l =

∫

d2P f
l =

=2π
e2

c2
ωf l

2

π
∫

0

sin θfdθf
{1, 0, 0, cosθf}
(1−β‖ cos θf)3

[

(

cos θf− β‖

sin θf

)2

J2
l (z)+β

2
⊥J

′
l
2(z)

]

=

= 2π
e2

c2
ωf l

2

π
∫

0

sin θedθe{1 + β‖ cos θe, 0, 0, cos θe + β‖}×

×
[

ctg2 θeJ
2
l (z) + β2

eJ
′
l
2(z)

]

=
ωe

c
{γ‖, 0, 0, γ‖β‖}W l. (90)Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿð-íûõ ìíîæèòåëåé íà ÷åòûðåõìåðíûé áåçðàçìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòèçàðÿäà âäîëü ïîëÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ çàðÿäîì ýíåðãèè èèìïóëüñà â ëèíèè. Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïî íîìåðó ëèíèè (�îðìó-ëû (Á.124) è (Á.125)), òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ, èçëó÷àåìûéçàðÿäîì çà ïåðèîä:

P =

∞
∑

l=1

P l=2π
e2

c2
ωf

∞
∑

l=1

l2
π
∫

0

sin θfdθf
{1, 0, 0, cosθf}
(1−β‖ cos θf)3

×

×
[

(

cos θf−β‖
sin θf

)2

J2
l (z)+β

2
⊥J

′
l
2(z)

]

=
ωe

c
{γ‖, 0, 0, γ‖β‖}

∞
∑

l=1

W l. (91)7. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Óìíîæåíèå âðåìåí-íîé êîìïîíåíòû âåêòîðà èìïóëüñà (91) íà cωf/2π, ò. å. ðàñ÷åò ýíåð-ãèè íà åäèíèöó âðåìåíè, ïðåâðàùàåò ýòó êîìïîíåíòó â ñêàëÿð, àèìåííî, â ðàçëîæåíèå â ñïåêòð ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà I, âå-ëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (25):
I=

e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
π
∫

0

sin θfdθf
β3

c

[

(

cos θf−β‖
sin θf

)2

J2
l (z)+β

2
⊥J

′
l
2(z)

]

, (92)ãäå z çàäàåòñÿ �îðìóëîé (83). Ýòà îïåðàöèÿ ðàâíîñèëüíà äåëåíèþíà ïåðèîä îáðàùåíèÿ çàðÿäà, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ïðèõîäà�îòîíîâ ê íàáëþäàòåëþ îò íàïðàâëåíèÿ íà íåãî íå ó÷èòûâàåòñÿ,òàê êàê ïîëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü îòíîñèòñÿ èìåííî ê çàðÿäó, ÷òî àíà-ëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ (139) â �ëàâå I.113



Ïîêàæåì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ,ò. å. ðàâåíñòâî åãî (25).Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èëè èçâðåìåííîé êîìïîíåíòû (91) ïîñëå ïîäñòàíîâêè �îðìóëû (74) ïîëó-÷àåòñÿ
I=

ω2
e

2π

∞
∑

l=1

W l=2
e2

c
ω2

e

∞
∑

l=1



βeJ
′
2l(2lβe)−

l

γ2
e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy



. (93)Èñïîëüçîâàíèå ñóìì J1,1 è J2,0, âûâåäåííûõ â Ïðèëîæåíèè Á (�îð-ìóëû (Á.117) è (Á.119)), ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
I =

e2

c
ω2

e



β2
eγ

4
e − β2

e

γ2
e

1
∫

0

1 + β2
ey

2

(1 − β2
e y

2)4
y2dy



 =

e2

c
ω2

e

[

β2
eγ

4
e − 1

γ2
e

(2I4,0(βe) − 3I3,0(βe) + I2,0(βe))

]

, (94)ãäå èíòåãðàëû ñ äâóìÿ èíäåêñàìè îïðåäåëåíû â Ïðèëîæåíèè Â. Ñïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷à-åòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå � âòîðîå â (25).Â êíèãå [51℄ �îðìóëû (92) è (93) ïîëó÷åíû ïóòåì âû÷èñëåíèÿïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà îò íàïðÿæåííîñòåé áåç ïåðåõîäà â âîëíî-âóþ çîíó. � 4. Ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ1. Íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Äëÿ âûâîäà �îðìóë, îïè-ñûâàþùèõ ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ, ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäå-íèÿ î áåññåëåâûõ �óíêöèÿõ, ïðèâåäåííûå â Ïðèëîæåíèè Á. Ïðèìå-íèì âûâåäåííûå òàì àñèìïòîòèêè ê ñïåêòðó ñèíõðîòðîííîãî èçëó-÷åíèÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè. Ñ÷è-òàåòñÿ, ÷òî βe ∼ 1, γe ≫ 1. Èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñåîêîëî ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî âìåñòî óãëà θeèñïîëüçîâàòü óãîë ε = π/2 − θe, −π/2 ≤ ε ≤ π/2. Òîãäà îñíîâíîåèçëó÷åíèå èäåò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ |ε| = |ε0|/γe ≪ 1.Ïî àðãóìåíòó áåññåëåâûõ �óíêöèé z = lβe sin θe = lβe cos ε íà-õîäèì
u=
√

1−z2/l2=

√

1−β2
e +β2

e sin2 ε∼
√

1/γ2
e +ε2 =

√

1+ε20
γe

≪ 1. (95)114



Äëÿ ìàëûõ u âåëè÷èíà v = v+ ∼ u3/3 = (1 + ε20)
3/2/(3γ3

e ). Ñëåäîâà-òåëüíî, ïðè áîëüøèõ l (çäåñü y = l(1 + ε20)
3/2/(3γ3

e ))
Jl(z) ∼

√

1 + ε20√
3πγe

K1/3(y), J ′
l (z) ∼

1 + ε20√
3πγ2

e

K2/3(y), (96)è (ctg θe = tg ε ∼ ε)
Wl ∼

e2

c
l2

1 + ε20
3π2γ4

e

[

ε20K
2
1/3(y) + (1 + ε20)K

2
2/3(y)

]

. (97)�àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Îáå âåëè÷èíû l è γe áîëüøèå.1) l ≪ 3γ3
e , y ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàò-íûõ ñêîáêàõ â (97) áîëüøå ïåðâîãî, òàê êàê ó íåãî áîëüøå îòðè-öàòåëüíàÿ ñòåïåíü ìàëîé âåëè÷èíû. Ñîãëàñíî �îðìóëå (Á.48) äëÿ�óíêöèè Kν(z)

Wl ∼
e2

c
31/32−2/3Γ2(2/3)

l2/3

1 + ε20
. (98)Ïðè òàêèõ l èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèò îò γe è ðàñòåò ïðîïîðöèî-íàëüíî l2/3.2) l ∼ 3γ3

e , y ∼ 1. Ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêà 1, à Wl ïðî-ïîðöèîíàëüíà l2/γ4
e ∼ 9γ2

e .3) l ≫ 3γ3
e , y ≫ 1. Ïðè òàêèõ íîìåðàõ ëèíèé îáå �óíêöèèÌàêäîíàëüäà óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî, òàê æå óáûâàåò è Wl:

Wl ∼
e2

c

1

2π

l

γe

1 + 2ε20
(1 + ε20)

1/2
exp

(

−2

3
(1 + ε20)

3/2 l

γ3
e

)

. (99)Ïðè �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêå â �îðìóëó (97) çíà÷åíèÿ βe = 1,êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæíîé ñêîðîñòè çàðÿäà, ðàâíîé ñêîðî-ñòè ñâåòà (òîãäà γe = ∞), ðîñò ýòîé �óíêöèè ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðà-íè÷åííî ïî �îðìóëå (98). Ïðè ðåàëüíûõ ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ñ ñêî-ðîñòè ñâåòà, èíòåíñèâíîñòü ëèíèé áûñòðî âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì l,êàê è ïðè βe = 1, äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà γ2
e , îáðàçóÿ øèðîêèé ìàê-ñèìóì íà íîìåðàõ l ∼ 3γ3

e , à çàòåì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò.Ââåäåì �óíêöèþ
F (y, ε0)=9

y2

1+ε20
[ε20K

2
1/3(y)+(1+ε20)K

2
2/3(y)], y= l

(1+ε20)
3/2

3γ2
e

. (100)115



F (y, ε0)
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y ε0�èñ. 7. �ðà�èêè �óíêöèè F (y, ε0) �èñ. 8. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ è ìàê-â çàâèñèìîñòè îò y è îò x ïðè ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè
ε0 = 0, 1/2 è 1. F (y, ε0) â çàâèñèìîñòè îò ε0.×åðåç ýòó �óíêöèþ âåëè÷èíà (97) âûðàæàåòñÿ òàê:

Wl =
e2

c

γ2
e

3π2
F (y, ε0). (101)Ìíîæèòåëü γ2

e âûäåëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ìàêñèìóìû �óíêöèè
F (y, ε0) áûëè îäíîãî ïîðÿäêà. Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ýòîé�óíêöèè â çàâèñèìîñòè îò y è îò x = y/(1 + ε20)

3/2 äëÿ òðåõ çíà-÷åíèé ε0. Êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü îò x, ðàñïîëàãà-þòñÿ ëåâåå è áûñòðåå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ (ïðè ε0 = 0 êðèâûå äëÿ yè äëÿ x ñîâïàäàþò). Ñ ðîñòîì ε0 êðèâûå ïîíèæàþòñÿ. Âåëè÷èíûìàêñèìóìîâ Fm(ε0) = F (ym, ε0), à òàêæå èõ ïîëîæåíèÿ ym è xmîòðàæàåò ðèñ. 8. Ñ ðîñòîì ε0 òî÷êè ìàêñèìóìîâ ym íåçíà÷èòåëüíîâîçðàñòàþò (îò 0.4169 ïðè ε0 = 0 äî 0.4761 ïðè ε0 = ∞). Ìàêñèìó-ìû óáûâàþò îò 3.3166 ïðè ε0 = 0, à ïðè áîëüøèõ ε0 èõ çíà÷åíèÿ
F (ym, ε0) ∼ 5.4791/ε20. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ ïî x ñ ε0 áûñòðî óáûâàþò:
xm = ym/(1 + ε20)

3/2.Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò ñîâåð-øåííî äðóãîé õàðàêòåð, ÷åì ñïåêòð öèêëîòðîííîãî. Ñèíõðîòðîííîåèçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â óçêîì êîíóñå âáëèçè ïëîñêîñòè, â êî-òîðîé âðàùàåòñÿ çàðÿä. Ñ ðîñòîì γe óãîë, â êîòîðîì èäåò ìàêñè-ìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçëó÷åíèÿ, ñóæàåòñÿ, èíòåíñèâíîñòü ñïåêòðà116



óâåëè÷èâàåòñÿ. Èçëó÷åíèå èäåò â ëèíèÿõ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè l ∼
3γ3

e è, ñëåäîâàòåëüíî, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà lω∗/γe ∼ 3γ2
eω∗.Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè ðàâíî ωe = ω∗/γe, òàê ÷òî ëè-íèè ðàñïîëàãàþòñÿ âñå òåñíåå. Òàê êàê âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ ëèíèèèìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó (÷òî ìû íå ó÷èòûâàåì), òî ñïåêòð ñèíõðî-òðîííîãî èçëó÷åíèÿ �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, áëèçêèìïî âèäó ê òîìó, ÷òî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 7.�èðîöèêëîòðîííîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæ-äó öèêëîòðîííûì è ñèíõðîòðîííûì, ò. å. ñ ðîñòîì βe íåóêëîííî âîç-ðàñòàåò íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ, óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòåé ëè-íèé ñ íîìåðîì â îáëàñòè ñèëüíîãî èçëó÷åíèÿ ïîñòåïåííî ñìåíÿ-åòñÿ âîçðàñòàíèåì, à çàòåì ìàêñèìóì ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âñåá�îëüøèõ íîìåðîâ.2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî íàïðàâ-ëåíèÿì èíòåíñèâíîñòü ëèíèé (74) ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ èìååò òåæå ñâîéñòâà, ÷òî è íàïðàâëåííàÿ. Çäåñü âî âíåèíòåãðàëüíîì ñëà-ãàåìîì u =

√

1 − β2
e = 1/γe ≪ 1, v ∼ u3/3 = 1/3γ3

e è ñîãëàñíîàñèìïòîòèêå (Á.76)
βeJ

′
2l(2lβe) ∼

1

π
√

3γ2
e

K2/3(x), x =
2l

3γ3
e

. (102)Èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Â íåì ñäåëàåì çàìå-íó
u′ =

√

1 − β2
ey

2, v′ =
1

2
ln

1 + u′

1 − u′
− u′, (103)

dv′=
u′2du′

1−u′2 =−β2
e

u′ydy

1−u′2 =− βeu
′dy√

1−u′2
, dy=−

√
1−u′2
u′

dv′

βe
. (104)Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (Á.73)

1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

πβe

∞
∫

1/3γ3
e

√

v′

u′
K1/3(2lv

′)

√
1 − u′2

u′
dv′. (105)Ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x′ = 2lv′ èí-òåãðàë ïðèìåò âèä

1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

2lπ

∞
∫

x

√

v′

u′3
(1 − u′2)K1/3(x

′)dx′, (106)117



Ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäàïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë âíîñÿò çíà÷å-íèÿ x, èìåþùèå ïîðÿäîê 1 è ìåíüøå. Ïîýòîìó ñóùåñòâåííû çíà÷å-íèÿ v′ = x/2l ≪ 1. Â ýòîé îáëàñòè u′ ≪ 1 è v′ ∼ u′3/3, òàê ÷òî
1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

2lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′. (107)Ïîäñòàâèâ îöåíêè äâóõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëó (74), ïîëó÷èì

W l ∼
4√
3

e2

c

l

γ2
e



K2/3(x) −
1

2

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (108)Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ �óíêöèéÌàêäîíàëüäà (Á.42), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′ = 2K2/3(x) −

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′, (109)è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

W l ∼
e2

c

√
3γefW(x), x =

2l

3γ3
e

, (110)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå äëÿ �óíêöèè, îòðàæàþùåé çàâèñè-ìîñòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ îò íîìåðà ëèíèè è ëîðåíöåâñêîãîìíîæèòåëÿ:
fW(x) = x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (111)Èíòåãðàë îò ýòîé �óíêöèè ∞

∫

0

fW(x)dx =
8π

9
√

3
. (112)×àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå �óíêöèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí 1:

f∗
W(x) =

9
√

3

8π
fW(x).Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x �óíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

fW(x) =
π√
3
x

[

(x

2

)−2/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n− 2/3)(n− 1/3)
−

−
(x

2

)8/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n+8/3)(n+ 4/3)
−1

]

∼ π√
3

25/3

Γ(1/3)
x1/3. (113)118



Îíà êðóòî âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà 0.91801 ïðè x = 0.28581.Íàïðîòèâ, ïðè áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-íèå
fW(x)∼

√

xπ

2
e−x

∞
∑

n=0

(−1)n
(2n−1)!!

2nxn

n
∑

m=0

m−1
∏

k=0

[

(

k+
1

2

)2

−25

9

]

m!(2m− 1)!!
, (114)èç êîòîðîãî âèäíî åå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå. Âñå ýòî îòðàæà-åòñÿ íà ðèñ. 9.
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x�èñ. 9. �ðà�èêè �óíêöèé fW(x), fQ(x) è p(x).Îöåíèì, íàñêîëüêî áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ðå-æèì ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì òî÷êè lm è íàèáîëü-øèå çíà÷åíèÿ �óíêöèé Wm = W lm(βe)/(4πe
2/c), ãðà�èêè êîòîðûõïðèâåäåíû íà ðèñ. 5, äîïîëíèâ èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè åùå íåñêîëü-êèì çíà÷åíèÿì βe, ñ ïðåäåëüíûìè: llimm = 3γ3

e · 0.28581 è W
lim

m =
W lm(βe)/(4πe

2/c) =
√

3γe · 0.91801. �åçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíâ òàáëèöå, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî óæå ïðè γe = 7 ìàêñèìóìû áëèç-êè ê ïðåäåëüíûì. Ýòà áëèçîñòü íàñòóïàëà áû åùå ðàíüøå, åñëè áûíàõîäèëèñü íå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ òî÷íîé �óíêöèè, ò. å. íå â öå-ëûõ ÷èñëàõ íîìåðîâ ëèíèé l, à, êàê è ó ïðåäåëüíîé �óíêöèè, òî÷êèìàêñèìóìîâ, êîãäà l ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé.119



Òàáëèöà. Òî÷êè è çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ
βe γe lm llimm Wm W

lim

m0.80 1.67 2 1.98 0.175 0.2110.85 1.90 3 2.93 0.209 0.2400.90 2.29 5 5.18 0.264 0.2900.925 2.63 8 7.82 0.311 0.3330.94 2.93 11 10.80 0.351 0.3710.95 3.20 14 14.08 0.387 0.4050.96 3.57 19 19.53 0.436 0.4520.965 3.81 24 23.78 0.467 0.4820.97 4.11 30 29.84 0.506 0.5200.975 4.50 39 39.08 0.557 0.5690.98 5.03 54 54.40 0.624 0.6360.99 7.09 152 152.72 0.889 0.897Íåñëîæíî íàéòè ñðåäíþþ ñòåïåíü áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ýòîãîðàñïðåäåëåíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëîì 2.16.2.2. ñïðàâî÷íè-êà [45℄:
∞
∫

0

xµKν(x)dx = 2µ−1Γ

(

µ+ 1 + ν

2

)

Γ

(

µ+ 1 − ν

2

)

. (115)Ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ÷åòíà ïî èíäåêñó ν, òåì æå ñâîéñòâîì îá-ëàäàåò èíòåãðàë îò íåå. Ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèé, ïî-ëó÷èì xµ =

∞
∫

0

xµf∗
W(x)dx =

=
9
√

3

8π

∞
∫

0

K5/3(x
′)dx′

x′µ+2

µ+ 2
=

9
√

3

π

2µ−2

µ+2
Γ

(

3µ+14

6

)

Γ

(

3µ+4

6

)

. (116)Ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà x = 55
√

3/72 = 1.3231, êîðåíüèç ñðåäíåãî êâàäðàòà √x2 = 2
√

7/3 = 1.7638, äèñïåðñèÿ Dx =
x2 − x2 = 1.3605, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåé ÷à-ñòîòû √

Dx = 1.1664. Âñå ñðåäíèå â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå òî÷êèìàêñèìóìà, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ î÷åíü áûñòðî.Òî÷íî òàê æå âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà âëèíèè. Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ â �îð-ìóëå (75) äëÿ Ql ñîâïàäàþò ñî ñòîÿùèìè â âûðàæåíèè (74) äëÿ120



W l, òî îöåíèòü îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ïðè îöåíêå èíòåãðà-ëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y =
√

1 − u′2/βe ∼ 1, à 1 − y =

=
βe−

√

1−u′2
βe

=
β2

e−1+u′
2

βe

(

βe+
√

1−u′2
) ∼ u′

2−1/γ2
e

2
∼ 1

2

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2
e

]

.(117)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà äâà, ïðè÷åì ïåðâûé âû-÷èñëÿåòñÿ (�îðìóëû 6.561.12 è 16 ñïðàâî÷íèêà [9℄):
2l

1
∫

0

J2l(2lβey)
1−y
y

dy ∼ 2l

4lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2
e

]

=

=
1

2π
√

3γ2
e



K2/3(x)−
∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (118)Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëû ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ òîëüêî �óíêöèÿÌàêäîíàëüäà:
Ql = −e

2

c

2l

γ2
e

√
3
K2/3(x) = −e

2

c

√
3γefQ(x), fQ(x) = xK2/3(x).(119)Èíòåãðàë îò �óíêöèè fQ(x) ïî âñåì x ðàâåí 2π/3

√
3, â 4/3 ðàçàìåíüøå, ÷åì îò fW. �ðà�èê �óíêöèè fQ(x) òàêæå ïðåäñòàâëåí íàòîì æå ðèñ. 9. Òàì æå ïîìåùåíî îòíîøåíèå äâóõ �óíêöèé, ïðåä-ñòàâëÿþùåå ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó-÷åíèÿ â ïîòîêå: p(x)=fQ(x)/fW(x). Â ÷àñòíîñòè, p(0)=0.5, p(∞)=1.3. Èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ â ñèñòåìå ïîëÿ. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îð-ìóëû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïèøóòñÿ àíàëîãè÷íî íàïèñàííûì âûøå.Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñîáñòâåííî ñèíõðîòðîííûì èçëó÷åíèåì, êîãäàïèò÷-óãîë (óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è ìàã-íèòíûì ïîëåì) α íå ìàë.Äëÿ âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ëè-íèÿõ ïðè γf ≫ 1 áóäåì èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîé ìîù-íîñòè (92). Íå ïåðåõîäÿ â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó, ïîëîæèì θf =

α+ ε0/γf . Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêàìè (50) è (51), à òàêæåàñèìïòîòèêàìè áåññåëåâîé �óíêöèè (Á.73) è åå ïðîèçâîäíîé (Á.76).121



Ïðè βf ∼ 1, γf ≫ 1 àðãóìåíò �óíêöèé Áåññåëÿ z = l
βs

βc
, òàê ÷òî ñî-ãëàñíî �îðìóëå (Á.56) u =

√

1 − z2/l2 =

=
√

1 − β2
s /β

2
c =

√

β2
c − β2

s

βc
∼
√

1 + ε20 sinα

γf sin2 α
=

√

1 + ε20
γf sinα

. (120)Ýòà âåëè÷èíà ìàëà, ïîýòîìó v+ ∼ u3/3 ∼ (1 + ε20)
3/2/3γ3

f sin3 α.Ïîñêîëüêó îñíîâíîå èçëó÷åíèå èäåò â êîíè÷åñêîì ñëîå îêîëîêîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà α, èíòåãðàë ïî óãëó ìîæíî çàìåíèòü íàèíòåãðàë ïî ε0, ðàñïðîñòðàíèâ åãî íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü. Ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî (cos θf − β‖)/ sin θf ∼ −ε0/γf , à β⊥ ∼ sinα,íàõîäèì
I∼ e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
∞
∫

−∞

sinαdε0

γf sin6 α

1

3π2

1 + ε20
sin2 α

1

γ4
f

[

ε20K
2
1/3(y)+(1+ε20)K

2
2/3(y)

]

.(121)Àðãóìåíòîì �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà ñëóæèò ïðîèçâåäåíèå lv+.Åãî ìû ïåðåïèøåì òàê, ÷òîáû îí ñîäåðæàë èçëó÷àåìóþ ÷àñòîòó,îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé (89). Äåëî â òîì, ÷òî íàáëþäàòåëü èçìå-ðÿåò èíòåíñèâíîñòü íà îïðåäåëåííîé ÷àñòîòå è åìó íåò äåëà äî òîãî,êàêîìó íîìåðó ëèíèè îíà ñîîòâåòñòâóåò. Êðîìå òîãî, íà ðàçëè÷íûõíàïðàâëåíèÿõ ñêîðîñòè çàðÿäà, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîé è òîé æå ÷à-ñòîòå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå íîìåðà ëèíèé. Ïîýòîìó çàêðåïèìèìåííî ÷àñòîòó èçëó÷åíèÿ.Â àñèìïòîòè÷åñêîé (γf ≫ 1) îáëàñòè ïðè íåìàëûõ ïèò÷-óãëàõ÷àñòîòû íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ, íî çàâèñÿò îò ïèò÷-óãëà, ïîä êîòîðûì èäåò è âñå èçëó÷åíèå, òàê êàê ñîãëàñíî �îðìóëàì(89) è (50)
ω = ωl ∼ l

ωf

sin2 α
, l =

ωl
ωf

sin2 α. (122)Òîãäà àðãóìåíò �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà
y = lv+ ∼ l

(1 + ε20)
3/2

3γ3
f sin3 α

=
x

2
(1 + ε20)

3/2, x =
ωl
ωc
, (123)ãäå

ωc =
3

2
γ2
f ω∗ sinα =

3

2
γ2
f

eH∗

mc
sinα =

3

2
γ2
f

eH⊥

mc
. (124)122



×åðåçH⊥ = H∗ sinα îáîçíà÷åíà ïðîåêöèÿ íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ñêîðîñòè ýëåê-òðîíà. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ íå êðóãîâàÿ, à îáû÷íàÿ ÷àñòîòà, òîãäà
ωl/ωc = νl/νc, ãäå νc = ωc/2π.Êàê âèäíî èç �îðìóëû (121), äëÿ äàëüíåéøåãî âû÷èñëåíèÿòðåáóþòñÿ äâà èíòåãðàëà (y = x(1 + ε20)

3/2/2)
A1(x)=

∞
∫

−∞

dε0ε
2
0(1+ε20)K

2
1/3(y)=

π√
3x





∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′−K2/3(x)



,(125)
A2(x)=

∞
∫

−∞

dε0(1+ε20)
2K2

2/3(y)=
π√
3x





∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′+K2/3(x)



. (126)Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ �îðìóë ïðèâåäåíî â êîíöå Ïðèëîæåíèè Á.Âîñïîëüçîâàâøèñü èìè, íàéäåì
I ∼ e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
1

γ5
f sin7 α

2π√
3x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (127)Íèæíèé ïðåäåë ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà ñâÿçàí ñ ïåðåìåííîéñóììèðîâàíèÿ:

x =
2

3

l

γ3
f sin3 α

, l =
3

2
γ3
f sin3 αx. (128)Âñëåäñòâèå áîëüøîé âåëè÷èíû ìíîæèòåëÿ γ3

f sin3 α èçìåíåíèþ l íàåäèíèöó (dl = 1) îòâå÷àåò î÷åíü ìàëîå èçìåíåíèå x, ïîýòîìó ìîæíîñóììèðîâàíèå çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì è ïîëîæèòü
dl = 1 =

3

2
γ3
f sin3 αdx. (129)Òîãäà âûðàæåíèå (127) áóäåò ñîäåðæàòü óæå âñòðå÷àâøóþñÿ �óíê-öèþ è âû÷èñëÿåòñÿ:

I∼ e2

c

ω2
f

3π2

1

γ5
f sin7 α

2π√
3

∞
∫

0

9

4
γ6
f sin6 αx2 3

2
γ3
f sin3 αdx

1

x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′=

=
e2

c

ω2
f

π

3
√

3

4
γ4
f sin2 α

∞
∫

0

fW(x)dx =
2

3

e2

c
ω2

f γ
4
f sin2 α. (130)123



Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëîì (112). �åçóëüòàò ñîâïàäàåòñ òî÷íûì âûðàæåíèåì (25) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî βf ∼ 1.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîç-âîëÿåò íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ, ò. å. ýíåðãèþ, èç-ëó÷àåìóþ çàðÿäîì ñ ýíåðãèåé mc2γ íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ÷à-ñòîòû ω â åäèíèöó âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â èíòåãðàëå (130)îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ê ÷àñòîòå ω = xωc, dx = dω/ωc.Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ è áóäåò ðàâíà èñêîìîé âåëè÷èíå:
E(ω, γf) =

√
3

2π

e2

c
ω∗ sinαfW(x). (131)Êîíå÷íî, èç (131) ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ ñëó-÷àÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè, íî ìû ïðåäïî÷ëè èñïîëüçî-âàòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äðóãîé, áîëåå íåïîñðåäñòâåííûé ñïîñîá âû-âîäà.Ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå èçëó÷åíèå çàðÿäà èäåò â íàïðàâëåíèèäâèæåíèÿ çàðÿäà, òî÷íåå â óçêîì êîíóñíîì ñëîå îêîëî êîíóñà ñ óã-ëîì ðàñòâîðà, ðàâíûì ïèò÷-óãëó α, èçëó÷åíèå òàêîãî çàðÿäà áóäåòâèäåòü òîëüêî íàáëþäàòåëü, íàïðàâëåíèå íà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ñìàãíèòíûì ïîëåì èìåííî ýòîò óãîë.Ìû çäåñü ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà ïèò÷-óãîë íå ìàë. Åñ-ëè æå ýòî íå òàê è α = α0/γf , òî ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ ωf

l = 2l
ω∗

β0
c

γfâåëèêà. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû u =
√

1 − β2
s /β

2
c =

√

1 − (β0
s /β

0
c )2 è vêîíå÷íû. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòîòà îñòàåòñÿ êîíå÷íîé è ïðè α0 = 0,îäíàêî èíòåíñèâíîñòè ëèíèé îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.4. Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ. Îáû÷íîñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì â ñèñòåìåîòñ÷åòà èñòî÷íèêà, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â � 1, èçîòðîïíî è çàâèñèòòîëüêî îò ìîäóëÿ ñêîðîñòè (ëèáî èìïóëüñà) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,îò ýíåðãèè. Ïðèíÿòî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêèõ àñòðî-�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ, òàêèõ êàê äæåòû àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê,ðåíòãåíîâñêèå èñòî÷íèêè è äð., ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì íå ìàêñ-âåëëîâñêîå, à ñòåïåííîå, ò. å. (çäåñü p � ÷èñëî, à íå èìïóëüñ)

Ne(γ) = C(p)γ−p, γm ≤ γ ≤ γM. (132)Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äàæå íèæíÿÿ ãðàíèöà íå ìàëà, îáû÷íî γm ≥ 10.Êîý��èöèåíò C(p) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ðàñïðåäå-ëåíèÿ: 124



C(p)

γM
∫

γm

γ−pdγ = 1, C(p) =
1 − p

γ1−p
M − γ1−p

m

. (133)Äëÿ p = 1 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.Íàáëþäàòåëü �àêòè÷åñêè âîñïðèíèìàåò èçëó÷åíèå òîëüêî òåõýëåêòðîíîâ èç àíñàìáëÿ, êîòîðûå äâèæóòñÿ â åãî ñòîðîíó â óçêîìêîíóñå, î ÷åì ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ïèò÷-óãîë èçëó÷àþùèõ ýëåêòðîíîâ ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäóíàïðàâëåíèåì íà íàáëþäàòåëÿ è ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, â óêàçàííîì êîíóñå èäåò ïðàêòè÷åñêè âñÿ èçëó÷àåìàÿ ýíåð-ãèÿ è îíà ïîïàäàåò â ïðèáîð, ðàçðåøåíèå êîòîðîãî, êàê ïðàâèëî,ìåíüøå òîëùèíû êîíóñíîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ýíåðãèè, èç-ëó÷àåìîé àíñàìáëåì ýëåêòðîíîâ, ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó (131),óñðåäíåííóþ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ (132):
E(ω) =

√
3

2π

e2

c
ω∗ sinα C(p)IW(p), IW(p) =

γM
∫

γm

γ−pdγfW(x). (134)Âû÷èñëèì âõîäÿùèé â �îðìóëó (134) èíòåãðàë. Ñíà÷àëà ïîä-ñòàâèì â íåãî âûðàæåíèå (111) äëÿ �óíêöèè fW(x) è ñäåëàåì çàìå-íó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x=
ω

ωc
=

2ω

3ω⊥
γ−2, γ =

√

2ω

3ω⊥
x−1/2,ãäå îáîçíà÷åíî ω⊥ = ω∗ sinα. Ïîëó÷èòñÿ

IW(p) =

γM
∫

γm

γ−pdγ x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′ =

=
1

2

2ω/(3ω⊥γ
2
m)

∫

2ω/(3ω⊥γ2
M

)

(

3ω⊥

2ω

)(p−1)/2

xp/2x−3/2dxx

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (135)Äëÿ ïðîñòîòû çàìåíèì íèæíèé ïðåäåë âíåøíåãî èíòåãðàëà íà 0, àâåðõíèé íà∞. Ïîñêîëüêó ïîëó÷àþùèéñÿ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, äîáàâ-ëåíèå ê íåìó èíòåãðàëîâ ïî íåáîëüøèì êóñî÷êàì [0, 2ω/(3ω⊥γ

2
M)]è [2ω/(3ω⊥γ

2
m),∞) íå äîëæíî ñóùåñòâåííî îòðàçèòüñÿ íà åãî âåëè-÷èíå. 125



Ïåðåñòàâèì â (135) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèì âíóò-ðåííèé ñòåïåííîé èíòåãðàë:
IW(p) =

1

2

(

3ω⊥

2ω

)(p−1)/2
∞
∫

0

xp/2x−3/2dxx

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′ =

=
1

2

(

3ω⊥

2ω

)(p−1)/2
∞
∫

0

K5/3(x
′)dx′

x′
∫

0

x(p−1)/2dx =

=
1

p+ 1

(

3ω⊥

2ω

)(p−1)/2 ∞
∫

0

x(p+1)/2K5/3(x)dx. (136)Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëîì (115), èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â(136) ïîëó÷èì îöåíèâàåìûé èíòåãðàë ïðè p > 1/3

IW(p) =
1

p+ 1

(

3ω⊥

ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) (137)è îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èçëó÷àåìîé ýíåðãèè
E(ω)=

√
3

2π

e2

c
ω⊥

C(p)

p+ 1

(

3ω⊥

ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

)

. (138)5. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ, èçëó÷àåìóþ àíñàìáëåì ýëåêòðîíîâ âíàïðàâëåíèè íà íàáëþäàòåëÿ, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α ñ íàïðàâëåíè-åì íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðî-âàííûì. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ïðèáîðû íå ðàçðåøàþò îòäåëüíûõ÷àñòåé èçëó÷àþùèõ îáëàñòåé êàê â êàðòèííîé ïëîñêîñòè, òàê è ïîëó÷ó çðåíèÿ. Â ïðèáîð ïîïàäàåò èçëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâòàêèõ îáëàñòåé. Íàïðàâëåíèå ïîëÿ â èõ ïðåäåëàõ ìîæåò ìåíÿòüñÿïðîèçâîëüíûì è íå èçâåñòíûì íàì îáðàçîì. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðè-íèìàþò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîëå õàîòè÷íî, ò. å. åãî íàïðàâëåíèÿðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå. Òîãäà ïîëó÷åííîåâûðàæåíèå äëÿ èçëó÷àåìîé ýíåðãèè íàäî óñðåäíèòü ïî óãëàì α.Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñõîäÿùèéñÿ ïðè p > −5 èíòåãðàë
1

2

π
∫

0

sin(p+3)/2 α dα=

1
∫

0

y(p+3)/2(1−y2)−1/2dy=

√
π

2

Γ

(

p+5

4

)

Γ

(

p+7

4

) . (139)126



Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óñðåäíÿåìàÿ �îðìóëà íåñïðàâåäëèâà ïðè ìà-ëûõ ïèò÷-óãëàõ, ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ âåðåí, òàê êàê âêëàä îáëàñòèòàêèõ óãëîâ íåçíà÷èòåëåí.Ïîñëå óñðåäíåíèÿ (138) ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ ñ ó÷åòîì èíòå-ãðàëà (139) íàõîäèì
E(ω) = A(p)

e2

c

ω∗

2π

(ω∗

ω

)(p−1)/2

, (140)ãäå çàâèñÿùàÿ îò ïîêàçàòåëÿ p ïîñòîÿííàÿ
A(p) =

√
π

2
3p/2

C(p)

p+ 1
Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) Γ

(

p+ 5

4

)

Γ

(

p+ 7

4

) . (141)Êîý��èöèåíò A(p) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè p → 1/3, íîïðè p ≥ 1 åãî ÷àñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ (132),ò. å. îò íîðìèðîâî÷íîãî êîý��èöèåíòà C(p), êàê âèäíî èç ðèñ. 10,èçìåíÿåòñÿ íå ñèëüíî (ñìûñë äðóãèõ êðèâûõ ðàçúÿñíÿåòñÿ íèæå).
0

4

6

8

2 3

2

10

0 1 4 5

AQ(p)/C(p)

A(p)/C(p) B(p)/C(p)

AQ(p)/A(p)

p�èñ. 10. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé A(p)

C(p)
, B(p)

C(p)
, AQ(p)

C(p)
è AQ(p)

A(p)
.Èìåííî âûðàæåíèå (140) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåðïðå-òàöèè íàáëþäåíèé. Ïî íàêëîíó íàáëþäàåìîãî ñïåêòðà ñðàçó îïðå-äåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì.6. Î ïåðåíîñå ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. Âî ìíîãèõàñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì èçëó÷àþùèå îáëà-127



ñòè íåâåëèêè è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èñïóùåííîå ýëåêòðîíàìè èç-ëó÷åíèå ñâîáîäíî âûõîäèò èç ýòîé îáëàñòè. Îäíàêî, ýòî íåâåðíîâ îòíîøåíèè, íàïðèìåð, àòìîñ�åð áåëûõ êàðëèêîâ è íåéòðîííûõçâåçä, èçëó÷àþùèå îáëàñòè êîòîðûõ îïòè÷åñêè òîëñòû.Ïðè ýòîì â ñëó÷àå öèêëîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ òàêîé ïåðåíîñïðîèñõîäèò â îòäåëüíûõ ëèíèÿõ. Ñèíõðîòðîííîå æå èçëó÷åíèå �àê-òè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ êàê íåïðåðûâíîå. Äàæå åñëè îïòè÷åñêàÿòîëùèíà ñèíõðîòðîííîé îáëàñòè íåáîëüøàÿ, âñå æå íà íåêîòîðûõ÷àñòîòàõ âîçìîæíî îñëàáëåíèå èçëó÷åíèÿ çà ñ÷åò åãî ïîãëîùåíèÿ.Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåîðèþ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Ïîýòîìó â ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâèçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñèíõðîòðîííîãî ìåõàíèçìà, ïðèìåíÿåìûõâ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Ïðîùå íàéòè âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ èëè èç-ëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòè åäèíèöû îáúåìà. Íà÷íåì ñ èçëó÷åíèÿ ìî-íîýíåðãåòè÷åñêèõ ýëåêòðîíîâ â ìîíîíàïðàâëåííîì ïîëå. Â òåîðèèïåðåíîñà èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòîòà ν = ω/2π. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ,ðàññ÷èòàííàÿ íà îäèí óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí ñ ýíåðãèåé
mc2γ ïðè èçîòðîïíîì èõ ðàñïðåäåëåíèè, íà åäèíèöó ÷àñòîòû ν èåäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë, ðàâíà

E∗(ν, γ) =
E(ω, γ)

4π

dω

dν
=

E(ω, γ)

2
. (142)Óñðåäíåíèå ýòîé âåëè÷èíû ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ âðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûé îáúåì äàåò èñêîìûé êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ

εν = ne

γM
∫

γm

E∗(ν, γ)Ne(γ)dγ = ne
E(ω)

2
. (143)Íàêîíåö, óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ ïðèâîäèò ê �îðìóëå

εν = ne
E(ω)

2
= neA(p)

e2

2c
ω∗

(ω∗

ω

)(p−1)/2

. (144)Íåñêîëüêî ñëîæíåå âûâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà ïî-ãëîùåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ íå ðàâíîâåñ-íîå ìàêñâåëëîâñêîå, à íåðàâíîâåñíîå ñòåïåííîå, êîòîðîå ïðèâîäèò êíåòåïëîâîìó ñèíõðîòðîííîìó èçëó÷åíèþ. Ïîýòîìó çäåñü òðåáóþòñÿáîëåå òîíêèå ðàññóæäåíèÿ. 128



Ñëåäóÿ àâòîðàì êíèãè [23℄, ââåäåì ýéíøòåéíîâñêèå êîý��èöè-åíòû ñïîíòàííûõ Aγ→γ−hν/mc2 è âûíóæäåííûõ Bγ→γ−hν/mc2 ïåðå-õîäîâ ñ èçëó÷åíèåì è ïåðåõîäîâ ñ ïîãëîùåíèåì Bγ−hν/mc2→γ . Òàêêàê ïåðåõîäû â íàøåì ñëó÷àå ïðîèñõîäÿò â êîíòèíóóìå, âñå òðèêîý��èöèåíòà ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà åäèíèöó âðåìåíè è åäèíèöó ÷à-ñòîòû ν. Ïåðâûé èç ýòèõ êîý��èöèåíòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âû-ðàæàåòñÿ ÷åðåç ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ (131):
Aγ→γ−hν/mc2 = 2π

E(ω, γ)

hν
= 4π

E∗(ν, γ)
hν

. (145)Êàê è â ñëó÷àå àòîìíûõ ïåðåõîäîâ, òðè êîý��èöèåíòà íå ÿâëÿþò-ñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðèïðåäïîëîæåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà: ñêîëüêî �îòîíîâ â åäèíèöåîáúåìà èçëó÷àåòñÿ, ñòîëüêî æå è ïîãëîùàåòñÿ, ò. å.
fM(γ)[Aγ→γ−hν/mc2 +Bγ→γ−hν/mc2Bν(T )] =

= fM(γ − hν/mc2)Bγ−hν/mc2→γBν(T ). (146)Çäåñü Bν(T ) � �óíêöèÿ Ïëàíêà, à fM(γ) � ðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñ-âåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì (II.96). Çäåñüâîñïîëüçóåìñÿ åãî ñâîéñòâîì, êîòîðîå èìååòñÿ è ó êëàññè÷åñêîãî,íåðåëÿòèâèñòñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè):
fM(γ)

fM(γ − hν/mc2)
= ehν/kBT , (147)Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñâîéñòâà íàõîäèì äâà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��è-öèåíòàìè ïåðåõîäîâ:

Bγ−hν/mc2→γ = Bγ→γ−hν/mc2 =
c2

2hν3
Aγ→γ−hν/mc2 . (148)Òåïåðü âîçâðàòèìñÿ ê ñèíõðîòðîííîìó èçëó÷åíèþ. Êîëè÷åñòâîïîãëîùåíèé èç ïó÷êà èçëó÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè Iν , ðàññ÷èòàííîå íàîäèí ýëåêòðîí ñ �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé mc2γ è èñïðàâëåííîå çàâûíóæäåííîå èçëó÷åíèå, ðàâíî

kν(γ)
Iν
hν

=[Ne(γ−hν/mc2)Bγ−hν/mc2→γ−Ne(γ)Bγ→γ−hν/mc2]
Iν

Ne(γ)
.(149)129



Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ èçëó÷àåìîãî �îòîíà âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ýíåð-ãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà, à ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ñóùåñòâåííî áîëüøåýíåðãèè ïîêîÿ, òî ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó Òåéëîðà ñ ïðîèçâîä-íîé ïåðâîãî ïîðÿäêà:
kν(γ)=−(hν)2

mc2
Bγ−hν/mc2→γ

d ln(Ne(γ))

dγ
=

(hν)2

mc2
c2

2hν3
Aγ→γ−hν/mc2

p

γ
.(150)Îòñþäà íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó ñå÷åíèåì ïîãëîùåíèÿ è ñïåêòðàëüíîéìîùíîñòüþ èçëó÷åíèÿ:

kν(γ) =
2π

mν2

p

γ
E∗(ν, γ). (151)Óñðåäíåíèå ïî ñòåïåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâäàåò

kν = ne

γM
∫

γm

kν(γ)Ne(γ)dγ = ne
e2

c

ω∗

mν2

√
3 sinα pIW(p+ 1). (152)È â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå èíòåãðàëà íà âñþ âå-ùåñòâåííóþ îñü, òàê êàê îí ñõîäèòñÿ ïðè p > −2/3. Òàêèì îáðàçîì,óñðåäíåííûé ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ êîý��èöèåíò ïîãëîùå-íèÿ

kν = ne
e2

c

ω∗

mν2

√
3 sinα

p

p+ 2

(

3ω⊥

ω

)p/2

Γ

(

3p+ 22

12

)

Γ

(

3p+ 2

12

)

.(153)Íàêîíåö, óñðåäíÿÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàõîäèì
kν = ne

e2

c

ω∗

mν2

(ω∗

ω

)p/2

B(p), (154)ãäå çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëüíîãî èíäåêñà ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâêîíñòàíòà
B(p) =

√
π

2
3(p+1)/2 pC(p)

p+ 2
Γ

(

3p+ 22

12

)

Γ

(

3p+ 2

12

) Γ

(

p+ 6

4

)

Γ

(

p+ 8

4

) .(155)130



�ðà�èê çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ B(p)/C(p) îò p ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 10.7. Ïîëÿðèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Â îòíîøåíèè ïàðàìåòðà ëè-íåéíîé ïîëÿðèçàöèè ìîæíî ïðîäåëàòü òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òîè ñ ïàðàìåòðîì èíòåíñèâíîñòè. Íàïðèìåð, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åíâûâîä �îðìóë äëÿ íèõ â ñèñòåìå ïîëÿ. Ñðàâíåíèå �îðìóë äëÿ èí-òåíñèâíîñòè (110) è (131) ïîçâîëÿåò, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (119), áåçäîïîëíèòåëüíûõ âûêëàäîê íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà âñèñòåìå ïîëÿ:
Q(ω, γf) = −

√
3

2π

e2

c
ω∗ sinαfQ(x). (156)Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ äàåò

Q(ω) = −
√

3

2π

e2

c
ω⊥

C(p)

4

(

3ω⊥

ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p− 1

12

)

.(157)Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ ïðèâîäèò òî÷íî ê òàêîìó æåèíòåãðàëó, ÷òî è äëÿ èíòåíñèâíîñòè. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì
Q(ω) = −AQ(p)

√
3

2π

e2

c
ω∗

(ω∗

ω

)(p−1)/2

, (158)ãäå ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò
AQ(p) =

√
π

2
3p/2

C(p)

4
Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) Γ

(

p+ 5

4

)

Γ

(

p+ 7

4

) . (159)Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ëèíåéíîéïîëÿðèçàöèè òî÷íî òà æå, ÷òî è ó ïàðàìåòðà èíòåíñèâíîñòè. Èõîòíîøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè, çàâè-ñèò òîëüêî îò èíäåêñà p:
AQ(p)

A(p)
=
p+ 1

4

Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p+ 19

12

) =
p+ 1

p+ 7/3
. (160)131



�ðà�èêè êîý��èöèåíòà AQ(p)/C(p) è ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè òàê-æå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü ïî-ëÿðèçàöèè, âûðàæàåìàÿ òàêîé ïðîñòîé �îðìóëîé, èìååò ñìûñë èïðè òåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà p, ïðè êîòîðûõ ñàìè ïàðàìåòðû Ñòîêñàíåîïðåäåëåíû, òàê êàê ñèíãóëÿðíûå ìíîæèòåëè ó íèõ îäèíàêîâû èñîêðàùàþòñÿ. Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ â ïðåäå-ëàõ îò 3/7 ïðè p = 0 äî 1 ïðè p→ ∞.Çàìåòèì, ÷òî Ql � ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî íàïðàâëåíèÿì ïà-ðàìåòð ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè â ëèíèè Ql (�îðìóëà (119)), ñâîåãîðîäà �èíòåãðàëüíàÿ� ïîëÿðèçàöèÿ, â ïîëíîì (ïî âñåì íàïðàâëåíè-ÿì) èçëó÷åíèè. Òàê æå ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü è ïàðàìåòð, óñðåäíåí-íûé ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ (157) è ïî íàïðàâëåíè-ÿì ïîëÿ (158). Îäíàêî ïðè òàêèõ óñðåäíåíèÿõ äëÿ ñèíõðîòðîííîãîèçëó÷åíèÿ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå èçëó÷åíèå èäåò â íàïðàâëåíèè íà íà-áëþäàòåëÿ, ïîýòîìó è �èíòåãðàëüíàÿ� ïîëÿðèçàöèÿ õàðàêòåðèçóåòýòî, ïîëíîå èçëó÷åíèå.8. Ïëàçìåííûé êîòåë. Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû îáñóäèì âî-ïðîñ î ñòåïåííîì ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì. Åãî ïðè-íÿòèå â êà÷åñòâå íàèáîëåå ïðèåìëåìîãî îñíîâûâàëîñü èìåííî íàíàáëþäåíèÿõ ñïåêòðîâ îñòàòêîâ ñâåðõíîâûõ è â ïåðâóþ î÷åðåäüÊðàáîâèäíîé òóìàííîñòè, à òàêæå äæåòîâ àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàê-òèê è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáúåêòîâ.Â íà÷àëå 1970-õ ãîäîâ Ñ.À.Êàïëàí è Â.Í.Öèòîâè÷ [25℄ ïðè-øëè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ó ýëåêòðîííîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïëàç-ìå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì è èçëó÷àþùåãî ïîñðåäñòâîì ñèíõðîòðîííîãîìåõàíèçìà, ïðè ïîäâîäå èçâíå ýíåðãèè, êîìïåíñèðóþùåé ïîòåðè íàèçëó÷åíèå, è óñêîðåíèè ÷àñòèö íà ïëàçìåííîé òóðáóëåíòíîñòè óñòà-íàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì.Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè â ñïåêòðàõ èçëó÷åíèÿ è ýíåðãèè ýëåêòðîíîâñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (140). Âûâîäáûë ñäåëàí íà îñíîâå ïîðÿäêîâûõ îöåíîê. Ýòà ñèòóàöèÿ ïîëó÷èëàíàçâàíèå �ïëàçìåííûé òóðáóëåíòíûé êîòåë�. �àññìàòðèâàëîñü òàê-æå âëèÿíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.Âïîñëåäñòâèè àâòîðàìè [66℄ áûëî ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøå-íèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà, îïðåäåëÿþ-ùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ñ ó÷åòîì âñåãî ñïåêòðà ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ (êàê ñèíõðîòðîííîãî, òàê èöèêëîòðîííîãî), êîìïòîíîâñêèõ ïîòåðü, à òàêæå èíæåêöèè è âûëå-òà ýëåêòðîíîâ èç îáëàñòè. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ñòåïåííîé ñïåêòð132



ýëåêòðîíîâ â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ñîçäàåòñÿ, à ñòàöèîíàðíûì èõñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ òåìïåðàòóðîé,îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì èíæåêöèè è ïîòåðü. Íà áîëüøèõ ýíåð-ãèÿõ ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìàêñâåëëîâ-ñêîãî, òàê êàê îáû÷íî îáëàñòü ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ íà ñîîò-âåòñòâóþùèõ ýíåðãèÿõ �îòîíîâ îïòè÷åñêè òîíêà è ýëåêòðîíû íåèìåþò âîçìîæíîñòè îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé è òåì ñàìûì òåðìàëè-çîâàòüñÿ. Ñïåêòð èõ ýíåðãèé òîãäà �àêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ èí-æåêöèåé. Âëèÿíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ óñëîæíÿåò êàðòèíó.Îáçîð ðàáîò ïî ýòîé ïðîáëåìå ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [93℄.Ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì è, â ÷àñòíîñòè, ñèíõðîòðîííîåèçëó÷åíèå èãðàþò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â àñòðî�èçèêå, íà ÷òî áûëîîáðàùåíî âíèìàíèå È.Ñ.Øêëîâñêèì [55℄. Èçó÷åíèþ ýòîãî ìåõàíèç-ìà áûëî ïîñâÿùåíî îãðîìíîå ÷èñëî ñòàòåé è ðÿä êíèã. Èçëîæåíèåâ ýòîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ñëåäóåò, â îñíîâíîì, êíèãàì [28℄ è [7℄, àòàêæå îáçîðó [67℄.Â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ �àêòè÷åñêèïî÷òè âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ ñ íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè. Ïðèýòîì òàêæå âîçíèêàåò èçëó÷åíèå, êîòîðîå ïî-àíãëèéñêè íàçûâàåòñÿ
urvature radiation, à â ðóññêîÿçû÷íîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå � èç-ãèáíûì èëè ìàãíèòîäðåé�îâûì.Åñëè æå ïîëå íàñòîëüêî ñèëüíî, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüêâàíòîâûå ý��åêòû, òî ýëåêòðîí íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì, åãîýíåðãèÿ êâàíòóåòñÿ (óðîâíè Ëàíäàó), à èçëó÷åíèå ñîäåðæèò ðåçî-íàíñû íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ.



�ëàâà IV. ×åðåíêîâñêîå è ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå� 1. Äâèæåíèå çàðÿäà â äèýëåêòðèêå è åãî íàáëþäåíèå1. Çàðÿä â äèýëåêòðèêå. Èçëó÷åíèå ×åðåíêîâà, ò. å. ñâå÷åíèåçàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ â äèýëåêòðèêå, áûëî îòêðûòî àñïèðàíòîìÑ.È.Âàâèëîâà Ï.À.×åðåíêîâûì â 1934 ã. Ïî÷òè ñðàçó æåÈ.Å.Òàììîì è È.Ì.Ôðàíêîì áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ýòîãî ñâå-÷åíèÿ. Â 1958 ã. èì òðîèì (Ñ.È.Âàâèëîâ óìåð) áûëà ïðèñóæäåíàÍîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî �èçèêå, òàê êàê ý��åêò ïîëó÷èë øèðî-êîå ïðèìåíåíèå â ñ÷åò÷èêàõ �îòîíîâ. Ýòî èçëó÷åíèå âîçíèêàåò, â÷àñòíîñòè, ïðè ïîïàäàíèè ÷àñòèöû âûñîêîé ýíåðãèè â çåìíóþ àò-ìîñ�åðó.×àñòèöû êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé, â îñíîâíîì, ïðîòîíû ñ ýíåðãèÿ-ìè ïîðÿäêà 1012 ÷ 1018 ýÂ è áîëüøå, âëåòàÿ â àòìîñ�åðó Çåìëè,ïîðîæäàþò òàê íàçûâàåìûå øèðîêèå àòìîñ�åðíûå ëèâíè, ñîñòî-ÿùèå èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, â ÷àñòíîñòè, çàðÿæåí-íûõ. Íåêîòîðóþ äîëþ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé ñîñòàâëÿþò �îòîíû, èõýíåðãèè ìåíüøå: 1011 ÷ 1013 ýÂ. Ôîòîíû ðîæäàþò ïàðû çàðÿæåí-íûõ ÷àñòèö. Çàðÿæåííûå ÷àñòèöû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â àòìîñ�åðåñ ïî÷òè ñâåòîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ñâåòà âñëîÿõ àòìîñ�åðû, ÷òî è âûçûâàåò ñâå÷åíèå. Ïðîèñõîæäåíèå êîñìè-÷åñêèõ ÷àñòèö ñâÿçûâàþò ñ ðàçëè÷íûìè êîñìè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè:âçðûâàìè ñâåðõíîâûõ, äæåòàìè àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê, ãàììà-âñïëåñêàìè. Äëÿ íàáëþäåíèé ëèâíåé ñîîðóæàþòñÿ óñòàíîâêè ñ âîç-ìîæíî áîëåå òî÷íûì îïðåäåëåíèåì íàïðàâëåíèÿ, èç êîòîðîãî øëàïåðâîíà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà, è òèïà ýòîé ÷àñòèöû.Êàê èçâåñòíî, ðàâíîìåðíî äâèæóùèéñÿ çàðÿä íå èçëó÷àåò. Îä-íàêî, åñëè ñêîðîñòü çàðÿäà â äèýëåêòðèêå ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòàâ ýòîì äèýëåêòðèêå, òî èçëó÷åíèå âîçíèêàåò � ýòî ïîëó÷àþùèéñÿâ ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí êóìóëÿòèâíûé ý�-�åêò. Àíàëîãè÷íûé ý��åêò ïðîèñõîäèò â âèäå êèëåâîé âîëíû îòêîðàáëÿ, èäóùåãî áûñòðåå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â âîäå,èëè óäàðíîé âîëíû â âîçäóõå îò ñàìîëåòà, ëåòÿùåãî áûñòðåå ñêî-ðîñòè çâóêà. Çäåñü äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ìåõàíèçìà ñâå÷åíèÿ×åðåíêîâà.Ïóñòü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ äèýëåêòðèêà n=
√
ε>1. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî äèýëåêòðèê îäíîðîäåí, ò. å. ε= n2 = const. Òîãäà ñêî-ðîñòü ñâåòà â òàêîé ñðåäå c1 = c/n < c. Ïóñòü ýëåêòðîí (çàðÿä −e)134



äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, òàêîé, ÷òî c1 < v < c. Òîãäàïëîòíîñòè åãî çàðÿäà è òîêà áóäóò
ρ(~r, t) = −e δ(~r − ~v t), ~(~r, t) = ρ(~r, t)~v. (1)Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñêîðîñòü ýëåêòðîíà íàïðàâëåíàâäîëü îñè z, ò. å. ~v = v (0, 0, 1). Ïîòåðÿìè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèåïðåíåáðåãàåì, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî îíè ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íàéäåìèçëó÷åíèå òàêîãî çàðÿäà. Íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ.2. Ïîòåíöèàëû. Ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûìè íåîäíî-ðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè

(

1

c21

∂2

∂t2
− ∆

)

ϕ =
4π

ε
ρ,

(

1

c21

∂2

∂t2
− ∆

)

~A =
4π

c
~. (2)Ïîñêîëüêó ~v è n ïîñòîÿííû, òî äîñòàòî÷íî íàéòè ñêàëÿðíûé ïîòåí-öèàë, èáî ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

~A =
n2

c
ϕ~v. (3)Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïîòåíöèàëû â îäíîéïëîñêîñòè, íàïðèìåð, â ïëîñêîñòè xz. Âîçüìåì òî÷êó íàáëþäåíèÿ

~r = (x, 0, z), ïðè÷åì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì x > 0 è
z > 0. Çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ(~r, t) =
1

ε

∫

ρ(~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
. (4)Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

|~r − ~r1| = c1 (t− t1), (5)âûðàæàþùåå òîò �àêò, ÷òî âëèÿíèå çàðÿäà íà òî÷êó íàáëþäåíèÿðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ c1, ñëåäîâàòåëüíî â ìîìåíòâðåìåíè t íà òî÷êó ~r îêàæåò âëèÿíèå ñîñòîÿíèå ïëîòíîñòè çàðÿäàâ òî÷êå ~r1 â ìîìåíò âðåìåíè t1 < t.Äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà îáùàÿ �îðìóëà (4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
ϕ(~r, t) = − e

n2

∫

δ(~r1 − ~v t1)
d3r1

|~r − ~r1|
, (6)135



à ñîîòíîøåíèå (5) ìåæäó âðåìåíàìè t è t1 òàêæå êîíêðåòèçèðóåòñÿè ïåðåéäåò â
|~r − ~v t1| = c1 (t− t1). (7)Ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ èçëó÷åíèÿ ×åðåí-êîâà íå�îðìàëüíûì ñïîñîáîì, îòêàçàâøèñü îò òî÷å÷íîñòè çàðÿäà.Ïóñòü åãî ïðîòÿæåííîñòü ïðè åäèíè÷íîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ðàâíà

a. Âêëàä â èíòåãðàë (4) äàþò òî÷êè ~r1 = ~vt1, â êîòîðûõ â ìîìåíò
t1 íàõîäèòñÿ íàø çàðÿä. Ïðè çàêðåïëåííûõ t è ~r â êàæäûé ìî-ìåíò t1 óðàâíåíèå (5) îïèñûâàåò ñ�åðó ðàäèóñîì c1 (t− t1) � ñ�åðóâëèÿíèÿ. ×åì äàëüøå t1 < t îò t, òåì áîëüøå ðàäèóñ ñ�åðû, ñ âîç-ðàñòàíèåì t1 ðàäèóñ óìåíüøàåòñÿ è ïðè t1 = t ñ�åðà ñòÿãèâàåòñÿ âòî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà ðàññóæäåíèé òà æå, ÷òî è ïðè âûâîäå�îðìóë äëÿ îáû÷íûõ ïîòåíöèàëîâ òî÷å÷íîãî çàðÿäà (ïîòåíöèàëûËèåíàðà�Âèõåðòà, ñì. � 3 �ëàâû I). Îäíàêî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûåîòëè÷èÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäðîáíî êèíåìàòèêó ïðîöåññà.3. Ìîìåíòû âëèÿíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

~X = ~r − ~v t, ~X1 = ~r − ~v t1 = ~X + ~v (t− t1). (8)Òîãäà (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê
| ~X1| = | ~X + ~v (t− t1)| = c1 (t− t1). (9)Âîçâåäÿ (9) â êâàäðàò è ðàçðåøèâ ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî t − t1,ïîëó÷èì

t− t±1 =
−( ~X ~v) ± Y

v2 − c21
, (10)ãäå

Y 2 = ( ~X ~v)2 − (v2 − c21)X
2. (11)Ïðè v < c1 âåëè÷èíà Y âñåãäà âåùåñòâåííà, òàê êàê (11) åñòü ñóììàäâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîìåíò âëèÿíèÿòîëüêî îäèí t+1 , à èçëó÷åíèÿ ó ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà,êàê óæå ãîâîðèëîñü, íåò.Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó÷àé v > c1, òîãäà Y âåùå-ñòâåííî íå ïðè âñåõ t. Íàéäåì, ïðè êàêèõ t ýòà âåëè÷èíà âåùå-ñòâåííà. ßñíî, ÷òî äîëæíî áûòü ~X ~v < 0, òàê êàê èíà÷å çà ñ÷åòâíåêîðåííîãî ñëàãàåìîãî áóäåò t− t1 < 0, à òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëî

t− t1 > 0, èáî ïðè÷èíà äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ñëåäñòâèþ.136



4. Êîíóñ ×åðåíêîâà. Ïîëîæèì ~X ~v = X v cosα. Òîãäà óñëîâèåâåùåñòâåííîñòè Y çàïèøåòñÿ òàê:
Y 2 = X2 v2 cos2 α− (v2 − c21)X

2 = X2 v2 (c21/v
2 − sin2 α) ≥ 0. (12)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè sin2 α ≤ c21/v

2 èëè
sinα ≤ c1/v = sinα0. (13)Òàê êàê óãîë α òóïîé, òî îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
π ≥ α ≥ π − α0. (14)�ðàíè÷íîå çíà÷åíèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ~X è ~v îïðåäåëÿåòñÿ îñò-ðûì óãëîì α0, ïðè÷åì

tgα0 = c1/
√

v2 − c21, α0 = arcsin
c1
v
. (15)Êîíóñ (14) íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ×åðåíêîâà. Âñå èçëó÷åíèå çàðÿäàíàõîäèòñÿ âíóòðè ýòîãî êîíóñà.Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî

~X = (x, 0, z − v t), (16)íàéäåì
cosα =

z − v t
√

x2 + (z − v t)2
, sinα =

x
√

x2 + (z − v t)2
. (17)Òàê êàê êîñèíóñ îòðèöàòåëåí, òî v t > z � çàðÿä óøåë äàëüøå òî÷êèíàáëþäåíèÿ. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ñèíóñà èç (17) â íåðàâåí-ñòâî (13), ïîëó÷èì

c1 (v t− z) ≥
√

v2 − c21 x (18)è êàê ñëåäñòâèå îöåíêó ñíèçó âðåìåíè íàáëþäåíèÿ èçëó÷åíèÿ:
t ≥ t∗ =

z

v
+

√

v2 − c21
v c1

x. (19)Êàê âèäíî èç (10), èìååòñÿ äâà ìîìåíòà âëèÿíèÿ çàðÿäà íàòî÷êó íàáëþäåíèÿ. Îíè îáîçíà÷åíû t±1 , ïðè÷åì çíàêè áåðóòñÿ â137



ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè ïåðåä êîðíåì â (10), òàê ÷òî t − t+1 >
t− t−1 , t

+
1 < t−1 .Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ íóæíî çíàòüïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå íà íàáëþäàòåëÿ, ò. å. íà-ïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ â ìîìåíòû âëèÿíèÿ.5. Ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ. Îáîçíà÷èìâåëè÷èíû ýòèõ ïðîåêöèé ÷åðåç

v±x = ~v
~X±

1

X±
1

, ~X±
1 = ~X − ~v

~X~v ∓ Y

v2 − c21
, (20)à òàêæå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû (y � íå êîîðäèíàòà)

y =
v t− z

x
, q =

v

c1
, f =

√

y2 − (q2 − 1). (21)Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èñïîëüçîâàííûå íàìè ðàíåå âåëè÷èíû âû-ðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
~v ~X = −x y v, Y = c1 x f, t− t±1 =

x

c1

q y ± f

q2 − 1
, (22)

~v ~X±
1 =

x v

q2 − 1
(y ± q f). (23)Êðîìå òîãî, èç (16) è (9) ïîëó÷àåì

X2 = x2 (1 + y2),
1

X±
1

=
1

c1 (t− t±1 )
=

q y ∓ f

x (y2 + 1)
. (24)Èç (18) âûòåêàåò, ÷òî y ≥

√

q2 − 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåâûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì
v±x =

x v

q2 − 1
(y ± q f)

q y ∓ f

x (y2 + 1)
= v

q ± y f

y2 + 1
. (25)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà ïðîåêöèé ñêîðîñòè v±x äîñòàòî÷íî âûðàæå-íèÿ (23), îäíàêî ïðîùå èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ (25). Ïðîåêöèÿ v+

xïðè âñåõ t áîëüøå c1. Ïðîåêöèÿ æå âî âòîðîé ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿîáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè y = q, ïðè y < q îíà ïîëîæèòåëüíà, ïðè
y > q � îòðèöàòåëüíà. Âåëè÷èíà y ïðè �èêñèðîâàííûõ z è x íà-ïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ.138



Òàêèì îáðàçîì, êàðòèíà ïðîõîæäåíèÿ çàðÿäà ÷åðåç ñ�åðó âëè-ÿíèÿ òàêîâà. Äî t < t∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî y = y∗ =
√

q2 − 1, èçëó-÷åíèÿ íåò. Êîãäà t äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ t∗, çàðÿä â åäèíûé ìîìåíò
t+1 = t−1 ëèøü êàñàåòñÿ ñ�åðû âëèÿíèÿ. Â ýòîò ìîìåíò v±x = c1. Åñëèìîìåíò íàáëþäåíèÿ t > t∗ ïðîåêöèÿ v+

x > c1, ò. å. â ìîìåíò ïåðâî-ãî ïåðåñå÷åíèÿ çàðÿä âñåãäà äîãîíÿåò ñ�åðó âëèÿíèÿ. Ïîñëå ýòîãîçàðÿä íåêîòîðîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ñ�åðû. Â ìîìåíò âòîðîãîïåðåñå÷åíèÿ ïðè √q2 − 1 < y < q, ò. å. ïðè t∗ < t < t0 = z/v + x/c1ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ c1 > v−x > 0, òàê ÷òîñ�åðà äîãîíÿåò çàðÿä. Ïðè t > t0 ïðîåêöèÿ v−x < 0. Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî çàðÿä è ñ�åðà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ìîìåíòó
t = tc = (z + x yc)/v, ãäå

yc =
q2 + 1
√

q2 − 1
, tc =

z

v
+
x

v

v2 + c21
√

v2 − c21
> t0 > t∗, (26)îòâå÷àåò äîñòèæåíèå ïðîåêöèåé v−x âåëè÷èíû −c1. Íàêîíåö, èç (25)ñëåäóåò, ÷òî ïðè t→ +∞, òîãäà è y → +∞, ïðîåêöèè v±x ñòðåìÿòñÿñîòâåòñòâåííî ê ±v.6. Ïðèìåðû. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû,èëëþñòðèðóþùèå îïèñàííóþ ñõåìó.Ïðèìåð 1. Ïðèìåì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â âåùåñòâå c1 =1, à ñêî-ðîñòü çàðÿäà v =

5

4
> c1, òàê ÷òî v2−c21 =

9

16
, √v2 − c21 =

3

4
. Ïóñòüíàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ~r =

(

3

5

√
14,

469

40

)è íàáëþäàåò â ìîìåíò t = 11, à çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îñè àïïëè-êàò òàê, ÷òî åãî ðàäèóñ-âåêòîð â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âëèÿíèÿ
~r1 = ~vt1 =

5

4
(0, 1)t1. Ñîñòàâèì äâà âåêòîðà

~X=~r−~vt=
(

3
√

14

5
,−81

40

)

, ~X1= ~X+~v(t−t1)=
(

3
√

14

5
,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t−t1).(27)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ âëèÿíèÿ íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

|~r − ~r1| = c1(t− t1) èëè | ~X1| = | ~X + ~v(t− t1)| = c1(t− t1), (28)Ñ ïðèíÿòûìè íàìè çíà÷åíèÿìè óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä
∣

∣

∣

∣

(

3

5

√
14,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t− t1)

∣

∣

∣

∣

= t− t1. (29)139



Âîçâåäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è äâà åãî ðåøå-íèÿ:
(t− t1)

2 − 9(t− t1) +
65

4
= 0, t− t1 =

9

2
±
√

81

4
− 65

4
=

9

2
± 2, (30)ò. å. t− t+1 =

13

2
è t− t−1 =

5

2
, à t+1 =

9

2
è t−1 =

17

2
. Ñîîòâåòñòâóþùèåâåêòîðû

~X+
1 =

(

3

5

√
14,

61

10

)

,
~X+

1

| ~X+
1 |

=
~X+

1

c1(t− t+1 )
=

(

6

65

√
14,

61

65

)

, (31)
~X−

1 =

(

3

5

√
14,

11

25

)

,
~X−

1

| ~X−
1 |

=
~X−

1

c1(t− t−1 )
=

(

6

25

√
14,

11

25

)

. (32)Ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà ýòè âåêòîðû
~v+
x =

61

65

5

4
=

65

52
=1.173 > c1 =1, ~v−

x =
11

25

5

4
=

11

20
=0.55 < c1 =1. (33)Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâûé ìîìåíò âëèÿíèÿ çàðÿä äîãîíÿåò ñ�åðóâëèÿíèÿ, çàòåì îí îñòàåòñÿ âíóòðè ñæèìàþùåéñÿ ñ�åðû, ïîêà ñ�å-ðà íå äîãîíèò çàðÿä, òàê êàê åå ñêîðîñòü ïî íàïðàâëåíèþ ê íàáëþ-äàòåëþ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå.Ýòà ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1à, ãäå ïóòü çàðÿäà ïî îñèàïïëèêàò ïðåäñòàâëåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé, êîíöåíòðè÷åñêèå ñ�åðûâîêðóã ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ � ýòî ñ�åðû âëèÿíèÿ. Ïîñëåäîâà-òåëüíûå ïîëîæåíèÿ çàðÿäà (òî÷êè) è ñ�åð ðàçäåëÿþòñÿ ðàâíûìèïðîìåæóòêàìè âðåìåíè. Ïîêàçàíû äâà ìîìåíòà âëèÿíèÿ ñ âåêòîðà-ìè ~X±

1 , íàðèñîâàííûìè æèðíûì ïóíêòèðîì. Ïðè âòîðîì ïåðåñå÷å-íèè çàðÿäîì ñ�åðû âëèÿíèÿ îí âûõîäèò èç íåå, òàê êàê ïðîåêöèÿåãî ñêîðîñòè íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà c1.Ïðèìåð 2. Ïîìåñòèì íàáëþäàòåëÿ â òî÷êó ñ èçìåíåííûì çíà-÷åíèåì àáñöèññû: ~r =

(

9

20

√
11,−469

40

). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îñòà-âèì íåèçìåííûìè. Ïîâòîðèì âñå ïðîäåëàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ.Íîâûå âåêòîðû îòëè÷àþòñÿ îò (27) ëèøü çíà÷åíèÿìè àáñöèññû:
~X=~r−~vt=

(

9
√

11

20
,−81

40

)

, ~X1 = ~X+~v(t−t1)=
(

9
√

11

20
,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t−t1).(34)140



Ñîîòâåòñòâåííî è óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ âëèÿíèÿîòëè÷àåòñÿ îò (29) ëèøü îäíèì ñëàãàåìûì, à åãî ðåøåíèÿ:
(t− t1)

2 − 9(t− t1) +
45

4
= 0, t− t+1 =

15

2
, t− t−1 =

3

2
. (35)Ìîìåíòû âëèÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå t+1 =

7

2
è t−1 =

19

2
.Âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíòû âëèÿíèÿ

~X+
1 =

(

9

20

√
11,

147

20

)

,
~X+

1

| ~X+
1 |

=
~X+

1

c1(t−t+1 )
=

(

9

150

√
11,

147

150

)

, (36)
~X−

1 =

(

9

20

√
11,− 3

20

)

,
~X−

1

| ~X−
1 |

=
~X−

1

c1(t− t−1 )
=

(

3

10

√
11,− 1

10

)

. (37)Ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà ýòè âåêòîðû
~v+
x =

147

20

5

4
=

147

120
=1.225 > c1 =1, ~v−

x =− 1

10

5

4
=−1

8
=−0.125. (38)Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ çàðÿäîì ñ�åðû îí íàõî-äèëñÿ âíóòðè íåå, íî ïðè âòîðîé âñòðå÷å çàðÿä è ñ�åðà äâèæóòñÿíàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. È ýòî ïîëîæåíèå îòðàæåíî íà ðèñ. 1á.à á

. .

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.�èñ. 1. Ïåðåñå÷åíèå çàðÿäîì ñ�åð âëèÿíèÿ.
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� 2. Ïîòåíöèàëû çàðÿäà â äèýëåêòðèêå1. Íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çàðÿäà áîëü-øå ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà ñ�åðû âëèÿíèÿ, çàðÿä íàãîíÿåòåå. Ñíà÷àëà îí ïåðåñåêàåò ñ�åðó èçâíå, à çàòåì èçíóòðè. Ïåðåñå÷å-íèå èçíóòðè ìîæåò ïðîèñõîäèòü, êàê ìû âèäåëè äâóìÿ ñïîñîáàìè.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíà÷àëå çàðÿä äâèæåòñÿ ïðÿìî íà íàáëþ-äàòåëÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 = vx > 0. Âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ çàðÿäàñ�åðà âëèÿíèÿ áóäåò ÷óâñòâîâàòü åãî íà ïðîòÿæåíèè ðàññòîÿíèÿ,íå ðàâíîãî a. Îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿíèå b. Çà îäíî è òî æå âðåìÿñ�åðà ïðîéäåò ðàññòîÿíèå b, à äîãîíÿþùèé åå çàðÿä � ðàññòîÿíèå
a+ b, òàê ÷òî

a+ b

v0
=

b

c1
,
b

a
=

1

v0/c1 − 1
. (39)Êîãäà çàðÿä è ñ�åðà âëèÿíèÿ äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ñêî-ðîñòü çàðÿäà v0 = −v+

x > 0 � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà åãî ñêîðîñòèíà íàïðàâëåíèå íå íà íàáëþäàòåëÿ, à îò íåãî. Â ýòîì ñëó÷àå
a− b

v0
=

b

c1
,
b

a
=

1

v0/c1 + 1
. (40)Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ�åðà äîãî-íÿåò çàðÿä, òàê ÷òî ðàçëè÷èå ïðîõîæäåíèÿ çàðÿäà ÷åðåç ñ�åðó ïðèâòîðîì ïåðåñå÷åíèè íå âëèÿåò íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå îòíîøåíèÿ íå çàâèñÿò îò ðàçìåðà çà-ðÿäà, ò. å. ñïðàâåäëèâû è äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ìû ìîæåì âû÷èñ-ëèòü èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (6), âûíåñÿ çà çíàê èíòåãðàëà ìíîæè-òåëè ïðè δ-�óíêöèÿõ è âîñïîëüçîâàâøèñü (39) è (40):

ϕ =
e

n2

[

1

X+
1

1

v+
x /c1 − 1

+
1

X−
1

1

−v−x /c1 + 1

]

. (41)Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ X±
1 è v±x èç (24) è (25), à òàêæåïðèíÿâ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ (21), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

ϕ =
2 e c1
n2

1

Y
, ~A =

~v

c
n2 ϕ. (42)2. Ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ. Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèÿ äëÿíàïðÿæåííîñòåé âõîäÿò ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ, íàéäåì ñíà-÷àëà ýòè ïðîèçâîäíûå. 142



Ñîãëàñíî �îðìóëàì (42) ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò âðåìåíè è êî-îðäèíàò òîëüêî ÷åðåç âåëè÷èíó Y , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó-ëàìè (11) è (8). Ïîýòîìó íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò ýòîé âåëè÷èíû.Ïðîùå íà÷àòü ñ åå êâàäðàòà, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Y 2 = c21(z − vt)2 − (v2 − c21)x

2. (43)Òîãäà
~∇Y 2 = 2( ~X~v)~v − 2(v2 − c21)

~X = 2(−(v2 − c21)x, 0, c
2
1(z − vt)), (44)

∂Y 2

∂t
=−2( ~X~v)v2+2(v2−c21) ~X~v=−~v(~∇Y 2)=−2c21(z − vt)v. (45)Ñëåäîâàòåëüíî,
~∇ϕ = −ϕ~v × (~v × ~X) + c21 ~X

Y 2
,
∂ϕ

∂t
= −~v ~∇ϕ. (46)Èç ñâÿçè âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ (3) ïîëó÷àåòñÿ

∂ ~A

∂t
=
~v

c
n2 ∂ϕ

∂t
=
~v

c
n2(~v~∇ϕ), ~∇ ~A =

~v

c
n2~∇ϕ, (47)

~∇× ~A =
~v

c
n2 × ~∇ϕ =

n2

c

ϕ

Y 2
(v2 − c21)~v × ~X. (48)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå Ëîðåíöà ñîáëþäàåòñÿ

n2

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A =

n2

c

∂ϕ

∂t
− n2

c

∂ϕ

∂t
= 0. (49)Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñîçäàâàåìîãîçàðÿäîì ïîëÿ.� 3. Èçëó÷åíèå ×åðåíêîâà è åãî ñïåêòð1. Ïîëå è èçëó÷åíèå. Ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîíàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E=−~∇ϕ−1

c

∂A

∂t
=

ϕ

Y 2
[~v( ~X ~v)−(v2−c21) ~X−n

2

c2
~v(c21

~X~v)]=− ϕ

Y 2
(v2−c21) ~X.(50)143



Âåêòîð ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ýëåê-òðè÷åñêîé:
~H = ~∇× ~A =

n2

c
~E × ~v, (51)è îáà îíè îðòîãîíàëüíû âåêòîðó ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, ò. å.âåêòîðó Ïîéíòèíãà

~S =
c

4π
~E × ~H = S~l. (52)Òå æå íàïðÿæåííîñòè â êîîðäèíàòàõ

~E =
2ec1
n2

v2 − c21
Y 3

(x, 0, z − vt), ~H =
2ev

n

v2 − c21
Y 3

(0, x, 0), (53)à âåêòîð ïîòîêà èçëó÷åíèÿ
~S =

e2c2v

4πn4

v2 − c21
Y 6

x(z − vt, 0,−x). (54)Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû
−
~X

X
, (0, 1, 0), ~l =

(z − vt, 0,−x)
X

(55)îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó îðòîâ.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äî ìîìåíòà t = t∗ èçëó÷åíèå çàðÿäà âòî÷êå ~r = (x, 0, z) îòñóòñòâóåò. Â ìîìåíò t = t∗ âåëè÷èíà Y è, çíà-÷èò, çíàìåíàòåëè ó ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåé îáðàùàþòñÿ âíóëè, òàê ÷òî ñàìè ýòè âåëè÷èíû áåñêîíå÷íû. Ïîñëå ýòîãî ìîìåí-òà íàïðÿæåííîñòè íåïðåðûâíû è ïðè áîëüøèõ t óáûâàþò, ïðè÷åìýëåêòðè÷åñêàÿ êàê 1/t2, à ìàãíèòíàÿ êàê 1/t3, òàê ÷òî âåêòîð Ïîéí-òèíãà óáûâàåò êàê 1/t5. Îáðàùåíèå ïîëÿ â áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè âûâîäå �îðìóë íå ó÷èòûâàëàñü äèñïåð-ñèÿ, ò. å. ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñ÷èòàëñÿ ïîñòîÿííûì, íå çàâèñÿ-ùèì îò ÷àñòîòû. Îäíàêî â ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿêîíóñîì ×åðåíêîâà ïîëÿ íàèáîëüøèå, êàê ãðåáåíü êèëåâîé âîëíûáûñòðîãî êîðàáëÿ è çâóêîâîé âîëíû ñâåðõçâóêîâîãî ñàìîëåòà.Ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìîæåò áûòü îõàðàêòå-ðèçîâàíà îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíîé s(z∗, α0) =

√

1 + z2
∗

(z2
∗ − ctg2 α0)3

, ÷å-ðåç êîòîðóþ ìîäóëü âåêòîðà Ïîéíòèíãà âûðàæàåòñÿ òàê:
S = |~S| =

e2c2v

4πn4

v2 − c21
Y 6

1

x3
s

(

z − vt

x
, α0

)

. (56)144



2. Ñïåêòð ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòå-ðèñòèê ñïåêòðà íåîáõîäèìî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò íàïðÿ-æåííîñòåé. Íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âåëè-÷èíû, îáðàòíîé Y , ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà
∞
∫

t∗

eiωt
dt

Y
=

1

c1v
eiωz/v

∞
∫

1

exp

(

iω
√

v2 − c21
xu

vc1

)

du√
u2 − 1

=

=
1

vc1
eiωz/vK0

(

−iω
√

v2 − c21
x

vc1

)

. (57)Îäíàêî, ëó÷øå íå èñïîëüçîâàòü ýòî ÿâíîå âûðàæåíèå, à îñòà-âèòü ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå èíòåãðàëà, ÷òî ïîçâîëèò ó÷åñòü äèñïåð-ñèþ. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
ϕ(~r, t)=

1

2π

2ec1
n2

∞
∫

−∞

e−iωt
dω

c1v
eiωz/v

∞
∫

1

exp

(

iω
√

v2−c21
xu

vc1

)

du√
u2−1

,(58)à âåêòîðíûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåãî ïî �îðìóëå (3).Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëó÷àþòñÿ òàêèå æå èí-òåãðàëû. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé
~E(~r, t)=

1

2π

2ec1
n2

∞
∫

−∞

e−iωt
dω

c1v
eiωz/v

∞
∫

1

exp

(

iω
√

v2−c21
xu

vc1

) ~E(ω, u)du√
u2−1(59)è àíàëîãè÷íûé äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ñ âåñîâîé �óíêöèåé(âåêòîðîì) ~H(ω, u). Äëÿ ýòèõ âåñîâûõ �óíêöèé íàõîäèì ïðè ïîìî-ùè âûðàæåíèé íàïðÿæåííîñòåé ÷åðåç ïîòåíöèàëû

~E(ω, u) =
1

2π

2e

n2v

[

−
(

i
ω

v

√

v2 − c21
c1

u, 0, i
ω

v

)

+
n2

c2
(0, 0, v)iω

]

=

=
−eωi
πn2v2

(

√

v2−c21
c1

u, 0,−v
2−c21
c21

)

=
−eωi
πn2v2

√

v2−c21
c1

(

u, 0,

√

v2−c21
c1

)

,(60)
~H(ω, u)=

e

πn2v

n2

c
~v ×
(

i
ω

v

√

v2−c21c1u, 0, i
ω

v

)

= i
eω

πvc

√

v2−c21
c1

(0, 1, 0).(61)145



Íàêîíåö, äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà, ñîîòâåòñâóþùåãî âåêòîðàì(60) è (61), íàõîäèì
~S(ω, u) =

c

4π

e2ω2

π2n2v3c

v2 − c21
c21

1

u2 − 1

(

√

v2 − c21
c21

, 0, u

)

. (62)3. Èçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü. Âåëè÷èíà èçëó÷àåìîé ìîùíîñòèðàâíà ïîòåðÿì ýíåðãèè çàðÿäà, è ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî �îðìóëå
W = −

∫

~ ~Ed3r = −e
∫

vEzd
3rδ(x)δ(y)δ(z − vt) =

= −ev
∫

δ(x)δ(y)δ(z − vt)d3r

∞
∫

−∞

eiω(z/v−t)dω

∞
∫

x

du√
u2 − x2

×

× exp

(

i
ω

c1

√

1 − c21
v2
u

)

i
eω

πn2v2

v2 − c21
c21

= (63)
=
e2v

πc2

∞
∫

−∞

dωω

(

1 − c21
v2

)

sgn(ω)
π

2
=
e2v

c2

∫ ∞

0

ω

(

1 − c21
v2

)

dω.Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (59) ïåðåìåííàÿ u áûëà çàìåíåíà íà
u/x. Â èíòåãðàëå ïî ÷àñòîòå îñòàâëåí áûë òîëüêî ñèíóñ ïî ñîîáðà-æåíèÿì ÷åòíîñòè.Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðè ïîñòîÿí-íûõ v è c1 ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëàè îòðàæàåò íåàäåêâàòíîñòü íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà ñàìîì äåëå
ε è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n çàâèñÿò îò ÷àñòî-òû. Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ω ñêîðîñòü ñâåòà â âåùåñòâå c1 ∼ c,à â ïëàçìå �àçîâàÿ ñêîðîñòü ñâåòà c1 > c (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåîò ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ε(ω) è èãðàþùàÿ ðîëü ïîêàçàòåëÿ ïðå-ëîìëåíèÿ âåëè÷èíà n(ω) ìåíüøå åäèíèöû). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî÷àñòîòå íàäî áðàòü íå äî áåñêîíå÷íîñòè, à äî íåêîòîðîãî ωmax, êî-òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì n(ωmax(v)) = c/v ≈ 1. Òîãäà ðåçóëüòàò(63) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

W =
e2v

c2

∫ ωmax(v)

0

ω

(

1 − c2

n2(ω)v2

)

dω. (64)Ôîðìóëà (64) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Òàììà�Ôðàíêà â ÷åñòüïîëó÷èâøèõ åå �èçèêîâ. 146



� 4. Ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå1. Ïðèðîäà èçëó÷åíèÿ. Åñëè çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-ðîñòüþ, íî íå â âàêóóìå, à â ñðåäå, îí ìîæåò èçëó÷àòü, äàæå êîãäàåãî ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà â ýòîé ñðåäå. Íà òàêóþ âîçìîæ-íîñòü îáðàòèëè âíèìàíèå Â.Ë. �èíçáóðã è È.Ì.Ôðàíê â 1946 ãîäó[8℄. Èçëó÷åíèå âîçíèêàåò, åñëè íà ïóòè çàðÿäà èçìåíÿþòñÿ ñâîé-ñòâà ñðåäû. Ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëîñü èçëó÷åíèå ïðè ïåðå-õîäå çàðÿäà èç ñðåäû ñ îäíèìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè â ñðåäó ñîñâîéñòâàìè, îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ ïåðâîé. Çàòåì áûëî óñòàíîâëå-íî, ÷òî ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü è ïëàâíîåèçìåíåíèå ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíîé ñðåäû âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà, èèçìåíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ ñî âðåìåíåì. Ïðè íåìîíîòîííîì èçìåíåíèèîïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîì, ìîæåò ïðîèñõîäèòüè ðàññåÿíèå, ò. å. îáðàçîâàíèå îòðàæåííûõ âîëí. Âñå ýòè ìåõàíèçìûïî òðàäèöèè íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè.Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïåðåõîäà çàðÿäà èçîäíîé îäíîðîäíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû â äðóãóþ îäíîðîäíóþ æåñðåäó, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü çàðÿäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíèöåðàçäåëà. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ ïî êíèãå Â.Ë. �èíçáóðãà [7℄.Ïóñòü çàðÿä q äâèæåòñÿ âäîëü îñè àïïëèêàò ñî ñêîðîñòüþ v >
0. Äëÿ íåãî ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà

ρ(~r, t) = qδ(~r − ~vt) = qδ(x)δ(y)δ(z − vt), (65)
~(~r, t) = ~vρ(~r, t) = qv(0, 0, 1)δ(x)δ(y)δ(z − vt). (66)Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ.Ïëîñêîñòü xy ðàçäåëÿåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííûõäèýëåêòðèêàìè ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè äè-ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè: ε− ïðè z < 0 è ε+ ïðè z > 0. Íàãðàíèöå ýòà âåëè÷èíà òåðïèò ñêà÷îê.2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ òà-êîé ñèòóàöèè. Â êàæäîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ ýòè óðàâíåíèÿ èìåþòâèä

~∇ ~H = 0, ~∇ ~E = 4πρ, ~∇× ~H =
ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~, ~∇× ~E = −1

c

∂ ~H

∂t
. (67)
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Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì ñâîäèì óðàâíåíèÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþäëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:
~∇× (~∇× ~E)= ~∇(~∇ ~E) −△ ~E=

4π

ε
~∇ρ−△ ~E= ~∇×

(

−1

c

∂ ~H

∂t

)

=

= −1

c

∂

∂t
~∇× ~H = −1

c

∂

∂t

(

ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~

)

= − ε

c2
∂2 ~E

∂t2
− 4π

c2
∂~

∂t
.(68)Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñâÿçè ïëîòíîñòåé (65)�(66) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

ε

c2
∂2 ~E

∂t2
−△ ~E = −4π

(

1

ε
~∇ρ+

~v

c2
∂ρ

∂t

)

. (69)3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. �àçëîæèì ïëîòíîñòü çàðÿäà è ýëåê-òðè÷åñêóþ íàïðÿæåííîñòü â èíòåãðàëû Ôóðüå ïî âðåìåíè è ïî êî-îðäèíàòàì x è y:
ρ(~r, t) =

∫

ρ̃(ω, z)ei(æxx+æyy−ωt)dæxdæydω, (70)
~E(~r, t) =

∫

~̃E(æx,æy, ω, z)e
i(æxx+æyy−ωt)dæxdæydω. (71)Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè òîêà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

ρ̃(ω, z)=
q

(2π)3

∫

δ(x)δ(y)δ(z−vt)e−i(æxx+æyy−ωt)dxdydt=
qeiωz/v

(2π)3v
.(72)Òàê êàê áîëüøå âñåãî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïðîåêöèåé âåêòîðà

~E íà îñü z, îáîçíà÷èì Ẽz = E. Ïðîèçâîäíóþ ïî z áóäåì îòìå÷àòüøòðèõîì. Óðàâíåíèå (69) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé ïðîåêöèè òîãäàïðèìåò âèä
− ε

c2
ω2E + (æ2

x + æ2
y)E − E′′ = −4π

(

1

ε
i
ω

v
− v

c2
iω

)

ρ̃. (73)Óðàâíåíèå (73) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
εE′′ + ε

(

ω2

c2
ε− æ2

⊥

)

E = − 4πiωq

c2(2π)3

(

ε− c2

v2

)

eiωz/v, (74)ãäå æ⊥ = |~æ⊥|, ~æ⊥ = (æx,æy, 0). Çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé îò÷àñòîòû ω îïðåäåëÿåò âðåìåíí�óþ, à îò ~æ⊥ � ïðîñòðàíñòâåííóþäèñïåðñèè. 148



Íàéäÿ E = Ẽz, ìîæíî îïðåäåëèòü è ïðîåêöèè âåêòîðà ~̃E íàïëîñêîñòü. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå ïðîñòî ïîëó÷èòü èõ êîìáèíàöèþ
Eæ = ~æ⊥

~̃E⊥ = æxẼx + æyẼy. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (67) ñëåäóåò,÷òî
iEæ + E′ =

4π

ε
ρ̃. (75)Íà ãðàíèöå ñðåä äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû íîðìàëüíûå ñî-ñòàâëÿþùèå èíäóêöèè è òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåí-íîñòè, çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé:

ε−E−|z=0 = ε+E+|z=0, (Eæ)−|z=0 = (Eæ)+|z=0. (76)4. �åøåíèÿ óðàâíåíèé. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (74) îïè-ñûâàåò ïîëå ñàìîãî çàðÿäà:
Eq = − 4πq(1 − c2/v2ε)

ω(2π)3(ε− c2/v2 − æ2
⊥c

2/ω2)
eiωz/v. (77)�åøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå âîëíû,ò. å. èçëó÷åíèå:

E± =
4πq

ω(2π)3
C±e

±i(ωz/c)
√
ε−æ2

⊥c
2/ω2

. (78)Çäåñü àìïëèòóäû C± áåçðàçìåðíû.Êîìáèíàöèÿ òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàõîäèòñÿ èç ñîîòíî-øåíèÿ (75):
Eq

æ = −æ2
⊥c

2

vω

Eq

ε− c2/v2
, (Eæ)± = ∓ω

c

√

ε− æ2
⊥c

2

ω2
E±. (79)Õàðàêòåð íàïèñàííûõ ðåøåíèé çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-äó êîý��èöèåíòîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε, ïàðàìåòðîì

æ⊥ è ÷àñòîòîé ω. Åñëè ε < æ2
⊥c

2/ω2, òî ïîêàçàòåëè â ýêñïîíåíòàõâ (78) âåùåñòâåííû, ïðè z > 0 íåîáõîäèìî âçÿòü îòðèöàòåëüíûé, àïðè z < 0 � ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëè, òàê ÷òî ðåøåíèÿ îïèñûâà-þò çàòóõàþùèå îò ãðàíèöû âîëíû. Òàêèå âîëíû âñåãäà âîçìîæíûïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ω è æ⊥, íî îíè íàñ íå èíòåðåñóþò. Îò-âëå÷åìñÿ ìû è îò âîçìîæíûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíû âäîëüïëîñêîñòè ðàçäåëà ñðåä. Íàêîíåö, åñëè íà ãðàíèöå íåò ðàçðûâà è149



âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ε = n2 > c2/v2, ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðå-ëîìëåíèÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿèçëó÷åíèÿ ×åðåíêîâà v > c/n. Â ÷àñòíîñòè, èç (77) ñðàâíèòåëüíîëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó Òàììà�Ôðàíêà (64).5. Àìïëèòóäû âîëí. Òåïåðü ïðèìåì óñëîâèÿ æ2
⊥c

2

ω2
< ε± <

c2

v2
,äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî ω

æ⊥
> v. Ïåðå-õîäíîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä, ò. å.ïðè ïîëîæèòåëüíûõ àïïëèêàòàõ â �îðìóëàõ (78) íàäî áðàòü ïëþñ,à ïðè îòðèöàòåëüíûõ � ìèíóñ.Äëÿ ñîêðàùåíèÿ �îðìóë ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

β=
v

c
, ζ=

æ⊥c

ω
, r±=

√

ε±−ζ2, s±=ε±−
1

β2
−ζ2 =− (1−βr±)(1+βr±)

β2
.(80)Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (76), çàðàíåå ñîêðàòèâ íà îáùèé ìíî-æèòåëü 4πiq

ω(2π)3
, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü ó âîçíèêàþùèõ äðîáåé ñîçíàìåíàòåëÿìè s± â ïåðâîì ðàâåíñòâå è ñîêðàòèâ íà îáùèé ìíî-æèòåëü äðîáåé âî âòîðîì:

ζ2

s−
− ε−C− =

ζ2

s+
− ε+C+,

ζ2

βε−s−
+ r−C− =

ζ2

βε+s+
− r+C+. (81)Èñêëþ÷àÿ ïî î÷åðåäè äâà èñêîìûõ êîý��èöèåíòà, íàéäåì

C+ =
ε+ − ε−
Dε+

βζ2

1 − βr−

1 − β2ε+ − βr−
1 − β2r2+

, (82)
C− =

ε+ − ε−
Dε−

βζ2

1 + βr+

1 − β2ε− + βr+
1 − β2r2−

, (83)ãäå D = ε+r− + ε−r+.6. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Åñëè çàðÿä íåðåëÿòèâèñòêèé, ò. å. β ≪ 1,òî îáà êîý��èöèåíòà ìàëû è ïðè óñëîâèè, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêèåïðîíèöàåìîñòè ε íå î÷åíü ðàçëè÷àþòñÿ (îäíîãî ïîðÿäêà)
C± = βζ2 ε+ − ε−

Dε±
. (84)Ñèëüíîå èçëó÷åíèå âîçíèêàåò íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, åñëè çàðÿäóëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, ïðè÷åì, êàê îáû÷íî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ, èç-ëó÷åíèå èäåò óçêèìè ïó÷êàìè â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïóñòü β ∼ 1, γ = 1/

√

1 − β2 ≫ 1. Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ150



ïî÷òè âñåãäà îïðàâäàíî èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû äëÿ äèýëåêòðè÷å-ñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðàÿ õàðàêòåðíà äëÿ äèñïåðñèè â ïëàçìå.Ìû ïðèìåì ýòó �îðìóëó, ïðè÷åì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ïëàçìåí-íîé ÷àñòîòû:
ε = 1 − ω2

p

ω2
, ωp =

√

4πe2ne

m
. (85)Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïîðÿäîê 1, âûäåëèâìíîæèòåëü γ:

ζ =
æ⊥c

ω
=

æc

ω
sin θ =

θ0
γ
, ω =

ωp±

Ω±
γ, ε± ∼ 1 − Ω2

±

γ2
. (86)Òîãäà D ∼ 2, 1 + βr± ∼ 2, ε+ − ε− ∼ ω2

p− − ω2
p +

ω2
=

Ω2
− − Ω2

+

γ2
,

1−βr±∼1−β
√

1−
Ω2

p±

γ2
− θ20
γ2

∼1−β+ β

2γ2
(Ω2

p±+θ20)∼
1+θ20+Ω2

±

2γ2
. (87)×èñëèòåëè ïîñëåäíèõ äðîáåé â �îðìóëàõ (82) ïðè ïðèíÿòûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü íà −1 ó C+ è íà 1 ó C+. Ïîäñòàâëÿÿâñå ýòî â óêàçàííûå �îðìóëû, ïîëó÷èì

C+ ∼ Ω2
+ − Ω2

−

1 + θ20 + Ω+

θ20
1 + θ20 + Ω−

, (88)
C− ∼ Ω2

− − Ω2
+

4γ2

θ20
1 + θ20 + Ω−

= − C+

4γ2(1 + θ20 + Ω2
+)
. (89)Àìïëèòóäà âîëíû, íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ çàðÿäà êî-íå÷íà, à â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó � ìàëà.Â àñòðî�èçèêå ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå ìîæåò âîçíèêàòü, êîãäàâûñîêîýíåðãè÷íàÿ ÷àñòèöà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé íàëåòàåò íà ìåæ-çâåçäíóþ ïûëèíêó.



�ëàâà V. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå� 1. Îïèñàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ1. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. �àññåÿíèåèçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíàìè, íàçûâàåìîå êîìïòîíîâñêèì, èãðàåò âàæ-íóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèè ñïåêòðîâ ðÿäà îáúåêòîâ â Ìåòàãàëàêòè-êå, èçó÷àåìûõ àñòðî�èçèêàìè. Çäåñü äàåòñÿ ïîíÿòèå îá ýòîì âèäåðàññåÿíèÿ.Â 1923 ãîäó À.Êîìïòîí îïóáëèêîâàë ñòàòüþ îá îòêðûòèè ý�-�åêòà, âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøåãî åãî èìÿ. Çà ñâîå îòêðûòèå è åãîîáúÿñíåíèå Êîìïòîí ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî �èçèêå 1927ãîäà.Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå � ýòî àêò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíàè �îòîíà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ýòè ÷àñòèöû èçìåíÿþò ñâîè èì-ïóëüñû, ýíåðãèè è ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè. Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò,÷òî ÷àñòèöû ïîñëå ðàññåÿíèÿ � íå òå, ÷òî áûëè ïåðåä ðàññåÿíèåì.Ïîäðîáíîå îïèñàíèå �èçèêè ýòîãî ïðîöåññà è åãî èñïîëüçîâàíèÿïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîäåð-æèòñÿ â ñòàòüÿõ è îáçîðàõ [13, 19, 42, 43℄.Ïóñòü âçàèìîäåéñòâóþò �îòîí ñ èìïóëüñîì ~k è ýëåêòðîí ñ èì-ïóëüñîì ~p. Ïîñëå ðàññåÿíèÿ èõ èìïóëüñû èçìåíÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî ~k1 è ~p1. Ýíåðãèè ýòèõ ÷àñòèö äî ck, cp0 èïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ck1, cp0 1. Äëÿ èìïóëüñîâ ýëåêòðîíà ñïðàâåä-ëèâû îáû÷íûå ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ [28℄ (ñì. �ëàâó I, � 2)
p0 =

√

m2c2 + p2, p0 1 =
√

m2c2 + p2
1. (1)Êîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ îòâå÷àþò äâå äèàãðàììû Ôåéíìà-íà [5℄, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1. Ýëåêòðîí èçîáðàæàåòñÿ ñïëîøíîéëèíèåé, à �îòîí âîëíèñòîé. Âðåìÿ òå÷åò ñíèçó ââåðõ. Âçàèìîäåé-ñòâèå ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ, ãäå âñòðå÷àþòñÿ ýëåêòðîííûå è �îòîí-íûå ëèíèè. Äèàãðàììû ïîõîæè íà äèàãðàììû òîðìîçíîãî ïðîöåñ-ñà, íî âíåøíåå ïîëå èîíà îòñóòñòâóåò, à èìååòñÿ íà÷àëüíûé �îòîí.Ïîýòîìó äåéñòâóþò âñå ÷åòûðå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåêòðîí íå ìîæåò ïîãëîòèòü èëè èç-ëó÷èòü �îòîí, òàê êàê ïðè òàêèõ ïðîöåññàõ íåâîçìîæíî ñîõðàíåíèåèìïóëüñà è ýíåðãèè. 152



~p1
~k1 ~p1

~k1

~k ~p ~k ~p�èñ. 1. Äèàãðàììû êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ îáåèõ äèàãðàììçàïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâî:
p0 + k = p0 1 + k1, ~p+ ~k = ~p1 + ~k1. (2)Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-íî ðåëÿòèâèñòñêèì ïðîöåññîì, ïîýòîìó ââåäåì ðåëÿòèâèñòñêèå îáî-çíà÷åíèÿ äëÿ ðÿäà âåëè÷èí.×åòûðåõìåðíûå èìïóëüñû ýëåêòðîíà è �îòîíà çàäàäèì, êàê èðàíüøå, âåêòîðàìè p = {p0, ~p} è k = {k,~k}. ×åòûðåõìåðíîå ñêàëÿð-íîå ïðîèçâåäåíèå pk = p0k−~p~k. Äëÿ äðóãèõ âåêòîðîâ îíî îïðåäåëÿ-åòñÿ òî÷íî òàê æå, ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä òðåõìåðíûì ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2, k2 = k2 −~k2 = 0:èìïóëüñ ýëåêòðîíà � âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð, à èìïóëüñ �îòîíà� íóëåâîé.Â ÷åòûðåõìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ çàïèñûâà-þòñÿ îäíèì ðàâåíñòâîì
p+ k = p

1
+ k1, (3)à èõ ñëåäñòâèÿ ðàâåíñòâàìè

pk = p
1
k1, pk1 = p

1
k, pk = (p+ k)k1. (4)Íàðÿäó ñ ðàçìåðíûìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí. Èìïóëüñû è ýíåðãèè �îòîíà è ýëåêòðîíàáóäåì îáîçíà÷àòü áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëîæèâ k = mcx,

~k = mcx~ω, p0 = mcγ, ~p = mc~z = mcz~Ω, p = mcz = mc{γ, ~z},
k = mcx = mc{x, x~ω} è ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 1: x1 =153



k1/mc è ò. ä. Ëåãêî ïåðåïèñàòü ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ âáåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, îíè âñòðåòÿòñÿ íàì âïîñëåäñòâèè.2. Äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà. �àññåÿíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ îòíî-ñÿòñÿ ê ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå (åå ìîæíî ïîòîì ñâÿçàòü ñ êàêèì-ëèáî îáúåêòîì, íàïðèìåð, ñ ýëåêòðîííûì ãàçîì, òîãäà òàêàÿ ñè-ñòåìà, êàê óæå ìíîãî ðàç îòìå÷àëîñü, íàçûâàåòñÿ ñîïóòñòâóþùåéåìó).Â âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà ââåäåì äâà îðòà
~e1 =

~Ω − ζ~ω
√

1 − ζ2
, ~e2 =

~ω × ~Ω
√

1 − ζ2
, ζ = ~Ω~ω, (5)êîòîðûå âìåñòå ñ âåêòîðîì ~ω îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Î÷åâèäíî,÷òî ~Ω =

√

1 − ζ2~e1 + ζ~ω. Ââåäåì ñ�åðè÷åñêèå óãëû â ýòèõ îðòàõäëÿ âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà �îòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ:
~ω1 =

√

1 − µ2(cosΦ~e1 + sinΦ~e2) + µ~ω. (6)Òîãäà
~Ω~ω1 = ζ1 = µζ +

√

1 − µ2
√

1 − ζ2 cosΦ. (7)Âûðàçèì âåêòîð èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ ÷åðåçîñòàëüíûå è ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíå-íèÿ ýíåðãèè:
p0 + k − k1 =

√

m2c2 + (~p+ ~k − ~k1)2. (8)Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ñîêðàùàÿ, ïîëó÷àåì
kp0 − ~k~p = k1p0 − ~k1~p+ kk1 − ~k~k1. (9)×åðåç êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó ïàðàìè âåêòîðîâ ñîîòíîøåíèå (9)ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
k(p0 − pζ) = k1[p0 − pζ1 + k(1 − µ)]. (10)Èç íåãî íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà èìïóëüñà �îòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ

k1 = k
p0 − pζ

p0 − pζ1 + k(1 − µ)
, x1 = x

γ − zζ

γ − zζ1 + x(1 − µ)
. (11)154



Âûäåëåííîé èç âñåõ ñèñòåì îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà,â êîòîðîé äî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîí ïîêîèëñÿ. Ìû, ñëåäóÿ êóðñóË.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà, íàçûâàåì ýòó ñèñòåìó ëàáîðàòîð-íîé (â àñòðî�èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ëàáîðàòîðíîé ÷àñòî íàçûâàþòñèñòåìó íàáëþäàòåëÿ) è âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåé, îòìå÷à-åì íîëèêîì. Â ýòîé ñèñòåìå ~p=~z=0, z=0, p0 =mc, γ=1 è
k0
1 = k0 mc

mc+ k0(1 − µ0)
. (12)Âñïîìíèâ, ÷òî èìïóëüñ �îòîíà k = mcx =
h

λ
, ïåðåïèøåì �îðìóëó(12) ÷åðåç ÷àñòîòû (áåçðàçìåðíûå) è äëèíû âîëí

x0
1 =

x0

1 + x0(1 − µ0)
, λ0

1 = λ0 + λC(1 − µ0), (13)ãäå λC = h/mc � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû.Ââåäåì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå àíàëîãè îðòîâ (5). Òàê êàê èì-ïóëüñ ïîêîÿùåãîñÿ äî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà íå èìååò íàïðàâ-ëåíèÿ, â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà âîçüìåì òîò æå âåêòîð ~Ω:
~e 0
1 =

~Ω − ζ0~ω
0

√

1 − ζ2
0

, ~e 0
2 =

~ω0 × ~Ω
√

1 − ζ2
0

. (14)Ñâîé âèä ñîõðàíÿþò �îðìóëû äëÿ âåêòîðà ~Ω, à òàêæå (6) è (7):
~Ω =

√

1 − ζ2
0~e

0
1 + ζ0~ω

0,
~ω0

1 =
√

1 − µ2
0(cosΦ0~e

0
1 + sin Φ0~e

0
2 ) + µ0~ω

0, (15)
~Ω~ω0

1 = µ0ζ0 +
√

1 − µ2
0

√

1 − ζ2
0 cosΦ0. (16)Áåçðàçìåðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èìïóëüñîâ ýëåêòðîíà è�îòîíà ðàâíû êàê ðàç ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûì æå èìïóëüñàì�îòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå (ãäå p = 0,

z = 0):
ξ = pk/m2c2 = z x = x(γ − zζ) = k0/mc = x0, (17)

ξ1 = pk1/m
2c2 = z x1 = x1(γ − zζ1) = k0

1/mc = x0
1. (18)Íåñëîæíî ïðîâåðèòü î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ïåðåõîä èçïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû â ëàáîðàòîðíóþ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ155



ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ ~V = c~z/γ, ïðè÷åì ëîðåí-öåâñêèé ìíîæèòåëü Γ = γ. Ëåãêî òàêæå óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäóóãëàìè è èõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Îáðàòíûé ïåðåõîä,êàê îáû÷íî, ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ñêîðîñòè −~V . Â ÷àñòíîñòè,
x = ξ(γ + zζ0), x1 = ξ1(γ + z~Ω~ω0

1). (19)3. �îëü êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðè ðàññåÿíèè �îòîíà íàïîêîÿùåìñÿ ýëåêòðîíå ÷àñòîòà �îòîíà âñåãäà óìåíüøàåòñÿ (äëè-íà âîëíû óâåëè÷èâàåòñÿ), è â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ý��åêò Êîìïòîíà.Ïðè µ0 = 1, ò. å. ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä, ðàññåÿííûé �îòîí ïðîëå-òàåò, êàê áóäòî íå èñïûòàë âçàèìîäåéñòâèÿ, à ýëåêòðîí îñòàåòñÿíåïîäâèæíûì. �àññåÿíèå ïîä ïðÿìûì óãëîì (µ0 = 0) äàåò óâåëè-÷åíèå äëèíû âîëíû ðîâíî íà λC. Ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå λ íàäâå êîìïòîíîâñêèå äëèíû âîëíû äîñòèãàåòñÿ, êîãäà �îòîí èçìåíÿ-åò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïîòåðÿ ýíåðãèè �îòîíîì,íàçûâàåìàÿ ý��åêòîì îòäà÷è, ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå ïåðåäà÷è èì÷àñòè ñâîåãî èìïóëüñà, à çíà÷èò è ýíåðãèè, ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîÿ-ùåìóñÿ ýëåêòðîíó, êîòîðûé ïðèõîäèò â äâèæåíèå.Åñëè ýëåêòðîí íå ñòîÿë íà ìåñòå, òî ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøå-íèè íàïðàâëåíèé è âåëè÷èí èìïóëüñîâ ðåàãèðóþùèõ ÷àñòèö �îòîíìîæåò êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü ñâîþ ýíåðãèþ, íî ýòî óæåíå ý��åêò Êîìïòîíà â åãî êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè, à ñêîðåå ñëåä-ñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìóîòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ ýëåêòðîíîì äî ðàññåÿíèÿ, ò. å. â ëàáîðàòîð-íóþ, ýíåðãèÿ �îòîíà áóäåò äðóãîé. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ýòàýíåðãèÿ �îòîíà òîëüêî óìåíüøàåòñÿ. �åçóëüòàò ðàññåÿíèÿ âûÿâèò-ñÿ ïðè ïåðåõîäå â èñõîäíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Çà ñ÷åò ïåðåõîäîâ èçîäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ è îáðàòíî �îòîí ìåíÿåò ñâîþ ýíåðãèþâñëåäñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà. Îäíàêî â àñòðî�èçè÷åñêîé ëèòåðà-òóðå óâåëè÷åíèå ýíåðãèè �îòîíîâ ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè èõýíåðãè÷íûìè ýëåêòðîíàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü îáðàòíûì ý��åêòîìÊîìïòîíà [76℄. Êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíèåì íàçûâàþò âîîáùå ðàñ-ñåÿíèå èçëó÷åíèÿ çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè.Êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ,ðàâíàÿ ýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà 511 êýÂ, î÷åíü ìàëà: λC = 0.024 A◦.Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå äëèíû âîëíû �îòîíà ïðè ðàññåÿíèè íà íåðå-ëÿòèâèñòñêîì ýëåêòðîíå çàìåòíî, òîëüêî åñëè äëèíà âîëíû ðàññå-èâàåìîãî �îòîíà íå î÷åíü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êîìïòîíîâ-156



ñêîé. �îðÿ÷èå ýëåêòðîíû ìîãóò ïåðåäàòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ ñâî-åé ýíåðãèè �îòîíó è âûçûâàòü ãîðàçäî á�îëüøèå ñìåùåíèÿ äëèíûâîëíû, êîòîðûå äîñòóïíû èçìåðåíèÿì äàæå â ðàäèîäèàïàçîíå. �å-ëÿòèâèñòñêèå æå ýëåêòðîíû ñðàçó ïåðåâîäÿò èçëó÷åíèå èç ðàäèî âîïòè÷åñêèé äèàïàçîí, èç îïòè÷åñêîãî � â ðåíòãåíîâñêèé, èç óëü-òðà�èîëåòîâîãî � â îáëàñòü ãàììà-èçëó÷åíèÿ.Ñðàâíèì êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå ñ òîðìîçíûì ïîãëîùåíèåì.Ñíà÷àëà ñîñòàâèì îòíîøåíèå êîý��èöèåíòîâ îñëàáëåíèÿ çàñ÷åò òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ. Òîìñîíîâ-ñêîå ñå÷åíèå σT =
8π

3
r2e , re =

e2

mc2
, à òîðìîçíîå ñå÷åíèå, óñðåäíåí-íîå ïî ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì,îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Êðàìåðñà ((II.75) áåç ìíîæèòåëÿ �àóíòà).Òîãäà áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå

αC

αcc
=

ne
8π

3

(

e2

mc2

)2

nen
+ 16π2

3
√

3

Z2e6

hc

kBT

(2πmkBT )3/2
1

ν3

=
v

c

√
3π2

n+λ3

~c

Z2e2
=

2.342 · 103

Z2(n+λ3)

v

c
,(20)ãäå v =

√

8kBT

πm
� ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ. Äëÿ âîäîðîäíîãîãàçà íàäî ïîëîæèòü Z = 1 è n+ = ne. Îòíîøåíèå (20) ïðåäñòàâëåíîâ âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ìíîæèòåëåé, â ÷àñòíîñòè, ïðî-èçâåäåíèå n+λ3 åñòü ÷èñëî èîíîâ â êóáèêå ñ äëèíîé ðåáðà, ðàâíîéäëèíå âîëíû ðàññåèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ.Èç ïîëó÷åííîé �îðìóëû âèäíî, ÷òî ðàññåÿíèå ýëåêòðîíàìè èã-ðàåò áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïî ñðàâíåíèþ ñ òîðìîçíûìè ïðî-öåññàìè ïðè íèçêèõ êîíöåíòðàöèÿõ èîíîâ è âûñîêèõ òåìïåðàòó-ðàõ ãàçà. Êàê ìû âèäåëè, èçìåíåíèå ýíåðãèè �îòîíîâ çàìåòíî ïðèìàëûõ äëèíàõ âîëí èçëó÷åíèÿ. Çàðÿä èîíà íå äîëæåí áûòü ñëèø-êîì âåëèê. Êîðî÷å ãîâîðÿ, òîìñîíîâñêîå è êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèåíåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå â ãîðÿ÷èõ ðàçðåæåííûõ ñðåäàõ,ïðè÷åì êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, ò. å. ðàññåÿíèå ñ èçìåíåíèåì ÷à-ñòîòû èçëó÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî òîãäà, êîãäà ñðåäíèå ýíåðãèè ýëåê-òðîíîâ è/èëè �îòîíîâ âåëèêè íàñòîëüêî, ÷òî ñðàâíèìû ñ ýíåðãèåéïîêîÿ ýëåêòðîíà. Â òàêèõ ñðåäàõ ýòî îñíîâíîé ìåõàíèçì îáìåíàýíåðãèåé ìåæäó âåùåñòâîì è èçëó÷åíèåì.Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â îòëè÷èå îò òîìñîíîâñêî-ãî çàâèñèò îò ÷àñòîòû ðàññåèâàåìîãî �îòîíà, î ÷åì ãîâîðèòñÿ âñëåäóþùåì ïóíêòå. 157



4. Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòî ñå÷åíèå ðàññ÷èòû-âàåòñÿ ìåòîäàìè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [5℄.Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ñå÷åíèÿ Êëåéíà�Íèøèíû�Òàììà ÿâ-ëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûé ëîðåíöåâñêèé èíâàðèàíò
F (ξ, ξ1) = µ2

0 + 1 +B, B =
ξ

ξ1
+
ξ1
ξ

− 2. (21)Çäåñü âåëè÷èíà µ0 � ýòî óæå èñïîëüçîâàâøèéñÿ êîñèíóñ óãëà ðàñ-ñåÿíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-íîé äëÿ ýëåêòðîíà äî ðàññåÿíèÿ.Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (4) ñ ó÷åòîì (17) è (18) ìîæíî ïåðå-ïèñàòü òàê:
ξ = ξ1 + q, (22)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìïóëüñîâ�îòîíîâ

q =
k k1

m2c2
= x x1 = xx1(1 − µ) = ξξ1(1 − µ0). (23)Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

µ0 = 1 +
1

ξ
− 1

ξ1
. (24)Èç �îðìóëû (21) ñëåäóåò, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå F ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðåëååâñêîé èíäèêàòðèñû (ñëàãàåìîå µ2

0 +1) ñäîáàâêîé B = x0/x0
1 + x0

1/x
0 − 2 = (

√

x0/x0
1 −

√

x0
1/x

0)2 ≥ 0, êîòî-ðàÿ çàâèñèò îò ÷àñòîò �îòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ, íî íå çàâèñèòîò èõ íàïðàâëåíèé. Îäíàêî ÷àñòîòà x0
1 çàâèñèò îò êîñèíóñà óãëàðàññåÿíèÿ ñîãëàñíî (13).�àçâåðíóòîå âûðàæåíèå äëÿ F èìååò âèä

F (ξ, ξ1) =

(

1

ξ
− 1

ξ1

)2

+ 2

(

1

ξ
− 1

ξ1

)

+
ξ

ξ1
+
ξ1
ξ
. (25)Ýòà âåëè÷èíà, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (4) è �îðìóë äëÿ âåëè-÷èí (17)�(18), ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ ïðîöåññà ðàñ-ñåÿíèÿ p, k ↔ p

1
, k1.Èíâàðèàíòíîå äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ïðîöåññà êîìïòî-íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (ñì. [5℄)

r2e
2

m2c2

pk
d2ω1

∫

d3p1

p1 0

∫

k1dk1δ(p1
+ k1 − p− k)F =158



=
r2e
2

d2ω1

ξ

∫

d3z1
γ1

∫

x1dx1δ(z1 + x1 − z − x)F (ξ, ξ1). (26)Âîçüìåì èíòåãðàë ïî ~z1, èñïîëüçîâàâ òðè äåëüòà-�óíêöèè ñ èì-ïóëüñàìè, è ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåíòà äåëüòà-�óíêöèèñ ýíåðãèÿìè, àíàëîãè÷íîå òîìó, êîòîðîå áûëî ïðîäåëàíî ïðè âû-âîäå ðàâåíñòâà (9), èëè äîìíîæèâ ýòîò àðãóìåíò íà âûðàæåíèå ñîçíàêîì ìèíóñ ïåðåä êîðíåì:
δ
(

√

1+(~z+~x−~x1)2+x1−γ−x
)

=δ

(

ξ−ξ1−q
γ1

)

=γ1δ(ξ−ξ1−q). (27)Äàëåå, ïîäñòàâèâ (17), (18) è (23), âûäåëèì ÷àñòîòó �îòîíà ïîñëåðàññåÿíèÿ:
δ(ξ − ξ1 − q) = δ

([

x1 − x
γ − zζ

γ − zζ1 + x(1 − µ)

]

ξ

x1

)

. (28)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ñå÷åíèå çàïèøåòñÿ òàê:
r2e
2

x2
1d

2ω1

ξ2
F (ξ, ξ1) =

r2e
2

m2c2

(pk)2
k2
1d

2ω1F, (29)ïðè÷åì ÷àñòîòà x1 (êàê è k1) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (11).Ìû ãîâîðèëè îá îäíîêðàòíîì âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðîíà è �î-òîíà. Ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå, ò. å. âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîííîãî è�îòîííîãî ãàçîâ ïîñðåäñòâîì êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ îïèñûâà-åòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ìû ñ�îðìóëèðóåì íèæå.� 2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïòîíîâñêîãîðàññåÿíèÿ è åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè1. �åëÿòèâèñòñêèå îáîçíà÷åíèÿ. Óïîìÿíóòîå óðàâíåíèå ÿâëÿ-åòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Äëÿ åãîíàïèñàíèÿ ïîäáåðåì ðåëÿòèâèñòñêèå àíàëîãè âåëè÷èí, âõîäÿùèõ âóðàâíåíèå Áîëüöìàíà [47℄.Â óêàçàííîì óðàâíåíèè, òî÷íåå â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé, ïðî-èçâîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö. Îäíàêî òðåõìåð-íûé ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ d3p íå ÿâëÿåòñÿ ðå-ëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì. Çäåñü äàäèì äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ159



åãî ñêàëÿðíîãî îáîáùåíèÿ, íå ñâîäÿùèéñÿ ê ïðÿìîé ïðîâåðêå. Îò-êàæåìñÿ âðåìåííî îò ñîîòíîøåíèÿ (1) è áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâóþ ñî-ñòàâëÿþùóþ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà ýëåêòðîíà p0 íåçàâèñèìîéâåëè÷èíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ äè��åðåíöèàëîâ
d4p = dp0d

3p � ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà. Îò èñêóñòâåííî ââåäåííîéíåçàâèñèìîé êîîðäèíàòû p0 íàäî èçáàâèòüñÿ, ò. å. âçÿòü ïî íåé èí-òåãðàë. Äëÿ ó÷åòà ñîîòíîøåíèÿ (1) ââåäåì ìíîæèòåëåì èíâàðèàíò-íóþ äåëüòà-�óíêöèþ δ
(

p2 −m2c2
):

∫

δ
(

p2 −m2c2
)

d4p = d3p

∫

dp0 δ
(

p2
0 − p2 −m2c2

)

=

= d3p

∫

dp0 δ
((

p0 −
√

p2 +m2c2
)(

p0 +
√

p2 +m2c2
))

=

=d3p

∫

dp0 δ
((

p0−
√

p2+m2c2
)

2
√

p2+m2c2
)

=
d3p

2
√

p2+m2c2
. (30)Ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäêè áûëî ó÷òåíî, ÷òî â íóëü â àðãóìåí-òå äåëüòà-�óíêöèè îáðàùàåòñÿ òîëüêî ìíîæèòåëü ñ ðàçíîñòüþ, àïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ìíîæèòåëü ñ ñóììîé áûëóïðîùåí (çàìåíåí óäâîåííûì êîðíåì) è âûíåñåí èç-ïîä çíàêà ýòîé�óíêöèè â çíàìåíàòåëü, òàê êàê çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-íèÿ äàåò òîò æå ðåçóëüòàò. Â äàëüíåéøåì â çíàìåíàòåëå âìåñòîêîðíÿ äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü p0, ñ÷èòàÿ ñîîòíîøåíèå (1) âû-ïîëíåííûì. Èòàê, ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-íèå d3p

p0
, ÷òî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåä-ñòâåííî, ïðèìåíèâ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.Òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿ-åòñÿ îòíîøåíèå d3k

k
äëÿ èìïóëüñà �îòîíà. Ïðè ýòîì èíâàðèàíòíûè äâà ìíîæèòåëÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ, à èìåííî dk

k
è k2d2ω, ãäå ~ω �åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà �îòîíà: ~k = k~ω, à d2ω� ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, ò. å. ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íà åäèíè÷íîéñ�åðå. Äëÿ ÷àñòèö ñ íå ðàâíîé íóëþ ìàññîé ïîêîÿ ýòî ñâîéñòâî íåâûïîëíÿåòñÿ. Óêàçàííûì ñâîéñòâîì ýëåìåíòà îáúåìà èìïóëüñà �î-òîíà îáúÿñíÿåòñÿ �îðìà èíòåãðàëîâ â �îðìóëå äëÿ ñå÷åíèÿ (26).Åùå îäíó èíâàðèàíòíóþ êîìáèíàöèþ íàäî íàéòè äëÿ ëåâîé÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â óðàâíåíèè Áîëüöìàíà òàì ñòîèò160



∂f

∂t
+

~p

m
~∇~rf + ~F ~∇~pf . Íà �îòîíû íèêàêèå ñèëû íå äåéñòâóþò, òàê÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå íóæíî. Äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ íåîá-õîäèì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð-ãðàäèåíò. Êàê áûëî ïîêàçàíî â �ëàâåI, îí äîëæåí áûòü âçÿò â âèäå ∇ =

{

1

c

∂

∂t
,−~∇

}. Èíâàðèàíòîì, ñëå-äîâàòåëüíî, áóäåò ïðîèçâåäåíèå k∇ =
k

c

∂

∂t
+~k~∇ = k

(

1

c

∂

∂t
+ ~ω~∇

),êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì îïåðàòîðà ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ïî-ñòîÿííà. Èìåííî òàêàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíûõ, êàê â êðóãëûõñêîáêàõ, ñòîèò â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [49, 35℄.�åëÿòèâèñòñêèìè èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûå ñðåä-íèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé n, ñâÿçàííûå ñ èíòåí-ñèâíîñòüþ I ñîîòíîøåíèåì I =
2hν3

c2
n. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå âûïîë-íåíèÿ ÒÄ� ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ïëàíêà (I.203):

I∗ν = Bν(T ) =
2hν3

c2
n∗
ν , n∗

ν =
1

ehν/kBT − 1
, (31)êîòîðàÿ íàïèñàíà äëÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ �îòîííûì ãà-çîì è íàçûâàåìîé ñîïóòñòâóþùåé, ò. å. òàêîé, â êîòîðîé ñðåäíèéèìïóëüñ �îòîíîâ ðàâåí íóëþ. Ýòó �îðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîì âèäå, ò. å. ñïðàâåäëèâîì äëÿ ïðîèç-âîëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà:

n∗(~k) =
1

exp(k V /kBT ) − 1
, (32)ãäå V =

{

cΓ,Γ~V
} è ~V � ÷åòûðåõìåðíàÿ è òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòèñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé ïðîèçâîëüíîé.Â �îðìóëå (32) òåìïåðàòóðà �îòîííîãî ãàçà âûñòóïàåò êàê èí-âàðèàíò. Èíîãäà, åñëè íè÷åãî íå èçâåñòíî î äâèæåíèè òåïëîâîãîèñòî÷íèêà, âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, ðàñïèñû-âàþò ïîäðîáíî è ïåðåîïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðó:

k V

kBT
=

k

kBT
Γ(c− ~V ~ω) =

kc

kBT ′
=

hν

kBT ′
, T ′ =

T

Γ(1 − ~V ~ω/c)
. (33)Ïðè òàêîì íàïèñàíèè �îðìóëà Ïëàíêà ñîõðàíÿåòñÿ â âèäå (31), íîïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè äâèæåíèè èñòî÷íèêà èëè íàáëþäàòå-ëÿ èçìåíÿåòñÿ íå ÷àñòîòà, à òåìïåðàòóðà ãàçà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò161



âåëè÷èíû ñêîðîñòè è åå íàïðàâëåíèÿ. Ýòî êàæåòñÿ ñòðàííûì, èáîòåìïåðàòóðà õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâî ñàìîãî �îòîííîãî ãàçà, à íååãî ïåðåìåùåíèå. Ê òîìó æå òàêîå ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðûâîçìîæíî òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê �îòîííîìó ãàçó, êàê áóäåò âèäíîèç ñëåäóþùèõ àáçàöåâ.Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ fe(~p) = fe(~z)/(m
3c3) òàê-æå áóäåì ñ÷èòàòü ñêàëÿðîì ñ íîðìèðîâêîé â ñîïóòñòâóþùåé ýëåê-òðîííîìó ãàçó ñèñòåìå

∫

fe(~p)d
3p =

∫

fe(~z)d
3z = ne. (34)Åå íîðìèðîâêà â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

∫

pfe(~p)
d3p

p0
=

∫

zfe(~z)
d3z

γ
= neV /c, (35)ãäå ne � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â ñîïóòñòâóþùåé ýëåêòðîííîìóãàçó ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ñðåäíèé èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ ðàâåííóëþ, à V èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñëó÷àå �îòîííîãî ãàçà.Ïî÷òè âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ ðàñ-ïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â ñîïóòñòâóþùåé èì ñèñòåìå îòñ÷åòà èçî-òðîïíî. Òîãäà â ýòîé ñèñòåìå

fe(~p) =
ne

m3c3
fe(γ), 4π

∞
∫

0

z2fe(γ)dz = 1. (36)Ïåðåõîä â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà ñâîäèòñÿ ê çàìåíå γ →
V z/c, à íîðìèðîâêà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∫

zfe(V z/c)
d3z

γ
= V /c. (37)Â áîëüøåé ÷àñòè ýòîé ãëàâû ìû ïðèìåì, ÷òî ýëåêòðîíû èìåþòðåëÿòèâèñòñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà, êîòîðîå â ñîïóòñòâóþ-ùåé ýëåêòðîííîìó ãàçó ñèñòåìå îòñ÷åòà çàäàåòñÿ �îðìóëîé

fe(γ) = fM(γ) =
y

4πK2(y)
e−yγ, (38)ãäå y =

mc2

kBTe
� áåçðàçìåðíàÿ îáðàòíàÿ ýëåêòðîííàÿ òåìïåðàòóðà,à K2(y) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ïîÿâëåíèå ýòîé �óíêöèè åñòü162



ñëåäñòâèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà�îðìóëó (38) ñëåäóåò ïåðåïèñàòü òàê:
fM(pV /mc2) =

y

4πK2(y)
e−pV /kBTe =

y

4πK2(y)
e−yz V /c. (39)Òåïåðü ìû èìååì âñå, ÷òîáû íàïèñàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåäëÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.2. �åëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå êîìïòîíîâñêîãîðàññåÿíèÿ. Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ýëåê-òðîííûé ãàç ðåëÿòèâèñòñêèé, íî íå âûðîæäåííûé, òàê ÷òî çàïðåòÏàóëè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ôîòîííûé æå ãàç ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî âû-ðîæäåí, è ïîýòîìó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âûíóæäåííûå ïåðåõîäû.Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé �îòîíîâ n = n(~r, t,~k)â òî÷êå ~r â ìîìåíò âðåìåíè t ñ èìïóëüñàìè îêîëî ~k óðàâíåíèå èìååòâèä

k∇n = −r
2
e

2
m2c2

∫

d3p

p0

d3p1

p0 1

d3k1

k1
δ(p+ k − p

1
− k1)F (ξ, ξ1)×

× [fe(~p)n(1 + n11) − fe(~p1)(1 + n)n11] , (40)ïðè÷åì äëÿ êðàòêîñòè íå óêàçûâàþòñÿ àðãóìåíòû n = n(~r, t,~k) èîáîçíà÷åíî n11 = n(~r, t,~k1).Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (40) ñî-îòâåòñòâóåò îñëàáëåíèþ ïðè ðàññåÿíèè, à âòîðîå � èçëó÷åíèþ. Èí-òåãðàëû áåðóòñÿ ïî èìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ èïî èìïóëüñàì �îòîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ âìåñòåñ �îòîíàìè ñ èìïóëüñîì ~k. Äåëüòà-�óíêöèÿ îòðàæàåò çàêîíû ñî-õðàíåíèÿ (2) è ïîçâîëÿåò âçÿòü ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë, òàê ÷òîîñòàíåòñÿ èíòåãðàë ïî ïÿòè ïåðåìåííûì, êàê è â èíòåãðàëå ñòîëê-íîâåíèé Áîëüöìàíà.�åëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (40) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàèáîëåå óäîáíî ýòî äåëàòü â ñèñòå-ìå, ñâÿçàííîé ñ ýëåêòðîííûì ãàçîì (ñîïóòñòâóþùåé). Ïðè ïåðåõîäåâ ýòó ñèñòåìó èñïîëüçóåì áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷åíèé�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ è ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ íåñìîòðÿ íàèçìåíåíèå èõ àðãóìåíòîâ íå ìåíÿåì.Ïðèìåì òàêæå ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó åäèíèö, âêîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ñêîðîñòü ñâåòà è ìàññà ýëåêòðîíà ïðè-íèìàþòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ åäèíèö: ~ = c = m = 1. Â ýòîé ñè-ñòåìå åäèíèöà äëèíû � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû (äåëåííàÿ íà163



2π) λ�C = ~/(mc), ýíåðãèè � mc2, ÷àñòîò�û � mc2/~, èìïóëüñà �
mc, âðåìåíè � λ�C/c = ~/(mc2). Êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíàâ òàêîé ñèñòåìå åäèíèö ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû
re =

e2

mc2
=
e2

~c

~

mc
=
e2

~c
= αfs = 1/137.036, à çàðÿä ýëåêòðîíà ðàâåí

e =
√
re = 1/

√
137.036 = 0.0854245.Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèå (40) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

x

(

∂

∂t
+~ω~∇

)

n=−r
2
e

2

∫

d3z

γ

d3z1
γ1

d3x1

x1
δ(z+x−z1−x1)F (ξ, ξ1)×

× [fe(~z)n(1 + n11) − fe(~z1)(1 + n)n11], (41)ãäå òåïåðü n = n(~r, t, x, ~ω), n11 = n(~r, t, x1, ~ω1). Ê óðàâíåíèþ (41)ñëåäóåò äîáàâèòü ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.Â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîíû èìåþò ðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâ-ñêîå ðàñïðåäåëåíèå fM(γ), îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (38), âûïîëíÿ-åòñÿ ñîîòíîøåíèå
fM(γ1) = fM(γ)ey(γ−γ1) = fM(γ)e−y(x−x1). (42)Óðàâíåíèå (41) äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî ~z1ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

x

(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = −r
2
e

2
ne

∫

d3z

γγ1

d3x1

x1
δ(γ + x− γ1 − x1)F (ξ, ξ1)×

× fM(γ)
[

n(1 + n11) − e−y(x−x1)(1 + n)n11

]

. (43)×òîáû âçÿòü èíòåãðàë ïî x1 è òåì ñàìûì èçáàâèòüñÿ îò ïîñëåä-íåé δ-�óíêöèè, âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (11) äëÿ áåçðàçìåðíîé÷àñòîòû ðàññåÿííîãî �îòîíà. Òîãäà óðàâíåíèå (43) ïðåâðàùàåòñÿ â
(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = − r2e
2x
ne

∫

d3z

γ

x2
1d

2ω1

ξ
F (ξ, ξ1)fM(γ)×

×
[

n(1 + n11) − e−y(x−x1)(1 + n)n11

]

. (44)Ïðè ïåðåõîäå ê ýòîìó óðàâíåíèþ èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà (27) è(28). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå ñ ïÿòèêðàòíûì èíòåãðà-ëîì, êàê îáû÷íî â êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî óðàâíåíèå òàê-æå ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíî, õîòÿ çàïèñàíî â îáîçíà÷åíèÿõäëÿ ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷åòà.164



3. Ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (40) è (41) ìîãóòáûòü ïðåîáðàçîâàíû ïî-äðóãîìó, åñëè ââåñòè, êàê ýòî ïðèíÿòî âòåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, �óíêöèþ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) èç-ëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòàì è íàïðàâëåíèÿì [35℄. Îòäåëèì èíòåãðàëû ïîèìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ, îò êîòîðûõ �îòîííûå �óíêöèè íå çàâèñÿò.Òîãäà äëÿ ðàññåÿíèÿ ~p, ~k → ~p1, ~k1 ìîæíî çàäàòü ÔÏ �îðìóëîé
R(~k → ~k1) =

2πm3c3r2e
σTne

∫

d3p

p0

d3p1

p1 0
δ(p

1
+ k1 − p− k)Ffe(~p) (45)èëè â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

R(~x→ ~x1) =
3

4

1

ne

∫

d3z

γ

d3z1
γ1

δ(z1 + x1 − z − x)F (ξ, ξ1)fe(~z). (46)Âû÷èñëèâ èíòåãðàë ïî ~z1 è èñïîëüçîâàâ ïðåîáðàçîâàíèå (27),ïîëó÷èì
R(~x→ ~x1) =

3

4

1

ne

∫

d3z

γ
δ(ξ − ξ1 − q)F (ξ, ξ1)fe(~z). (47)Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÔÏ áåçðàçìåðíîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:

(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = −σTne

4πx

∫

d3x1

x1
{R(~x→ ~x1)n(~x)[1 + n(~x1)]−

−R(~x1 → ~x)n(~x1)[1 + n(~x)]} (48)èëè áîëåå ïîäðîáíî
(

∂

∂t
+~ω~∇

)

n=−σTne

x

∫

x1dx1

∫

d2ω1

4π
{R(~x→ ~x1)n(~x)[1+n(~x1)]−

−R(~x1 → ~x)n(~x1)[1 + n(~x)]} . (49)Çäåñü âíóòðåííèé äâîéíîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì âåê-òîðà ~ω1.Åñëè ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïîòîêà �îòîíîâ
N =

∫

d3x

x
xn =

∫

d3x{1, ~ω}n (50)è ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (48) ïî ~x, òî ñïðàâà âîçíèêíåò øå-ñòåðíîé èíòåãðàë, êîòîðûé ñ îäíîé ñòîðîíû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âçà-èìíîé çàìåíå ~x ↔ ~x1 ââèäó ñâîåé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòèõ165



âåêòîðîâ, à ñ äðóãîé � èçìåíÿåò çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî ýòîò èíòåãðàëðàâåí íóëþ è ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ÷èñëà �îòîíîâ
∇N = 0, (51)îòðàæàþùåå òîò �àêò, ÷òî ÷èñëî �îòîíîâ ïðè ðàññåÿíèè íå èçìå-íÿåòñÿ.Ïðè èçîòðîïíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ÔÏ çàâè-ñèò îò ÷àñòîò è êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ:

R(x, x1, µ) = R(x→ x1, µ) =
3

4

∫

d3z

γ
δ(ξ− ξ1− q)F (ξ, ξ1)fe(γ). (52)Çäåñü ìîæíî ââåñòè ÔÏ äëÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêèõ ýëåêòðîíîâ:

R(x, x1, µ, γ) = R(x→ x1, µ, γ) =
z

2π

∫

d2ΩF (ξ, ξ1)δ(ξ−ξ1−q), (53)÷åðåç êîòîðóþ ÔÏ (52) âûðàæàåòñÿ â âèäå (zdz = γdγ)
R(x, x1, µ) =

3π

2

∞
∫

γ∗(x1,x,µ)

R(x, x1, µ, γ)fe(γ)dγ, (54)ãäå íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå, ò. å. íåðàâåíñòâî γ ≥ γ∗(x1, x, µ),ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì �èçè÷åñêîé îñìûñëåííîñòè ÔÏ.Äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ óðàâ-íåíèå (43) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = −σT

x
ne

∞
∫

0

x1dx1

∫

d2ω1

4π
R(x, x1, µ)×

×
[

n(1 + n11) − e−y(x−x1)(1 + n)n11

]

. (55)Ôóíêöèÿ R(x, x1, µ, γ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë, ñîäåðæà-ùèé ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. �àçëè÷íûå �îðìóëû äëÿýòîé �óíêöèè áûëè ïîëó÷åíû íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Ññûëêè íàèõ ðàáîòû è ïîëíûé âûâîä ýòèõ �îðìóë ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [36℄è îáçîðå [78℄. Ìû ïðèâåäåì òàêîé âûâîä â îäíîì èç ñëåäóþùèõïàðàãðà�îâ.Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå (55) ïî �îðìå ñîâïàäàåò ñ óðàâ-íåíèÿìè, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Òîò166



�àêò, ÷òî �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò íå îòäåëüíî îò íà-ïðàâëåíèé �îòîíîâ äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ, à òîëüêî îò óãëà ðàññå-ÿíèÿ arccosµ, îòðàæàåò èçîòðîïèþ ñðåäû, ãäå ëîêàëüíî íåò âûäå-ëåííîãî íàïðàâëåíèÿ.�àññìîòðèì êîíêðåòíûå ãåîìåòðèè ñðåä.4.Ïëîñêàÿ àòìîñ�åðà è îäíîðîäíîå áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî.Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿâ ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ñðåäå, çàïîëíåííîé ìàêðîñêîïè÷åñêè íåïî-äâèæíûì ýëåêòðîííûì ãàçîì ñ êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö ne. Ñèñòåìàîòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñî ñðåäîé, è ÿâëÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùåé ýëåêòðîí-íîìó ãàçó.Êàê ïðàâèëî, ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ â ïëîñêîé ñðåäå ñ÷è-òàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ è ñàìî ïîëå èçëó÷åíèÿ íå çàâè-ñÿò îò âðåìåíè è îò àçèìóòà, ò. å. àðãóìåíòàìè èíòåíñèâíîñòè (èëèñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ãëóáèíà è óãîë íàïðàâëåíèÿèìïóëüñà �îòîíà ñ íîðìàëüþ ê ãðàíèöå ñðåäû. Ïîëîæèì â ýòîìñëó÷àå n = n(τT, η, x), ãäå τT � òîìñîíîâñêàÿ îïòè÷åñêàÿ ãëóáè-íà â ïëîñêîé ñðåäå, ò. å. ãëóáèíà, èçìåðåííàÿ â äëèíàõ ñâîáîäíîãîïðîáåãà ïî îòíîøåíèþ ê òîìñîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ 1/(σTne). Òîãäàóðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðåäñòàíåò â �îðìå
η
∂n

∂τT
=− 1

x

∞
∫

0

x1dx1

1
∫

−1

dη1
2

{R(x, η;x1, η1)n(τT, η, x)[1+n(τT, η1, x1)]−

−R(x1, η1;x, η)n(τT, η1, x1)[1 + n(τT, η, x)]}, (56)ãäå óñðåäíåííàÿ ïî àçèìóòó ÔÏ
R(x, η;x1, η1) =

1

2π

2π
∫

0

R(x, x1, µ)dϕ. (57)Ïðè óñðåäíåíèè ÷èñëî àðãóìåíòîâ ÔÏ óâåëè÷èâàåòñÿ, òàê êàê µ =
ηη1 +

√

1 − η2
√

1 − η2
1 cosϕ.Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîòðîïíûé ýëåêòðîííûé ãàç îä-íîðîäíî çàïîëíÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàõî-äèòñÿ èçîòðîïíîå è îäíîðîäíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ. Ýëåêòðîíû è �î-òîíû âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. �àñïðåäåëå-íèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì ïîääåðæèâàåòñÿ êàêèì-òî ïîñòîÿííûììåõàíèçìîì. 167



Â òàêîì ñëó÷àå ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèéçàâèñèò òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåííûõ: ÷àñòîòû è âðåìåíè, òàê ÷òî
n = n(x, t) è n11 = n(x1, t). Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∂n(x, t)

∂t
= −σTne

x

∞
∫

0

[

R(x, x1)n(x, t) (1 + n(x1, t))−

−R(x1, x)n(x1, t) (1 + n(x, t))
]

x1dx1. (58)Çäåñü �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì:
R(x, x1) =

1

2

1
∫

−1

R(x, x1, µ)dµ. (59)Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ óñðåäíåííîé ïî íàïðàâëåíèÿì�óíêöèè R(x, x1, µ, γ) ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [36, 78℄ (ñì. íèæå).Óðàâíåíèå (58) ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè ê íåìó äîáà-âèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå, ò. å. çàäàòü n(x, 0).Èç óðàâíåíèÿ (58) òàêæå âûòåêàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà�îòîíîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óìíîæåíèÿ (58) íà x2 è èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïî âñåì ÷àñòîòàì ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ íà ýòîò ðàç äâîéíîéèíòåãðàë, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ÷àñòîò ïàäàþùåãî è ðàññå-ÿííîãî �îòîíîâ, è ïîýòîìó ðàâíûé íóëþ, òàê ÷òî
dN

dt
= 0, N =

∞
∫

0

x2n(x, t)dx =

∞
∫

0

x2n(x, 0)dx. (60)
� 3. Ñðåäíèå âåëè÷èíû1. Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ñïðàâà âóðàâíåíèè (55) ïðè n, ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì îñëàáëåíèÿ (ïî-ãëîùåíèÿ) çà ñ÷åò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è âûðàæàåòñÿ ÷åðåçóñðåäíåííîå ïîëíîå ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò äè�-�åðåíöèàëüíîãî (29) ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðàññåÿííîãî �îòîíà ~ω1.168



Èìïóëüñû ýëåêòðîíà ~z è �îòîíà ~x äî ðàññåÿíèÿ ñ÷èòàåì çàêðåïëåí-íûìè. Ïîëíîå ñå÷åíèå êàê èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêîîò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ξ = z x = x(γ − zζ):
σ(ξ) =

r2e
2ξ2

∫

F (ξ, ξ1)x
2
1d

2ω1. (61)Âû÷èñëÿòü èíòåãðàë ïðîùå íå â ïåðåìåííûõ µ è Φ, à â ïåðåìåííûõëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû µ0 (èëè ξ1) è Φ0. Ïåðâóþ �îðìóëó â (13)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ξ1 = ξ/[1+ ξ(1−µ0)], èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî
ξ1 èçìåíÿåòñÿ îò ξ/(1+2ξ) ïðè µ0 = −1 äî ξ ïðè µ0 = 1. Îò àçèìóòà
Φ0 âåëè÷èíà F íå çàâèñèò, òàê ÷òî
σ(ξ)=

r2e
2ξ2

1
∫

−1

F (ξ, ξ1)ξ
2
1dµ0

2π
∫

0

dΦ0 =
r2e
2ξ2

2π

ξ
∫

ξ/(1+2ξ)

F (ξ, ξ1)dξ1 =σTs0(ξ).(62)Çäåñü s0(ξ) � ïðî�èëü ïîëíîãî ñå÷åíèÿ
s0(ξ) =

3

8ξ2

[

4 +

(

ξ − 2 − 2

ξ

)

lξ + 2ξ2(1 + ξ)R2
ξ

]

, (63)ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ýòîé è äàëüíåéøèõ �îðìóë ââåäåíûîáîçíà÷åíèÿ
lξ = ln(1 + 2ξ), Rξ =

1

1 + 2ξ
. (64)Ïðî�èëü íîðìèðîâàí óñëîâèåì s0(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ðåëÿòè-âèñòñêèé èíâàðèàíò � ïîëíîå ñå÷åíèå � â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðå-äåëå, êîãäà ÷àñòîòà �îòîíà x→ 0, à âìåñòå ñ íåé è ξ → 0, ïåðåõîäèòâ òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå.2. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà. Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ñòåïåíü ÷àñòîòû èç-ëó÷àåìîãî �îòîíà ïðè �èêñèðîâàííûõ ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíà γ è �î-òîíà x è êîñèíóñå óãëà ìåæäó íèìè ζ (èëè âåëè÷èíå ξ = x(γ − zζ))ðàâåíñòâîì

〈xl1〉s0(ξ) =
3

16πξ2

∫

xl+2
1 F (ξ, ξ1)d

2ω1. (65)Ïðè l = 0 ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà äëÿ ïðî�èëÿ êîý��èöèåíòà îñëàá-ëåíèÿ (63). Âû÷èñëèì ñðåäíèå ïðè l = 1 è l = 2, êàê è â ïðåäû-äóùåì ïóíêòå, â ïåðåìåííûõ ξ1 è Φ0. ×àñòîòà ðàññåÿííîãî �îòîíà169



âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç âòîðûõ ðàâåíñòâ â (19)è (15):
x1 = ξ1

[

γ + z

(

µ0ζ0 +
√

1 − µ2
0

√

1 − ζ2
0

)]

. (66)Âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå µ0 è ζ0 ìîæíî èñêëþ÷èòü ñ ïîìîùüþðàâåíñòâ (24) è ïåðâîãî â (19).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ñðåäíåé ÷àñòîòû è äèñïåðñèèîïðåäåëèì èíâàðèàíòíûå �óíêöèè
sl(ξ) =

3

8ξl+2

ξ
∫

ξ/(1+2ξ)

ξlF (ξ, ξ1)dξ1. (67)Â ÷àñòíîñòè, s0(ξ) ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëÿåìûì �îðìóëîé (62) ïðî-�èëåì, è â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ
s1(ξ)=

3

8ξ3

(

lξ+
4

3
ξ2− 3

2
ξ− ξ

2
Rξ−

ξ2

3
R3
ξ

)

, s2(ξ)=

(

1+4ξ+7ξ2+
9

2
ξ3
)

R4
ξ .(68)Äëÿ ñðåäíåé ÷àñòîòû ðàññåèâàåìîãî �îòîíà íàõîäèì

〈x1〉s0(ξ) = ξ[γS1(ξ) + xS2(ξ)], (69)à äëÿ ñðåäíåãî åå êâàäðàòà < x2
1 > s0(ξ) =

=x2s2(ξ)+(4γxξ−3x2−ξ2)S3(ξ)+

(

γ2ξ2−3γxξ+
3

2
x2+

1

2
ξ2
)

S4(ξ). (70)Âõîäÿùèå ñþäà �óíêöèè Sj(ξ) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óæå ââåäåííûå�óíêöèè sj , ïðè÷åì ìû èõ îïðåäåëèëè òàê, ÷òîáû îíè íå îáðàùà-ëèñü â íóëü ïðè ξ = 0:
S1(ξ) =

s0(ξ) − s1(ξ)

ξ
, S2(ξ) =

s1(ξ) − S1(ξ)

ξ
, (71)

S3(ξ) =
s1(ξ) − s2(ξ)

ξ
, S4(ξ) =

S1(ξ) − S3(ξ)

ξ
. (72)Âñå ïðèâåäåííûå �óíêöèè ýëåìåíòàðíû. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõèõ àðãóìåíòîâ âîçìîæíà ïîòåðÿ òî÷íîñòè ïðè ïðÿìîì èõ âû÷èñëå-íèè, â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèÿ âðÿäû:

sl(ξ) =

∞
∑

n=0

al,n(−2ξ)n, Sl(ξ) =

∞
∑

n=0

Al,n(−2ξ)n. (73)170
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ξ ξ�èñ. 2. Ôóíêöèè si(ξ) è Si(ξ).Êîý��èöèåíòû ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè íîìå-ðà n:
a0,n =

3

8

(

n+ 2 +
2

n+ 1
+

8

n+ 2
− 16

n+ 3

)

, (74)
a1,n =

1

8

[

n(n+ 5) +
24

n+ 3

]

, a2,n =
n3 + 9n2 + 22n+ 32

32
. (75)Êîý��èöèåíòû ðÿäîâ áîëüøèõ �óíêöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè:

A1,n = 2 (a1,n+1 − a0,n+1), A2,n = 2(A1,n+1 − a1,n+1), (76)
A3,n = 2(a2,n+1 − a1,n+1), A4,n = 2(A3,n+1 −A1,n+1). (77)Ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèè s2 ïîòåðü òî÷íîñòè íå ïðîèñõîäèò.Âïðî÷åì, íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ïîëíûå ðàçëîæåíèÿ âðÿäû, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü â ðÿä òîëüêî �óíêöèþ ln(1 + 2ξ), âû-äåëèòü ïåðâûå ñëàãàåìûå äî íóæíîãî ïîðÿäêà, îñòàòîê íàéòè ÷åðåçðÿä, à çàòåì ïðîèçâåñòè ñîêðàùåíèÿ ïåðâûõ ñòåïåíåé ξ àíàëèòè÷å-ñêè.Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ξ:

s0(ξ)=
3

8ξ2

[

(

ξ−2
2

ξ

)

ln(2ξ)+
ξ

2
+

9

2
− 5

4ξ
+

∞
∑

n=0

(

− 1

2ξ

)n+2

b0,n

]

, (78)171



s1(ξ) =
3

8ξ2

[

4

3
ξ − 3

2
+

1

ξ
ln(2ξ) − 1

4ξ
−

∞
∑

n=0

(

− 1

2ξ

)n+2

b1,n

]

,(79)
s2(ξ) =

3

8 ξ2

∞
∑

n=0

(

− 1

2 ξ

)n+2

b2,n, (80)ïðè÷åì bl,n = −2

3
al,−(n+4). �àçëîæåíèÿ �óíêöèé Sl ïîëó÷àþòñÿ ïî�îðìóëàì (71).Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé si(ξ) è Si(ξ).�àçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé â ðÿäû (73) ïîçâîëÿ-þò ïîëó÷èòü èõ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îñ-íîâàíà íà ïðèìåíåíèè òåîðèè âû÷åòîâ ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ ñîñëàãàåìûìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè ïåðåìåí-íîé ñóììèðîâàíèÿ n (ñì. [10℄ ñòð. 213):

sl(ξ) = − 1

2πi

−1/2+i∞
∫

−1/2−i∞

(2ξ)pal,p
π

sin(πp)
dp (81)è àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà äëÿ Sl(ξ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè 2ξ < 1êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ïîëîæèòåëüíîé ÷à-ñòè âåùåñòâåííîé îñè è âçÿòü âû÷åòû â ïîëþñàõ äðîáè, ò. å. â ïî-ëîæèòåëüíûõ íóëÿõ sin(πp). Âû÷åò äðîáè π/ sin(πp) â òî÷êå p = nðàâåí (−1)n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ ðàçëîæåíèÿ (73). Íàïðîòèâ,ïðè 2ξ > 1 êîíòóð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè òîéæå îñè. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè, ïðîèñõîäÿùèìè îò

sin(πp), â òî÷êàõ, ãäå îáðàùàþòñÿ â íóëü òàêæå çíàìåíàòåëè êîý�-�èöèåíòîâ al,n è Al,n (òàêèõ çíàìåíàòåëåé íåò ó a2,n), âîçíèêàþòäâóêðàòíûå ïîëþñû. Âçÿòèå âû÷åòîâ â ïðîñòûõ ïîëþñàõ äàåò ñóì-ìû â ðàçëîæåíèÿõ (78)�(79), à ñëàãàåìûå âíå ñóìì ïîÿâëÿþòñÿ îòâû÷åòîâ â äâóêðàòíûõ ïîëþñàõ.Âûðàæåíèÿ äëÿ < x1 > áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [69, 1, 85, 57℄.Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ïðîèçâåäåì äàëüíåéøåå óñðåäíåíèå, íàýòîò ðàç � ïî èìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ äî ðàññåÿíèÿ: ñíà÷àëà ïî èõíàïðàâëåíèÿì, à çàòåì � ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé. Îãðàíè÷èìñÿñðåäíåé ÷àñòîòîé.3. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì. Çà�èêñèðîâàâ ýíåðãèþ ýëåê-òðîíà è ÷àñòîòó �îòîíà, óñðåäíèì ââåäåííûå âûøå âåëè÷èíû ïî172



íàïðàâëåíèþ èìïóëüñà ýëåêòðîíîâ, ò. å. ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
~Ω. Òàê êàê ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ èçîòðîïíîé (èçîòðîïíî ðàñïðåäå-ëåíèå ýëåêòðîíîâ), òî ñðåäíèå íå áóäóò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿðàññåèâàåìîãî �îòîíà ~ω.Ââåäåì �óíêöèè

Ψl(x, γ) =
1

4πγxl+1

∫

d2Ω〈xl1〉ξs0(ξ). (82)Èíòåãðàë áóäåì âû÷èñëÿòü â ñ�åðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ: êîñèíóñåïîëÿðíîãî óãëà ζ è àçèìóòå Φ. Òîãäà d2Ω = dζdΦ, ïðè÷åì îò Φíè÷åãî íå çàâèñèò. Ïåðåìåííóþ ζ âûðàçèì èç ðàâåíñòâà (17) ÷åðåç
ξ: ζ = (γ − ξ/x)/z, dζ = −dξ/(xz). Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξïîëó÷àþòñÿ ïðè ζ = −1 è ζ = 1:

Ψl(x, γ) =
1

2γzxl+2

x(γ+z)
∫

x(γ−z)

〈xl1〉ξs0(ξ)dξ. (83)Ïîäñòàâèâ �îðìóëû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, íàéäåì äëÿ l = 0 è
l = 1

Ψ0(x, γ)=
u2

4γz
ψ10(xu)

∣

∣

∣

∣

∣

γ+z

γ−z

, Ψ1(x, γ)=
u3

6γz
[γΨ21(xu) + xΨ22(xu)]

∣

∣

∣

∣

∣

γ+z

γ−z

,(84)ãäå ââåäåíû åùå ñëåäóþùèå �óíêöèè:
ψml(ξ)=

m+1

ξm+1

ξ
∫

0

ξ′
m
sl(ξ

′)dξ′, Ψml(ξ)=
m+1

ξm+1

ξ
∫

0

ξ′
m
Sl(ξ

′)dξ′. (85)Âñå ïðèâåäåííûå �óíêöèè ëèáî ïîëíîñòüþ ýëåìåíòàðíû, ëèáîñîäåðæàò îäíó äîïîëíèòåëüíóþ �óíêöèþ
gC(ξ) =

ξ
∫

0

ln(1 + ξ′)
dξ′

ξ′
. (86)Ýòà �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè ðÿäàìè ïðè ìàëûõ

ξ è ïðè ξ, áëèçêèõ ê åäèíèöå: 173



gC(ξ)=























∞
∑

n=1

(−1)n−1 ξ
n

n2
, 0 ≤ ξ ≤ ξ∗,

π2

12
+ln 2 · ln ξ+

∞
∑

k=0

(1−ξ)k+2

k + 2

k+1
∑

m=1

1

m2m
, ξ∗ ≤ ξ ≤ 1.

(87)Â êà÷åñòâå ξ∗ ìîæíî âçÿòü 0.8�0.9. Ïðè ξ > 1 ýòà �óíêöèÿ âûðà-æàåòñÿ ÷åðåç ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè ξ ≤ 1:
gC(ξ) = 2gC(1) +

1

2
ln2 ξ − gC(1/ξ), gC(1) =

π2

12
. (88)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ââåäåííûõ �óíêöèé íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå�óíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà:

ψ0 0(ξ)=
3

8ξ

[

gC(2ξ)− 2

ξ
+

(

1

2
+

2

ξ
+

1

ξ2

)

lξ−
1

2
Rξ−

3

2

]

, (89)
ψ0 1(ξ) =

3

8ξ

[

1

ξ
− 1

2
+

(

4

3
− 1

2ξ2

)

lξ −
1

3
Rξ −

1

6
R2
ξ

]

, (90)
ψ1 0(ξ)=

3

4ξ2

[(

ξ+
9

2
+

2

ξ

)

lξ−4−ξ+ξ2Rξ−2gC(2ξ)

]

, (91)
ψ1 1(ξ) =

1

4ξ2

[

6 + 4ξ − 3

(

3

2
+

1

ξ

)

lξ − ξ(1 + ξ)R2
ξ

]

. (92)×åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ
Ψ1 1(ξ) =

2

ξ
[ψ0 0(ξ) − ψ0 1(ξ)], Ψ2 1(ξ) =

3

2ξ
[ψ1 0(ξ) − ψ1 1(ξ)], (93)

Ψ2 2(ξ) =
3

2ξ
[ψ1 1(ξ) − Ψ1 1(ξ)]. (94)�àçëîæåíèÿ â ðÿäû ýòèõ �óíêöèé íå òðåáóþò ââåäåíèÿ íîâûõ êî-ý��èöèåíòîâ:

ψml(ξ)=

∞
∑

n=0

al,n(−2ξ)n
m+ 1

m+n+1
, Ψml(ξ)=

∞
∑

n=0

Al,n(−2ξ)n
m+ 1

m+n+1
.(95)174



Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé (84). Îãðàíè-÷èìñÿ ïåðâûìè òðåìÿ ñëàãàåìûìè ïî ñòåïåíÿì x < 1/γ:
Ψ0(x, γ) ∼ 1 − 2

3
(4γ2 − 1)

x

γ
+

26

5
(2γ2 − 1)x2, (96)

Ψ1(x, γ)∼
4γ2−1

3
− 42γ4−29γ2+2

5

x

γ
+

1176γ4−1147γ2+206

25
x2. (97)�àçëîæåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ �óíêöèé

Ψl(x, 1) = sl(x).Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïðè áîëüøèõ x > γ. Âûïè-øåì èõ âïëîòü äî ñòåïåíè 1/x4:
Ψ0(x, γ) =

3

8γx2

[(

x− 2Lz −
2

x

)

ln(2x) +

(

Lzγ − 1

2

)

x+

+
9

2
Lz +

(

Lzγ − 13

8

)

2

x
− 7

12

γ

x2

]

, (98)
Ψ1(x, γ)=

3

8γx2

[(

γ−Lz+
3−2Lzγ

x

)

ln(2x)+
4

3
x+

(

γ2− 2

3

)

Lz−

−11

6
γ+

(

3Lzγ−
13

4

)

1

x
−
(

3

2
Lz−

11

12

)

1

x2

]

. (99)Çäåñü Lz =
ln(γ + z)

z
.Èìååòñÿ åùå îäíà îáëàñòü, ãäå âîçìîæíû óïðîùåíèÿ ðàññìàò-ðèâàåìûõ �óíêöèé, à èìåííî îáëàñòü, çàäàâàåìàÿ íåðàâåíñòâîì

γ > max(1, 1/x). Çäåñü
Ψ0(x, γ)∼

3

8

1

xγ

(

ln(4xγ)− 1

2

)

, Ψ1(x, γ)∼
3

8

1

x2

(

ln(4xγ)− 11

6
+

4

3

x

γ

)

.(100)4. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì. Òåïåðü ìîæíî óñðåäíèòü ââåäåííûå�óíêöèè ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ, âû÷èñëèâ èíòåãðàëû
xl1(x)s0(x) = 4πxl

∞
∫

0

z2fe(γ)dzΨl(x, γ). (101)Â ÷àñòíîñòè äëÿ ìàêñâåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëå èíòåãðèðî-âàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïåðåõîäà îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z ê γíàéäåì 175



s0(x, y) =
1

2K2(y)

∞
∫

1

e−yγ
dγ

z
u2s0(xu)

∣

∣

∣

∣

γ+z

γ−z

(+), (102)
x1(x, y)

x
s0(x, y)=

∞
∫

1

e−yγ

2K2(y)

dγ

z
u3

[(

γ+
1

y

)

S1(xu)+xS2(xu)

]γ+z

γ−z

(+). (103)Çíàê ïëþñ ìåæäó ïðåäåëàìè ïîäñòàíîâêè îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåò-ñÿ ñîñòàâèòü íå ðàçíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïðåäåëîâ, à èõñóììó.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòà ÷à-ñòîòû: x2
1(x, y)s0(x, y)/x

2 =

=

∞
∫

1

e−yγ

2K2(y)

dγ

z
u2

{

s2(xu) −
[

u2+3

(

γ+
1

y

)

u+3

]

S3(xu)+

+

[(

γ2+
2γ

y
+

2

y2
+

1

2

)

u2−3

(

γ+
1

y

)

u+
3

2

]

S4(xu)

}
∣

∣

∣

∣

γ+z

γ−z

(+). (104)Ôîðìóëà (81) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìàêñ-âåëëîâñêèõ ñðåäíèõ. Íàïðèìåð, åñëè ïîäñòàâèòü s0(ξ) ñîãëàñíî ýòîé�îðìóëå â âûðàæåíèå (102), òî ïîëó÷èòñÿ
s0(x, y) = − 1

2πi

−1/2+i∞
∫

−1/2−i∞

(2x)pa0,p
π

sin(πp)
fp+2(y)dp, (105)ãäå fp(y) =

Kp+2(y)

K2(y)
. Îòñþäà ïðè 2x < 1 è 2x > 1 ïóòåì ïðåîáðàçî-âàíèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ íàëåâî è íàïðàâî, êàê ýòî îïèñàíîâ êîíöå ïóíêòà 2, âûâîäÿòñÿ ðàçëîæåíèÿ

s0(x, y) =

∞
∑

n=0

(−2x)na0,nfn+2(y), (106)
s0(x, y)=

3

8x2

{[(

x− 2

x

)

f1(y)−2f0(y)

]

ln(2x)+

(

x

y
+

9

2
+

2

xy

)

f0(y)+

+

(

x

2
− 5

4x

)

f1(y)

}

+

∞
∑

n=0

(

− 1

2x

)n+4

b0,nfn+2(y). (107)176



Ïðèâåäåííûå �îðìóëû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòàîñëàáëåíèÿ çà ñ÷åò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â ðàáîòå [39℄. Òàì æåîöåíåíà òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ �îðìóë äëÿ ýòîãî êîý��èöèåíòà.Àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ îñòàëüíûõ�óíêöèé. Äëÿ ñðåäíåé ÷àñòîòû è ñðåäíåãî åå êâàäðàòà íàäî èñõî-äèòü èç �îðìóë x1 s0(x, y)/x =

=− 1

2πi

−1/2+i∞
∫

−1/2−i∞

π(2x)pdp

sin(πp)

[

a1,pfp+2(y)+A1,p
p+4

y
fp+3(y)

]

, (108)
x2

1

x2
s0(x, y) = − 1

2πi

−1/2+i∞
∫

−1/2−i∞

(2x)p
π

sin(πp)
dp [a2,pfp+2(y)+

+2A3,p
p+ 5

y
fp+3(y) +A4,p

p2 + 11p+ 30

y2
fp+4(y)

]

. (109)Ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (105) îñîáåííî öåííû òåì, ÷òî äàþò âîç-ìîæíîñòü îáëåã÷èòü âû÷èñëåíèå ââåäåííûõ �óíêöèé ïðè âûñîêèõòåìïåðàòóðàõ, êîãäà ïàðàìåòð y ìàë è ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèèâ �îðìóëàõ (102)�(104) óáûâàþò ìåäëåííî. Òîãäà ìîæíî âû÷èñ-ëÿòü èíòåãðàëû ïðÿìî ïî íàïèñàííîìó êîíòóðó (èëè ïî ñìåùåííî-ìó íà öåëîå ÷èñëî âëåâî èëè âïðàâî âî èçáåæàíèå ïîïàäàíèÿ íàïîëþñ). Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ ê âåùåñòâåííîìó âèäó óáû-âàíèå ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðîñòà çíàìå-íàòåëÿ, ò. å. sin(πp) ïðè óâåëè÷åíèè ìíèìîé ÷àñòè p. Âû÷èñëåíèå�óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ìíèìîãî ïîðÿäêà íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèõòðóäíîñòåé, òàê êàê ïðè ìàëîì àðãóìåíòå y ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿðàçëîæåíèåì ýòîé �óíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.Ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ïðèâåäåíû â ñòàòüå [37℄.Â ñòàòüå [36℄ è îáçîðå [78℄ âûâåäåíû ðÿäû è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëî-æåíèÿ äëÿ ïðèâåäåííûõ çäåñü �óíêöèé, à òàêæå òàêèå æå �îðìóëûäëÿ ñðåäíèõ îò ïðîèçâåäåíèÿ x1(1− µ), ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿäàâëåíèå èçëó÷åíèÿ.5. Áàëàíñ ýíåðãèè. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå �îðìóëû äëÿ îöå-íîê ïîòåðü ýíåðãèè �îòîííîãî ãàçà ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíàìè.�àçíîñòü x−x1, ãäå x1 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (11), � ýòî (áåçðàç-ìåðíàÿ) ýíåðãèÿ, êîòîðóþ òåðÿåò �îòîí ñ èìïóëüñîì ~x ïðè ðàññå-ÿíèè ýëåêòðîíîì ñ èìïóëüñîì ~z, åñëè ïîñëå ðàññåÿíèÿ �îòîí ëå-177



òèò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~ω1. Åñëè ýòà ðàçíîñòü îòðèöàòåëüíà,òî åå ìîäóëü îçíà÷àåò ïðèîáðåòàåìóþ �îòîíîì ýíåðãèþ. �àçíîñòü
x − 〈x1〉 � òà æå ýíåðãèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ~ω1. Ïðî-èçâåäåíèå (x− 〈x1〉)neσTs0(ξ) = neσT(x + xξ − γξ)S1(ξ) � ýíåðãèÿ,êîòîðóþ òåðÿåò �îòîí ñ èìïóëüñîì ~x çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ òåìè æåýëåêòðîíàìè íà åäèíèöå ïóòè. Äàëåå, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ�îòîíîì ñ ÷àñòîòîé x ïðè ðàññåÿíèè èçîòðîïíûì àíñàìáëåì ýëåê-òðîíîâ ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé γ, åñòü x[1 − Ψ1(x, γ)]/Ψ0(x, γ), à
x[Ψ0(x, γ)−Ψ1(x, γ)]neσT � ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ �îòîíîì íà åäèíèöåïóòè â ñëîå òàêèõ ýëåêòðîíîâ. Íàêîíåö, x − x1 � ýíåðãèÿ, êîòî-ðóþ òåðÿåò �îòîí ñ ÷àñòîòîé x ïðè ðàññåÿíèè ìàêñâåëëîâñêèìèýëåêòðîíàìè (âîîáùå ãîâîðÿ, ðåëÿòèâèñòñêèìè). Ïîñëå óìíîæåíèÿýòîé ðàçíîñòè íà neσT ïîëó÷àþòñÿ ïîòåðè ýíåðãèè íà åäèíèöå ïóòè�îòîíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ �îòîíîâ ïåðåäàåòñÿ ýëåêòðîíàì èíàîáîðîò.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âåëè÷è-íû ïîòåðü ýíåðãèè �îòîíîì ïðè ðàññåÿíèè ìîíîýíåðãåòè÷åñêèìèçîòðîïíûì àíñàìáëåì ýëåêòðîíîâ. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ �îòîíà
x ≪ 1/γ ïîòåðè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ. Ïðèâåäåì ãëàâíûåñëàãàåìûå. Íà åäèíèöå ïóòè
Ψ1(x, γ)−Ψ0(x, γ)∼

4

3
z2−126γ4−127γ2+16

15

x

γ
+

1176γ4−1407γ2+336

25
x2,(110)à ïðè îäíîì àêòå ðàññåÿíèÿ Ψ1(x, γ)/Ψ0(x, γ) − 1 ∼

∼ 4

3
z2 − 218γ4−181γ2+8

45

x

γ
+

13672γ6−14529γ4+2262γ2+80

675

x2

γ2
.(111)Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå x ≫ 1 ãëàâíûå ñëàãàåìûå ðàçëî-æåíèé

Ψ1(x, γ) − Ψ0(x, γ) ∼
3

8γx2

[

−x
(

ln(2x) + Lzγ − 11

6

)

+ (112)
+(γ + Lz) ln(2x) + Lz

(

γ2 − 31

6

)

− 11

6
γ

]

,
Ψ1(x, γ)

Ψ0(x, γ)
− 1 ∼

∼− ln(2x)+Lzγ−11/6−[(γ+Lz) ln(2x)+Lz(γ
2−31/6)−11/6]/x

ln(2x) + Lzγ − 1/2 − Lz(2 ln(2x) − 9/2)/x
.(113)Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè îáñóæäàåìûõ âåëè÷èí ïðè z=0,

0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0 è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì γ=1.0, 1.118, 1.414, 2.236,178



à á
x[Ψ0(x, γ) − Ψ1(x, γ)] x[1 − Ψ1(x, γ)/Ψ0(x, γ)]
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x x�èñ. 3. Ñðåäíèå ïîòåðè ýíåðãèè �îòîíà ÷àñòîòû x ïðè ðàññåÿíèèìîíîýíåðãåòè÷åñêèìè ýëåêòðîíàìè ñ èçîòðîïíûì ðàñïðåäåëåíèåìïðè z = 0, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0: à � íà åäèíèöå îïòè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿïî òîìñîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ; á � ïðè îäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè.
5.099, 10.050. Êðèâûå çàâèñèìîñòåé ïîòåðü ýíåðãèè îò ÷àñòîòû �î-òîíà ðàñïîëîæåíû äëÿ òàêèõ z è γ ñâåðõó âíèç. Êàê ÿñíî èç �èçè-÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ �îòîí ïðèîáðåòàåò ýíåð-ãèþ, à ïðè áîëüøèõ � òåðÿåò. Íà åäèíèöå îïòè÷åñêîãî ðàññòîÿ-íèÿ ïî òîìñîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ ñìåíà ðîñòà ïðèîáðåòåíèÿ ýíåð-ãèè �îòîíîì åãî óìåíüøåíèåì ïðîèñõîäèò áîëåå êðóòî, ÷åì ïðèîäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñëàáëåíèå ïó÷êà�îòîíîâ ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññàõ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïðèìåð-íî òàêîé æå õàðàêòåð èìååò çàâèñèìîñòü ïîòåðü ýíåðãèè �îòîíîâîò òåìïåðàòóðû ïðè èõ ðàññåÿíèè íà ìàêñâåëëîâñêîì ýëåêòðîííîìãàçå, íî áîëåå ñãëàæåííûé.Áàëàíñ ýíåðãèé ìåæäó �îòîííûì è ýëåêòðîííûì ãàçàìè ðàñ-ñìàòðèâàëñÿ â ïóáëèêàöèÿõ, öèòèðîâàííûõ â ðàáîòå [36℄ è îáçî-ðå [78℄. Ìíîãèå �îðìóëû ñîäåðæàòñÿ òàêæå â îáçîðíûõ ðàáîòàõ[42, 43℄.
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� 4. Âû÷èñëåíèå �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ1. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî àçèìóòó. Â ïåðâûõ äâóõ ïóíêòàõýòîãî ïàðàãðà�à âû÷èñëèì äâîéíîé èíòåãðàë â (53), ïðåäñòàâëÿþ-ùèé ÔÏ ïðè ðàññåÿíèè ìîíîýíåðãåòè÷åñêèìè ýëåêòðîíàìè.Ïðåäñòàâèì äâîéíîé èíòåãðàë êàê ïîâòîðíûé, âûáðàâ â êà÷å-ñòâå ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ êîñèíóñ ζ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè
~ω è ~Ω, à òàêæå àçèìóò ϕ � äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
~Ω, ~ω è ~ω, ~ω1. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì äâà îðòà, ïîñòðîåííûå íà âåêòî-ðàõ ~ω è ~ω1:

~e(1) =
~ω1 − µ~ω
√

1 − µ2
, ~e(2) =

~ω × ~ω1
√

1 − µ2
, (114)è ðàçëîæèì ïî íèì è âåêòîðó ~ω îðò

~Ω =
√

1 − ζ2(cosϕ~e(1) + sinϕ~e(2)) + ζ~ω. (115)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òðîéêà ~e(1), ~e(2), ~ω ïîëó÷àåòñÿ èç òðîéêè (5)ïîâîðîòîì íà óãîë Φ âîêðóã âåêòîðà ~ω. Òàêèì îáðàçîì, ϕ = −Φ è�îðìóëà (7) ñîõðàíÿåòñÿ.Ïðèìåì âî âíèìàíèå íàëè÷èå äåëüòà-�óíêöèè. Ñå÷åíèå F îêà-çûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò àçèìóòà ϕ. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ðàç-ëîæåíèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè îòíîñèòåëüíî ξ è ξ1 = ξ − q:
F (ξ, ξ1) = 2 +

2 + 2q − q2

q

(

1

ξ
− 1

ξ − q

)

+
1

ξ2
+

1

(ξ − q)2
. (116)Îïðåäåëåíèå ÔÏ (53) òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

R(x, x1, µ, γ) =
z

2π

∫

dζF (ξ, ξ − q)R(x, x1, µ, γ, ζ), (117)ãäå ÔÏ, çàâèñÿùàÿ îò êîñèíóñà ζ:
R(x, x1, µ, γ, ζ) =

2π
∫

0

dϕδ(ξ − ξ1 − q). (118)Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïîñëåäíþþ �óíêöèþ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî zx1

√

1 − µ2 6= 0.180



×åðåç ââåäåííûå ïåðåìåííûå âåëè÷èíû àðãóìåíò äåëüòà-�óíê-öèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
ξ−ξ1−q=γ(x−x1)−q+z[x1((µζ+

√

1−µ2
√

1−ζ2 cosϕ)−xζ]. (119)Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë îò äåëüòà-�óíêöèè íå áûë ðàâåí íóëþ, ååàðãóìåíò äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü, òàê ÷òî äîëæíî áûòü cosϕ =
cosϕ0, ãäå

cosϕ0 =
P + z(xζ − x1µζ)

x1z
√

1 − µ2
√

1 − ζ2
, P = γ(x1 − x) + q. (120)Ïîñëåäíÿÿ äðîáü íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü ïî ìîäóëþ 1, ò. å.

G(ζ, γ, x, x1, µ)=z2x2
1(1−µ2)−P 2+2P (x1µ−x)zζ−z2ζ2Q2 ≥ 0, (121)ãäå îáîçíà÷åíî

Q = |~x− ~x1| =
√

x2 − 2xx1µ+ x2
1 =

√

(x− x1)2 + 2q. (122)Íåðàâåíñòâî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ζ.Îíà äîëæíà áûòü çàêëþ÷åíà ìåæäó êîðíÿìè êâàäðàòè÷íîé �óíê-öèè ïî ζ (121):
ζ− ≤ ζ ≤ ζ+, ζ± =

(x1µ− x)P ± x1

√

1 − µ2∆

zQ2
, (123)ãäå

∆ =
√

z2Q2 − P 2. (124)Ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ζ. ×òîáû êîð-íè ñóùåñòâîâàëè, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (124) äîëæíî áûòüíåîòðèöàòåëüíûì:
z2Q2 − P 2 ≥ 0. (125)Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé èìååòñÿ äâà çíà÷åíèÿ àçè-ìóòà ϕ, ïðè êîòîðûõ àðãóìåíò äåëüòà-�óíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü:

ϕ = ϕ0 è ϕ = 2π − ϕ0. Çíà÷åíèÿ ñèíóñà â ýòèõ óãëàõ îòëè÷àþòñÿçíàêîì. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì, îòðàæàþùèì ñâîéñòâà äåëüòà-�óíêöèè: åñëè |a| < |b| è cosϕ0 = a/b, òî
2π
∫

0

dϕδ(a−b cosϕ) =
2

|b|
1

| sinϕ0|
=

2

|b|
1

√

1 − a2/b2
=

2√
b2 − a2

. (126)181



Ïðèìåíèâ �îðìóëó (126) ê (117) ñ àðãóìåíòîì äåëüòà-�óíêöèè(119) ïðè óñëîâèÿõ (121) è (125), ïîëó÷èì
R(x, x1, µ, γ, ζ) =

2
√

G(ζ, γ, x, x1, µ)
. (127)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèþ (121) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ååêîðíè (123):

G(ζ, γ, x, x1, µ) = z2Q2(ζ+ − ζ)(ζ − ζ−). (128)2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî êîñèíóñó ζ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èí-òåãðàëà ïî àçèìóòó èíòåãðàë (117), ïðåäñòàâëÿþùèé çàâèñÿùóþ îòýíåðãèè ýëåêòðîíà ÔÏ R(x, x1, µ, γ), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
R(x, x1, µ, γ) =

1

Qπ

∫ ζ+

ζ−

F (ξ, ξ − q)
dζ

√

(ζ+ − ζ)(ζ − ζ−)
. (129)Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì èíòåãðàëû, îòâå÷àþùèå îòäåëüíûì ñëàãà-åìûì â âûðàæåíèè (116), âû÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé

ζ =
ζ+ + ζ−

2
− ζ+ − ζ−

2
cosχ, (130)ïðè êîòîðîé îêàçûâàåòñÿ dζ

√

(ζ+ − ζ)(ζ − ζ−)
= dχ, à íîâàÿ ïåðåìåí-íàÿ χ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π, òàê ÷òî èíòåãðàë îò ïåðâîãîñëàãàåìîãî â �îðìóëå äëÿ F ðàâåí 2/Q.Äëÿ äðóãèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì

ξ =
q

Q2
[γ(x+ x1) − x(x1µ− x) + r∆cosχ] , (131)

ξ − q =
q

Q2
[γ(x+ x1) + x1(xµ− x1) + r∆cosχ] . (132)Ñ ýòèìè ñëàãàåìûìè âîçíèêàþò äâå ïàðû èíòåãðàëîâ, ïðèâîäÿùèõ-ñÿ ê èíòåãðàëàì Ïðèëîæåíèÿ Â. Èñïîëüçóÿ ýòè èíòåãðàëû, íàõîäèì

R(x, x1, µ, γ) =
2

Q
+
q2 − 2q − 2

q2

(

1

a(γ, µ,−x1)
− 1

a(γ, µ, x)

)

+

+
1

q2

[

A−(γ, µ, x, x1)

a3(γ, µ,−x1)
+

A+(γ, µ, x, x1)

a3(γ, µ, x)

]

. (133)182



Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ �óíêöèé òðåõ è ÷åòûðåõ àðãóìåí-òîâ:
a(γ, µ, x) =

√

(γ + x)2 + r2µ, rµ =

√

1 + µ

1 − µ
, (134)

A±(γ, µ, x, x1) =
a2(γ, µ, x) − a2(γ, µ,−x1) ±Q2

2
. (135)ÔÏ äëÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñ òîé æå ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ

R(x1, x, µ, γ) =
2

Q
+
q2 − 2q − 2

q2

(

1

a(γ, µ,−x) − 1

a(γ, µ, x1)

)

+

+
1

q2

[

A−(γ, µ, x1, x)

a3(γ, µ,−x) +
A+(γ, µ, x1, x)

a3(γ, µ, x1)

]

. (136)Îòìåòèì, ÷òî â íàøèõ ïðåæíèõ ðàáîòàõ ÔÏ îáîçíà÷àëèñü ñîáðàòíûì ïîðÿäêîì ÷àñòîò â èõ àðãóìåíòàõ.3. Îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîñìîòðèì, ê êà-êèì îãðàíè÷åíèÿì íà ïåðåìåííûå ïðèâîäÿò òðåáîâàíèÿ âûïîëíå-íèÿ íåðàâåíñòâ, îòðàæàþùèõ óñëîâèÿ îòëè÷èÿ îò íóëÿ �óíêöèè(127). Êîíå÷íî, äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ïîäðàçóìåâàþòñÿ åñòå-ñòâåííûå òðåáîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åå �èçè÷åñêîìó ñìûñëó:
x ≥ 0, x1 ≥ 0, −1 ≤ µ ≤ 1, γ ≥ 1.Îãðàíè÷åíèÿ íà îòäåëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò òîò èëè èíîéâèä â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå äðóãèå ïåðåìåííûå ïðè ýòîì çà-êðåïëåíû. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â (54) çàêðåïëÿþòñÿ ÷àñòî-òû x è x1, à òàêæå êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ µ. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà(125) íàõîäèì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

γ ≥ γ∗(x1, x, µ), γ∗(x1, x, µ) =
1

2

(

x1 − x+Q

√

1 +
2

q

)

. (137)Ôóíêöèÿ γ∗(x1, x, µ) ñëóæèò íèæíèì ïðåäåëîì â èíòåãðàëå ïî ýíåð-ãèè (54). Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè çíà÷åíèå âåëè-÷èíû èìïóëüñà
z∗(x1, x, µ) =

1

2

[

(x1 − x)

√

1 +
2

q
+Q

]

. (138)Íåðàâåíñòâî (125) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå, âîçâåäÿ åãîâ êâàäðàò è òåì ñàìûì èçáàâèâøèñü îò êîðíÿ:
2γ2 − 2γ(x1 − x) − q − Q2

q
≥ 0. (139)183



Îòñþäà òàêæå âûòåêàåò óñëîâèå (137), íî ïðè çàêðåïëåííîé ýíåð-ãèè ýëåêòðîíîâ ìîæíî âûâåñòè óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà äðóãèåïåðåìåííûå. Óìíîæèâ (139) íà q = xx1w, w = (1 − µ), ïîëó÷èìíåðàâåíñòâî â îäíîì èç äâóõ âàðèàíòîâ:
[1 + 2γxw + x2w2]x2

1 − 2x[1 + γxw + z2w]x1 + x2 ≤ 0, (140)
[1 − 2γx1w − x2

1w
2]x2 + 2x1[1 − γx1w + z2w]x + x2

1 ≤ 0. (141)Â íåðàâåíñòâå (140) êîý��èöèåíò ïðè x2
1 âñåãäà ïîëîæèòåëåí,ïîýòîìó ëåãêî óñòàíîâèòü îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ðàññå-ÿííîãî �îòîíà:

x−1 ≤ x1 ≤ x+
1 , x±1 = x

1 + γxw + z2w ± zw a(γ, µ, x)

1 + 2γxw + x2w2
. (142)Ïðè òàêèõ ÷àñòîòàõ âñåãäà −1 ≤ ζ− ≤ ζ+ ≤ 1.Çàïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ÷àñòîòó ðàññåèâàåìîãî �îòîíà ñëîæ-íåå, òàê êàê êîý��èöèåíò ïðè x2 â íåðàâåíñòâå (141) ìåíÿåò çíàê.Ïðè çàêðåïëåíèè ÷àñòîò x è x1, à òàêæå ýíåðãèè ýëåêòðîíà γíåðàâåíñòâî (139) óñòàíàâëèâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êîñèíóñà

µ, îäíàêî ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðîùå âûâåñòè äðóãèì ïóòåì, ÷òî ìûñäåëàåì â îòäåëüíîì ïóíêòå.4. ×àñòíûå ñëó÷àè è ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè. Òåïåðü ðàñ-ñìîòðèì òå ñëó÷àè, êîòîðûå áûëè èñêëþ÷åíû ïåðåä ðàâåíñòâîì(119) è íå ïîçâîëÿëè âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî àçèìóòó îáùèì ïîä-õîäîì. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïîäñòàâèì èñêëþ÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðå-ìåííûõ â èñõîäíûé èíòåãðàë (117) è âû÷èñëèì åãî ñ àðãóìåíòîìäåëüòà-�óíêöèè (119).1) Íåïîäâèæíûå ýëåêòðîíû, z = 0. Çäåñü íàéäåì ïðåäåë
1

z
R(x, x1, µ, γ)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= 2δ(x−x1 − q)

(

1 + µ2 +
x2

1(1 − µ)2

1 − x1(1 − µ)

)

. (143)2) Íóëåâàÿ íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòà. Ïðè x = 0

R(0, x1, µ, γ) = 2δ(x1)[2 ln(γ + z) + γz(γ2 + z2)(1 − µ)2 − 2γz(1− µ)].(144)3) �àññåÿíèå ïðÿìî âïåðåä. Ïðè ýòîì ÔÏ
R(x, x1, 1, γ) = 4δ(x− x1) ln(γ + z). (145)184



4) �àññåÿíèå ñòðîãî íàçàä. Ïðè µ = −1 ÔÏ äàåòñÿ îáùåé �îð-ìóëîé, ò. å. ýòî íå îñîáûé ñëó÷àé.Ôîðìóëû (143)�(145) ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé.Çäåñü æå îòìåòèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÔÏ ñ ïåðåñòàâëåííûìè÷àñòîòàìè ðàññåèâàåìîãî è ðàññåÿííîãî �îòîíîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóë (133) è (136) âûòåêàåò, ÷òî
R(x1, x, µ, γ) = R(x, x1, µ, γ + x− x1). (146)Òàêàÿ çàìåíà γ îòðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òàê êàê ó ÔÏñïðàâà äîëæíà ñòîÿòü ýíåðãèÿ γ1, ïî êîòîðîé åå ñëåäóåò óñðåäíÿòü.5. Óñðåäíåíèå ÔÏ ïî íàïðàâëåíèÿì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñðåäíåí-íîé ïî íàïðàâëåíèÿì ÔÏ (59) ïîëåçíî óñðåäíèòü è ÔÏ ïðè �èêñè-ðîâàííîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà, ò. å. íàéòè èíòåãðàë ïî µ îò R(x, x1).Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàéòè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãîèçó÷èì çàâèñèìîñòü ãðàíèöû ýíåðãèè ýëåêòðîíà (137) îò µ ïðè çà-äàííûõ x è x1.Ïðè ðàâåíñòâå ÷àñòîò

γ∗(x, x, µ)=

√

1+
q

2
=

√

1+x2
1−µ

2
, z∗(x, x, µ)=x

√

1−µ
2

. (147)Â ÷àñòíîñòè,
γ∗(x, x,−1) =

√

1 + x2, γ∗(x, x, 1) = 1. (148)Íàïðîòèâ, åñëè x 6= x1, �óíêöèÿ (137) ïðè µ = 1 îáðàùàåòñÿ â +∞,òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå q = 0, íî Q = |x−x1| 6= 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òîïðè �îðìàëüíîì óñòðåìëåíèè µ→ −∞ �óíêöèÿ (137) ñòðåìèòñÿ ê
+∞, òàê êàê ïðè ýòîì Q→ ∞, q → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ýòà �óíêöèÿäîëæíà èìåòü ìèíèìóì. Ïðîèçâîäíàÿ ïî êîñèíóñó

∂γ∗(x1, x, µ)

∂µ
= − xx1

Q
√

1 + 2/q

[

1 − (x1 − x)2

q2

]

. (149)Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ γ∗(x1, x, µ) ðàñòåò ñ ðî-ñòîì µ ïðè µ < 1 − |x1 − x|
xx1

è óáûâàåò ïðè µ > 1 − |x1 − x|
xx1

.Ïðè µmin = 1 − |x1 − x|/(xx1) ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëüè äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ðàâíûé
γmin=γ∗(x1, x, µmin)=1+

x1−x+|x1−x|
2

=

{

1+x1−x, x1 ≥ x,
1, x1 ≤ x.(150)185



Äî ñèõ ïîð íå äåëàëîñü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
µ. Îäíàêî, ýòî êîñèíóñ è îí äîëæåí çàêëþ÷àòüñÿ â ïðåäåëàõ ñâîåãîèçìåíåíèÿ, ò. å. ïîïàäàòü â ïðîìåæóòîê [−1, 1]. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òîïðè ëþáûõ ÷àñòîòàõ x è x1 çíà÷åíèå µmin < 1, íî ïî îòíîøåíèþê íèæíåìó ïðåäåëó âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
µmin > −1, òî γmin äîñòèãàåòñÿ ïðè µmin èç ïðîìåæóòêà [−1, 1].Ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷àñòîòû, ïðè êîòîðûõ âîçìîæåíìèíèìóì, èìåþò âèä
|x1 − x| < 2xx1 èëè x > x1 >

x

1 + 2x
, x1 > x >

x1

1 + 2x1
. (151)Èíà÷å ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî xm(x) < x1 < xM(x), ãäå

xm(x) =
x

1 + 2x
, xM(x) =











x

1 − 2x
ïðè x <

1

2
,

∞ ïðè x ≥ 1

2
.

(152)Åñëè µmin ≤ −1, òî ìèíèìóìà íà îòðåçêå [−1, 1] íå ñóùåñòâóåòè íèæíèì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì �óíêöèè γ∗(x1, x, µ) ÿâëÿåòñÿ
γ∗(x1, x,−1) =

1

2

[

x1 − x+ (x1 + x)

√

1 +
1

xx1

]

. (153)Ïðè íàëè÷èè ìèíèìóìà, åñëè γmin ≤ γ ≤ γ∗(x1, x,−1), ðàçðå-øàÿ óðàâíåíèå γ∗(x1, x, µ) = γ îòíîñèòåëüíî µ, íàõîäèì äâà êîðíÿ:
µ− = 1 − D

xx1
, µ+ = 1 − (x1 − x)2

xx1D
, (154)ãäå

D=z2−γ(x1−x)+zD0, D0 =
√

z2−2γ(x1−x)+(x1−x)2. (155)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñåãäà −1 ≤ µ+ ≤ 1 è µ− ≤ µ+. Åñëè γ ≤
γ∗(x1, x,−1), òî µ− ≥ −1, òàê ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî µ â ýòîì ñëó-÷àå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîìåæóòêó [µ−, µ+], åñëè æå γ ≥ γ∗(x1, x,−1),òî ïî ïðîìåæóòêó [−1, µ+].Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåíèå ÔÏ ïî íàïðàâëåíèÿì ñâîäèòñÿ êâû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

R(x1, x, γ) =
1

2

µ+
∫

µm

R(x1, x, µ, γ)dµ, (156)186



â êîòîðîì íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àëüòåðíà-òèâíî:
µm =







−1, åñëè |x1 − x| ≥ 2xx1,
−1, åñëè |x1 − x| ≤ 2xx1 è γ ≥ γ∗(x1, x,−1),
µ−, åñëè |x1 − x| ≤ 2xx1 è γmin ≤ γ ≤ γ∗(x1, x,−1).(157)Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî µ ñëåäóåò èçìåíèòü ïðåäåëû èí-òåãðèðîâàíèÿ è ïî ýíåðãèè. Ôîðìóëà äëÿ ÔÏ, óñðåäíåííîé ïî γ,ïðèìåò âèä

R(x, x1) =
3π

2

∞
∫

γ∗(x1,x)

R(x, x1, γ)fe(γ)dγ, (158)ãäå
γ∗(x1, x) =

{

γ∗(x1, x,−1), åñëè |x− x1| ≥ 2xx1,
γmin, åñëè |x− x1| ≤ 2xx1.

(159)Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà γminíà ïëîñêîñòè x, x1 è çíà÷åíèÿ ýòîãî ìèíèìóìà, à íà ðèñ. 5 � íèæíèåãðàíèöû èçìåíåíèÿ γ ïðè çàêðåïëåííûõ x è x1.
x1 x1
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x1 =
x

1−2x
x1 =x

γmin =1+x1−x γmin =1 γmin γmin

xM
xmx1 =x/(1+2x)

γ∗(x1, x,−1)

x x

γ
∗
(x

1
,x

,−
1
)

�èñ. 4. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ �èñ. 5. Ïðåäåëû �óíêöèèìèíèìóìà �óíêöèè γ∗(x1, x, µ) γ∗(x1, x, µ)ïî µ è åãî çíà÷åíèÿ.6. �åãóëÿðèçàöèÿ ÔÏ. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ îòäåëüíûå ñëàãàå-ìûå â �îðìóëå (133) îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî áîëüøèìè è ïðè èõ ÷èñ-187



ëåííîì ñëîæåíèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîòåðÿ òî÷íîñòè. Äëÿ ïðåäîò-âðàùåíèÿ ýòîãî ìîæíî îáúåäèíèòü íåêîòîðûå ñëàãàåìûå, ïðîèçâå-ñòè ñîêðàùåíèÿ àíàëèòè÷åñêè è ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ÔÏ ââèäå
R(x1, x, µ, γ) =

2

Q
+
u

v

[

1 − 2

q
+
u2(u2 + 5v) +Q2(u2 + 3v)

2q2v2

]

, (160)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ v = a(γ, µ, x) a(γ, µ,−x1) è
u = a(γ, µ, x)−a(γ, µ,−x1) = (x+x1)

2γ + x− x1

a(γ, µ, x) + a(γ, µ,−x1)
. (161)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé ÔÏ ïî �îðìóëå (156) â ðàáîòå [36℄è îáçîðå [78℄ áûëà íàéäåíà ïåðâîîáðàçíàÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíê-öèè. Îäíàêî â íåé ïðè ñëîæåíèè îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ âîçìîæíûïîòåðè òî÷íîñòè, äëÿ èçáåæàíèÿ êîòîðûõ ïðåäëàãàëàñü äîâîëüíîñëîæíàÿ ïðîöåäóðà àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ áëèçêèõ ïî âåëè-÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó ÷ëåíîâ. Ïðè íàëè÷èè ñîâðå-ìåííûõ êîìïüþòåðîâ áîëåå âûãîäíî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿòüèíòåãðàë îò ðåãóëÿðèçîâàííîé �óíêöèè â �îðìå (160). Âñå æå ñëå-äóåò ïðîÿâëÿòü îñòîðîæíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò ïåð-âîãî, ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî â ýòîé �îðìóëå. Îäíàêî ðàçíîñòüçíà÷åíèé ýòîãî èíòåãðàëà, ðàâíîãî−Q/xx1, íà ïðåäåëàõ ìîæíî âû-÷èñëèòü ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

Q|µ+
= |z −D0|, Q|µ− = z +D0, Q(−1) = x+ x1. (162)Ïîýòîìó

Q|µ+

µm
=Q|µ+

−Q|µm
=

{

|z−D0|−z−D0 ïðè µm=µ−,
|z−D0|−x−x1 ïðè µm=−1.

(163)Âûÿñíèì, êîãäà z áîëüøå, à êîãäà ìåíüøåD0. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî D0 > z ïðè (x1−x−2γ)(x1−x) > 0. Åñëè x1 < x, òî òåì áîëåå
x1−x−2γ < 0, è D0 > z. Åñëè x1 > x, òî D0 > z ìîæåò áûòü òîëüêîïðè x1 > x+2γ. Åñëè æå 0 < x1−x < 2γ, òî D0 < z. Íà ãðàíèöàõ,ò. å. ïðè x1 =x è/èëè 2γ=x1−x ñîáëþäàåòñÿ ðàâåíñòâî D0 = z.×òî êàñàåòñÿ óñðåäíåíèÿ ÔÏ ïî àçèìóòó, òî çàìåòèì çäåñüòîëüêî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñ íàèáîëüøåé îñòîðîæíîñòüþ íàäîâû÷èñëÿòü èíòåãðàë îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ýòîò èíòåãðàë âûðà-æàåòñÿ ÷åðåç íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.188



Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðåäåëüíûì �îðìàì ïðèâåäåííûõ â � 2óðàâíåíèé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàì ìàëî îò-ëè÷àåòñÿ îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ìàêñâåëëîâñêîãî.� 5. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë1. Ïî÷òè íåðåëÿòèâèñòñêèå ýëåêòðîíû. Ïðèìåì òåïåðü, ÷òîòåìïåðàòóðà ýëåêòðîííîãî ãàçà è ýíåðãèè �îòîíîâ íå î÷åíü âåëè-êè, òî÷íåå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ kBT ≪ mc2 è hν ≪ mc2,ò. å. ñðåäíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è �îòîíîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà. ×òîáû ïðîèçâåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
y = mc2/kBT → ∞, íàì íàäî ïåðåîïðåäåëèòü áåçðàçìåðíûå ÷àñòî-òû �îòîíîâ è èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ. Ïîëîæèì xt = hν/kBT , ò. å.áóäåì èçìåðÿòü ýíåðãèè �îòîíîâ â ñðåäíèõ (ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû)ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíîâ. Íîâàÿ áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñâÿçàíà ñî ñòà-ðîé ñîîòíîøåíèåì xt = yx. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê íóæíîïåðåíîðìèðîâàòü èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ, çàìåòèì, ÷òî ïðè y → ∞�óíêöèÿ K2(y) ∼

√

π/2ye−y(1 + 15/8y). Ïðè ýòîì ïîëíûå ýíåðãèèýëåêòðîíîâ áëèçêè ê èõ ýíåðãèÿì ïîêîÿ: γ =
√

1 + z2 ∼ 1 + z2/2.Ñëåäîâàòåëüíî, áåç ó÷åòà ïîïðàâî÷íîãî ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà 1/y

fM(γ) ∼
( y

2π

)3/2

eye−y(1+z
2/2). (164)×òîáû ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåøëî â íåðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâ-ñêîå, íàäî ïîëîæèòü z√y/2 = zt è ~z

√

y/2 = ~zt. Ýòî ðàâíîñèëüíîçàìåíå ~p =mc
√

2/y~zt. Òàêèå æå çàìåíû ñäåëàåì è äëÿ âåëè÷èí ñèíäåêñîì 1.�àçëîæèì ïî ñòåïåíÿì 1/y ≪ 1 âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (44)ñîìíîæèòåëè, óäåðæèâàÿ íóëåâóþ è äâå ïåðâûõ ñòåïåíè îòíîñè-òåëüíî 1/
√
y.Óòî÷íèì ðàçëîæåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ñó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå èìååì

fM(γ)d3z ∼ ye−y(z
2/2−z4/8)d3z

4π
√

π/2y(1+15/8y)
∼ d3zt
π3/2

e−z
2
t

[

1+
1

2y

(

z2
t −

15

4

)]

.(165)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðàë ïî zt îò ñòîÿùåãî â ýòîì ðàçëî-æåíèè ìíîæèòåëÿ ïðè 1/y ðàâåí íóëþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì189



ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Òàê êàê ìû óäåðæèâàåì ñëàãàå-ìûå ïîðÿäêà ìàëîñòè íå áîëüøå 1/y, òî â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå ýòîòìíîæèòåëü îêàæåòñÿ óìíîæåííûì íà ñëàãàåìîå, íå ñîäåðæàùåå íè
y, íè zt. Ïîýòîìó äîáàâî÷íîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â(165) ìîæíî âîîáùå íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, à îñòàâèòü òîëüêîêëàññè÷åñêîå (íåðåëÿòèâèñòñêîå) ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.2. �àçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Ïîëó÷èì ïðåäåëü-íóþ �îðìó êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîñêîé ñðåäû. Äëÿ ýòîãîðàçëîæèì âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (44) ìíîæèòåëè ïðè �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ.Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ÷àñòîòû �îòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ x1. Èç�îðìóëû (11) äëÿ íåå ñëåäóåò, ÷òî xt1 − xt = ∆x, à

∆x

xt
∼

1+
z2

2
−zζ

1+
z2

2
+x−(zζ1+xµ)

−1∼
1+

z2
t

y
−ztζ

√

2

y

1+
z2
t

y
+xt

1−µ
y

−ztζ1
√

2

y

− 1 ∼

∼
√

2/yzt(ζ1 − ζ) − xt(1 − µ)/y + 2z2
t ζ1(ζ1 − ζ)/y. (166)Çäåñü, êàê è âûøå, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

ζ = ~Ω~ω, ζ1 = ~Ω~ω1, µ = ~ω~ω1.Äàëåå íàéäåì ðàçëîæåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (17):
ξ = x(γ − zζ) ∼ xt

y

(

1 +
z2
t

y
− ztζ

√

2

y

)

, (167)
ξ1 = x1(γ − zζ1) ∼

xt1

y

(

1 +
z2
t

y
− ztζ1

√

2

y

)

. (168)Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñå÷åíèÿ Êëåéíà�Íèøèíû � �óíêöèÿ F � ñî-ñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ñëàãàåìîå B ∼ 2 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâïîðÿäêà 1/y2. Âåëè÷èíà µ0 = 1 − x x1/ξξ1 =

=1− 1−µ
(γ−zζ)(γ−zζ1)

∼µ− (1−µ)

[
√

2

y
zt(ζ+ζ1)−

2

y
z2
t (1−ζ2−ζ2

1−ζζ1)
]

.(169)Îòñþäà ïîëó÷àåì F ∼ 1 + µ2−

−2(1−µ)µ

√

2

y
zt(ζ+ζ1)+

2

y
(1−µ)z2

t [2µ(1−ζ2−ζ2
1−ζζ1)+(1−µ)(ζ+ζ1)

2].(170)190



Ïîñêîëüêó ñìåùåíèå ÷àñòîòû ïðè ðàññåÿíèè íà íåðåëÿòèâèñò-ñêèõ ýëåêòðîíàõ ìàëî, òî â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêî-ñòè ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü è ýòó �óíêöèþ.Ïðè ýòîì àðãóìåíòîì ïîëó÷àþùåéñÿ �óíêöèè áóäåì ñ÷èòàòü íå x,êàê ðàíüøå, à xt. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîé æå òî÷íîñòè, ÷òî è äëÿ âñåõîñòàëüíûõ âåëè÷èí, íàäî ó÷åñòü ñëàãàåìûå â �îðìóëå Òåéëîðà ñîâòîðîé ïðîèçâîäíîé:
n11 = n(xt1, ~ω1) = n(xt + ∆x, ~ω1) = n1 + ∆xn′

1 +
(∆x)2

2
n′′

1 . (171)Çäåñü n1 =n(xt, ~ω1) è ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî ïåðåìåííîé xt. �àçëî-æåíèå ðàçíîñòè ∆x ñëåäóåò èç �îðìóëû (166), à åå êâàäðàò (∆x)2 ∼
x2

t (2/y)z
2
t (ζ − ζ1)

2.�àçëîæåíèå ðàçíîñòè, ñòîÿùåé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â óðàâíå-íèè (44), ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà (171) è ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû:
n(1 + n11) − e∆x(1 + n)n11 ∼ n

[

1 + n1 + n′
1∆x+ n′′

1

(∆x)2

2

]

−

−
[

1 + ∆x+
(∆x)2

2

]

(1 + n)

[

n1 + n′
1∆x+ n′′

1

(∆x)2

2

]

∼

∼ n−n1−[n′
1+n1(1+n)]∆x−[n′′

1+(2n′
1+n1)(1+n)]

(∆x)2

2
.(172)�àñêëàäûâàþòñÿ è îñòàëüíûå ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå ïðè äè�-�åðåíöèàëàõ ïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå:

x2
1/(xγξ) = x2

t1/[x
2
tγ(γ − zζ)] ∼

∼
1+2

√

2

y
zt(ζ1−ζ)−

2

y
[xt(1−µ)+2z2

t ζ1(ζ1−ζ)z2
t (ζ2

1 + ζ2−2ζ1ζ)]

[1 + z2
t /y][1 + z2

t /y −
√

2/yztζ]
∼

∼ 1+
√

2/yzt(2ζ1−ζ)−(2/y)[xt(1−µ)+z2
t (1−3ζ2

1 +2ζζ1)]. (173)Ïåðåìíîæåíèå ýòèõ ìíîæèòåëåé è ñå÷åíèÿ äàåò x2
1

xγξ
F ∼1+µ2+

+

√

2

y
zt[2ζ1(1−µ+2µ2)−ζ(1+2µ−µ2)]+

2

y
{−(1+µ2)(1−µ)xt+

+z2
t [−1+2µ−3µ2+ζ2(1−µ)2+2ζ2

1 (2−4µ+5µ2)−4ζζ1µ(2−µ)]}.(174)191



Åñëè îáúåäèíèòü, íàêîíåö, âñå ðàçëîæåíèÿ, òî ïîäûíòåãðàëü-íàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå îäíîãî ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå ìûíå âûïèñûâàåì èç-çà åãî ãðîìîçäêîñòè.3. Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà. Ïðîèçâåäåì ñíà÷à-ëà óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñîâ ýëåêòðîíîâ, ðàñïðåäåëå-íèå êîòîðûõ èçîòðîïíî. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ
∫

d2Ω

π
=4,

∫

d2Ω

π
ζ=

∫

d2Ω

π
ζ1 =0,

∫

d2Ω

π
ζ2=

∫

d2Ω

π
ζ2
1=

4

3
,

∫

d2Ω

π
ζζ1 =

4

3
µ.(175)Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà √2/y ïðè óñðåäíåíèè ïðî-ïàäóò.Ïðè óñðåäíåíèè ïî äëèíàì èìïóëüñîâ ïîíàäîáÿòñÿ èíòåãðàëû

1√
π

∞
∫

0

e−z
2

z2dz =
1

4
,

1√
π

∞
∫

0

e−z
2

z4dz =
3

8
. (176)Îáîçíà÷èì ïîëíîå óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëàóãëîâûìè ñêîáêàìè, ò. å.

1

π3/2

∫

e−z
2
t d3ztψ(~zt) = 〈ψ〉. (177)Òîãäà

〈1〉 = 1, 〈z2
t 〉 =

3

2
, 〈z2

t ζ
2〉 = 〈z2

t ζ
2
1 〉 =

1

2
, 〈z2

t ζζ1〉 =
1

2
µ. (178)Ëåãêî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî

〈∆x〉 =
xt

y
(1 − µ)(1 − xt), 〈(∆x)2〉 = 2

x2
t

y
(1 − µ). (179)Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë, ïðîèçâåäåì óñðåäíåíèå ïî ÷à-ñòÿì, áåç ïåðåìíîæåíèÿ âñåõ ðàçëîæåíèé. Óñðåäíåíèå ïðîèçâåäå-íèÿ ðàçëîæåíèÿ (174) íà íå çàâèñÿùèå îò y ñëàãàåìûå èç (172) äàåò

(n−n1)

{

1+µ2+
2

y
[1−2µ−3µ2+2µ3−(1+µ2)(1−µ)xt]

}

. (180)Óñðåäíåíèå ïîëó÷àþùåãîñÿ â (172) ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà 1/y, êîòîðîåíàäî óìíîæèòü íà íóëåâîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (174), ò. å. íà 1+µ2,ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ
−xt

y
(1−µ){(1−xt)[n

′
1+n1(1+n)]+xt[n

′′
1+2n′

1(1+n)+n1(1+n)]}. (181)192



Åùå îäíî íå èñ÷åçàþùåå â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñëàãàåìîå äàåò ïðî-èçâåäåíèå ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1/
√
y:

−3
xt

y
(1 − µ)(1 + µ2)[n′

1 + n1(1 + n)]. (182)Ñîáèðàÿ âñå ïîëó÷åííûå ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèé ïîñëå óñðåä-íåíèÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå Áàáóýëü-Ïåéðèññàêà��óâèéþà [56℄: ( ∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n =

=
r2e
2
ne

∫

d2ω1

{

(n1−n)

[

(1+µ2)

(

1− 2xt

y
(1−µ)

)

+
2

y
(1−2µ−3µ2+2µ3)

]

+

+
xt

y
(1−µ)(1+µ2)[4(n′

1+n1)+xt(n
′′
1 +n′

1)+n(4n1+2xtn
′
1)]

}

. (183)Çàìåòèì, ÷òî ïðè y = ∞ óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â îïèñûâàþùååòîìñîíîâñêîå ðàññåÿíèå, ïðè÷åì âñå ý��åêòû âûíóæäåííûõ ïåðå-õîäîâ èñ÷åçàþò. Ý��åêò îòäà÷è è äîïëåðîâñêîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòî-òû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè, ÿâëÿþòñÿ ìàëû-ìè ïîïðàâêàìè ê òîìñîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ. Îäíàêî ýòà ìàëàÿ ïî-ïðàâêà ìîæåò áûòü î÷åíü ñóùåñòâåííîé, òàê êàê ïðè ðàññåÿíèè èç-ìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà �îòîíîâ è ìîæåò ñèëüíî èçìåíèòüñÿ ñïåêòð ðàñ-ñåèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ. Îíî ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â äðóãóþ îáëàñòüýíåðãèé, ãäå ïåðâîíà÷àëüíî èçëó÷åíèå îòñóòñòâîâàëî, ò. å. ìàëàÿ ïî-ïðàâêà îêàæåòñÿ äîáàâëåííîé ê íóëþ.Óðàâíåíèå (183) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå, âûäåëèâñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå n, âñå èíòåãðàëû ïðè êîòîðîì âû÷èñ-ëÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â êâàäðàòíûõñêîáêàõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = −σTne

(

1 − 2

y
xt

)

n+
3

16π
σTne

∫

d2ω1×

×
{

n1

[

(1 + µ2)

(

1 − 2xt

y
(1 − µ)

)

+
2

y
(1 − 2µ− 3µ2 + 2µ3)

]

+

+
xt

y
(1−µ)(1+µ2)

[

4
(

n′
1+n1(1+n)

)

+xt(n
′′
1 +n′

1(1+2n)
]

}

.(184)Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðè-áëèæåíèÿ: îòáðîñèòü ñëàãàåìûå ïîðÿäêà 1/y òàì, ãäå îíè äîáàâ-ëÿþòñÿ ê ñëàãàåìûì ïîðÿäêà 1, ò. å. â ïåðâîé è âòîðîé ñòðî÷êàõ193



ðàâåíñòâà (184). Â òî æå âðåìÿ òðåòüþ ñòðî÷êó ñëåäóåò îñòàâèòü âïðèâåäåííîì âèäå, òàê êàê èìåííî åå âëèÿíèå ïðèâîäèò ê ïðåîáðà-çîâàíèþ ýíåðãèé �îòîíîâ è �îðìèðîâàíèþ èõ ñïåêòðà.Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëîñü ðàññåÿíèå â ñðåäå ïðîèçâîëüíîéãåîìåòðèè. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïëîñêîé ñðåäå è èçîòðîïíîìó ïðî-ñòðàíñòâó.4. Ïëîñêèé ñëîé è áåñêîíå÷íîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Âñëó÷àå ïëîñêîé ñðåäû è ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, êàê îòìå÷à-ëîñü â ï. 4 � 2, èñêîìàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò îïòè÷åñêîé ãëóáèíû τT,êîñèíóñà óãëà η è ÷àñòîòû x. Òîãäà âñå ìíîæèòåëè ïðè n è n1 ìîæ-íî óñðåäíèòü ïî àçèìóòó, ÷òî ñäåëàòü íåòðóäíî, îñîáåííî, åñëè ïðè-íÿòü òî ïðèáëèæåíèå, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â êîíöå ïðåäûäóùåãîïóíêòà. Èìåííî â òàêîì âèäå óðàâíåíèå èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòàõ�.À.Ñþíÿåâà è Ë. �. Òèòàð÷óêà, íà÷èíàÿ ñ [86℄. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿ-ëîñü ïðèáëèæåíèå Ýääèíãòîíà [35℄, ðàâíîñèëüíîå äè��óçèîííîìó,òàê ÷òî ïîëíîå ïðèáëèæåíèå íàçûâàëîñü äâàæäû äè��óçèîííûì(ïî ÷àñòîòå è ïî ãëóáèíå).Åñëè ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêèé (ïî÷òè íåðåëÿòèâèñòñêèé) ýëåê-òðîííûé ãàç è íå î÷åíü æåñòêîå ïîëå èçëó÷åíèÿ (âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà kBT ≪ mc2 è hν ≪ mc2) çàïîëíÿþò îäíîðîäíîå èèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî ïðîèçâåñòè òàêèå æå ðàçëîæå-íèÿ, êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõ ïóíêòàõ â óðàâíåíèè (58). Îäíàêîïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíûì óðàâíåíèåì (184), âûâåäåííûìäëÿ ïðîèçâîëüíîé ñðåäû. Ïîëîæèâ â íåì n1 = n è âû÷èñëèâ èíòå-ãðàëû ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
∂n

∂t
=
σTne

y

1

x2
t

∂

∂xt

[

x4
t

(

n+ n2 +
∂n

∂xt

)]

. (185)Òàêèå óðàâíåíèÿ, ïðè âûâîäå êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü èç-ìåíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû ïðè êàæäîì àêòå âçàèìîäåéñòâèÿ, â ðå-çóëüòàòå ÷åãî èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â äè��åðåí-öèàëüíûé îïåðàòîð, â îáùåé òåîðèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà-çûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè òèïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà.5. Êîìïòîíèçàöèÿ. Ýòèì ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ �îðìè-ðîâàíèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ â õîäå ìíîãîêðàòíîãî êîìïòîíîâñêîãîðàññåÿíèÿ è åãî ðåçóëüòàò. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿñïåêòðà îò ìÿãêîãî ê áîëåå æåñòêîìó. Äëÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòèýòîãî ïðîöåññà îöåíèì èçìåíåíèå ìàëîé ÷àñòîòû �îòîíà.194



Èç �îðìóëû (110) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå æå ðàññåÿíèå ìÿãêîãî�îòîíà ðåëÿòèâèñòñêèì ýëåêòðîíîì óâåëè÷èâàåò ÷àñòîòó �îòîíàâ 4z2/3 ðàç. Íî ÷àñòîòà �îòîíîâ ðàñòåò è ïðè ðàññåÿíèè íåðåëÿ-òèâèñòñêèìè ýëåêòðîíàìè, åñëè èõ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñóùåñòâåííîáîëüøå ýíåðãèè �îòîíà.Ïóñòü ìÿãêèé �îòîí ðàññåèâàåòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ýëåêòðî-íàìè ñ z2 ≪ 1. Òîãäà èç (110) íàõîäèì
Ψ1(x, γ) − Ψ0(x, γ) ∼

4

3
z2 − x. (186)Óñðåäíèì ýòó ðàçíîñòü ïî íåðåëÿòèâèñòñêîìó ðàñïðåäåëåíèþÌàêñâåëëà ñ òåìïåðàòóðîé Te ≪ mc2/kB, ïðèìåíèâ �îðìóëû (177).Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â óêàçàííûõ �îðìóëàõ óñðåäíÿåòñÿêâàäðàò zt, à íå z. Ïîýòîìó íàäî ââåñòè ñâÿçûâàþùèé ýòè äâå âå-ëè÷èíû ìíîæèòåëü 2/

√
y. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ

[x1−x]s0(x, y)=4πx

∞
∫

0

z2dzfM(γ)[Ψ(x, γ)−Ψ0(x, γ)] ∼
4

y
x−x2. (187)Òàê êàê s0(x, y) ∼ 1 − 2x, òî ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷åííóþ�îðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [43, 78℄

∆x

x
=

4

y
− x (188)è ïðåäñòàâèòü êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

du
= x

4

y
− x2. (189)Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü áåðåòñÿ ïî áåçðàçìåðíîìó îïòè÷åñêîìó ðàññòîÿ-íèþ, ñîâïàäàþùåìó ñ ÷èñëîì ðàññåÿíèé. Óðàâíåíèå (189) ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì Áåðíóëëè è åãî ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ:

1

x
= e−4u/y

[

1

x0
+
y

4
(e4u/y − 1)

]

. (190)Ïåðåïèñàííîå â âåëè÷èíàõ xt è t = u/y îíî âûãëÿäèò ïðîùå:
xt = x0

t

e4t

1 +
x0

t

4
(e4t − 1)

(191)195



è èç íåãî âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ x0
t è óìåðåííûõ t ÷àñòîòà ðàñòåòýêñïîíåíöèàëüíî. Çàòåì ðîñò çàìåäëÿåòñÿ è ÷àñòîòà xt ñòðåìèòñÿê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ 4. Ìû óâèäèì, ÷òî òî÷íîåçíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà ðàâíî íå 4, à 3.Äàëåå ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (185) è åãî îáîáùåíèÿ(58), áîëåå òî÷íî îïèñûâàþùèå ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå.� 6. �åøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé1. Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà è åãî ñâîéñòâà. Â ýòîì ïàðàãðà�åîïóñòèì èíäåêñ t ó ÷àñòîòû (ââåäåííûé äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü÷àñòîòó, èçìåðÿåìóþ â åäèíèöàõ kBT/h, îò ÷àñòîòû, èçìåðÿåìîé âåäèíèöàõ mc2/h) è áóäåì ïèñàòü ïðîñòî x.Óðàâíåíèå (185) çà ñ÷åò âûáîðà åäèíèöû èçìåðåíèÿ âðåìåíè,ðàâíîé y/(cσTne), ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ áåç ïàðàìåòðîâ:

∂n

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

n+ n2 +
∂n

∂x

)]

. (192)Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò âðåìåííóþ ýâîëþöèþ îäíîðîäíîãî è èçî-òðîïíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîì îäíîðîäíîì è èçîòðîïíîìïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì ðàâíîâåñíûì íåðåëÿòèâèñòñêèì è íåâû-ðîæäåííûì ýëåêòðîííûì ãàçîì. Îíî áûëî âûâåäåíî â 1952 ãîäóÀ.Ñ.Êîìïàíåéöåì (îïóáëèêîâàíî [27℄ â 1956 ïîñëå ðàññåêðå÷èâà-íèÿ) è íîñèò åãî èìÿ.Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà â ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ çàïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂nν(t)

∂t
=
σTne

mc

h

ν2

∂

∂ν

[

ν4

(

kBT

h

∂nν(t)

∂ν
+ nν(t) + n2

ν(t)

)]

. (193)Çäåñü nν(t) = n(xt, t) = n(x, t). Â äàëüíåéøåì èçó÷àåì ýòî óðàâíå-íèå â �îðìå (192).Èç óðàâíåíèÿ (192), òàê æå êàê è èç (58), âûòåêàåò çàêîí ñîõðà-íåíèÿ ÷èñëà �îòîíîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ(192) íà x2 è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì ÷àñòîòàì ïîëó÷àåì
d

dt

∞
∫

0

x2n(x, t)dx=

∞
∫

0

∂

∂x

[

x4

(

∂n

∂x
+n+n2

)]

dx=

[

x4

(

∂n

∂x
+n+n2

)]

∣

∣

∣

∣

∣

x=∞

x=0

= 0.(194)196



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ â êðóãëûõñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà îïèñûâàåò îòäåëüíûéý��åêò, à èìåííî: ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé � ý��åêò Äîïëåðà, n� ý��åêò Êîìïòîíà, à n2 � âûíóæäåííîå ðàññåÿíèå.Óðàâíåíèå (192) íåëèíåéíîå è, ê ñîæàëåíèþ, òî÷íûõ àíàëèòè-÷åñêèõ ðåøåíèé íå èìååò. Â ðàçíîå âðåìÿ áûëè íàéäåíû òî÷íûåðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (192), åñëè îòáðîñèòü îäíîèëè äâà ñëàãàåìûõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ò. å. ïðåíåáðå÷ü õîòÿ áû îä-íèì èç óêàçàííûõ ý��åêòîâ. Ïðèâåäåì âñå òàêèå ðåøåíèÿ.2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå è �óíêöèÿ �ðèíà. Ïðè íåáîëüøèõ ÷èñ-ëàõ çàïîëíåíèÿ n≪ 1 ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âûíóæäåííîå ðàññåÿíèåè â óðàâíåíèè (192) îòáðîñèòü n2. Óðàâíåíèå ïåðåéäåò â ëèíåéíîå:
∂n(x, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

∂n

∂x
+ n

)]

. (195)Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ �ðèíà, âû-ðàæàþùóþ ëþáîå ðåøåíèå ÷åðåç íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �îòî-íîâ:
n(x, t) =

∞
∫

0

G(x, x1, t)n(x1, 0)dx1. (196)Ôóíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ (195):
∂G(x, x1, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

∂G

∂x
+G

)]

, (197)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
G(x, x1, 0) = δ(x− x1). (198)Èíòåãðàë (60) äëÿ ýòîé �óíêöèè ïåðåõîäèò â
∞
∫

0

x2G(x, x1, t)dx = x2
1. (199)Ôóíêöèÿ G(x, x1, t) áûëà íàéäåíà À.Ñ.Êîìïàíåéöåì ïîñðåä-ñòâîì ðàçëîæåíèÿ åå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì (ñ.�.) îïåðàòîðàïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (195). Ïîäðîáíûé âûâîä åå ìåòîäîì ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðèâåäåí â ñòàòüå [33℄. Ïðè t → ∞ �óíêöèÿ197



�ðèíà ñòðåìèòñÿ ê 1

2
x2

1e
−x, òàê ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿÊîìïàíåéöà èìåþò ïðåäåëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ �îðìó â âèäå �óíê-öèè Âèíà n(x,∞) =

1

2
e−x

∞
∫

0

n(x1, 0)x2
1dx1. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ

Ce−x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáûõ êîý��è-öèåíòàõ C.Ôóíêöèÿ x2n(x,∞) èìååò ìàêñèìóì ïðè x = 2. Ñðåäíåå çíà÷å-íèå ÷àñòîòû ïî âèíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàâíî 3. Ñîîòíîøåíèå(60) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè t = ∞. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî ñî-ãëàñíî �îðìóëå Ïëàíêà ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà �îòîíîâ
x2/(ex−1) ëåæèò ïðè x = 1.5936, à ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà x ðàâíà 2.7012.Â ñòàòüå [37℄ áûëè âû÷èñëåíû ñ.�., âõîäÿùèå â �îðìóëó äëÿ�óíêöèè �ðèíà, è ñàìà ýòà �óíêöèÿ. Íà ðèñ. 6 è 7 ïðåäñòàâëåíûåå ãðà�èêè ñîîòâåòñòâåííî ïðè x1 = 0.1, 1 è 10, îòðàæàþùèå óêà-çàííûå âûøå ñâîéñòâà. Ïðè ýòîì íà ðèñ. 6 äàíà íåïîñðåäñòâåííî�óíêöèÿ �ðèíà, à íà ðèñ. 7 äàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå x2G(x, x1, t).3. Äè��óçèîííîå ðåøåíèå. Åñëè îòáðîñèòü äâà ñëàãàåìûõ n è
n2, ÷òî äîïóñòèìî ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ, òî ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå

∂n(t, x)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4 ∂n

∂x

] (200)òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è äëÿ íåãî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíàòåì æå ðàâåíñòâîì (196), ÷òî è âûøå. Ïîäñòàíîâêàìè x=eu−3y, t=
y ñ îáðàòíûìè èì y = t, u = 3t + lnx óðàâíåíèå (200) ïðèâîäèòñÿê óðàâíåíèþ äè��óçèè

∂2n

∂u2
=
∂n

∂y
. (201)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ

Gdif(x, x1, t) =
1

2x1

√
πt

exp

(

− 1

4t

(

ln
x

x1
+ 3t

)2
)

. (202)Òàêàÿ �îðìà �óíêöèè �ðèíà áûëà ïîëó÷åíà ß.Á. Çåëüäîâè÷åì è�.À.Ñþíÿåâûì [101℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ (202) ÿâëÿåò-ñÿ ïðåäåëîì îáùåé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (197), ïðèìàëûõ ÷àñòîòàõ. 198
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x x�èñ. 7. Ýâîëþöèÿ �óíêöèè x2G(x, x1, t) ïðè x1=1 (à) è x1 =10 (á).Èñïîëüçóÿ äè��óçèîííóþ �óíêöèþ �ðèíà (202), àâòîðû ñòà-òüè [14℄ ïîêàçàëè, ÷òî ïëàíêîâñêèé ñïåêòð ìàëûõ ÷àñòîò ïðåîáðàçó-åòñÿ â íàáîð ïëàíêîâñêèõ ñïåêòðîâ ñ òåìïåðàòóðàìè èç íåêîòîðîãîèíòåðâàëà.4. �åøåíèå ñòàöèîíàðíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïîëå èç-ëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå (192) ïåðåõîäèò â ñòà-öèîíàðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà
1

x2

d

dx

[

x4

(

dn

dx
+ n

)]

= 0. (203)Ýòî óðàâíåíèå ñðàçó ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà199



dn

dx
+ n =

C2

x4
. (204)Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

n = C1e
−x + C2e

−x

x
∫

β

ex
′ dx′

(x′)4
. (205)Çäåñü β > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Âòîðîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë òîëü-êî ïðè x ≥ β. Âçÿòü β = 0 íåëüçÿ, òàê êàê ýòà �óíêöèÿ ïðè x → 0ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê ñèëüíî, ÷òî èíòåãðàë (60) íå ñóùå-ñòâóåò. Ïåðâîå æå ðåøåíèå îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå Âèíà, ò. å. ïðà-âèëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Âòîðîå ðåøåíèå íàäî, ïî-âèäèìîìó,îòáðîñèòü êàê íå�èçè÷åñêîå.�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (203), ò. å. ñòàöèîíàð-íîãî óðàâíåíèÿ ñ èñòî÷íèêàìè

1

x2

d

dx

[

x4

(

dn

dx
+ n

)]

= f(x) (206)ìîæíî èñêàòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, îäíàêîåãî ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî ïðîùå. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî
x îò 0 äî x:

(

dn

dx
+ n

)

=
1

x4

x
∫

0

x2
1f(x1)dx1. (207)�åøåíèå ïîëó÷èâøåãîñÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî-âòîðíûì èíòåãðàëîì

n(x) = e−x
x
∫

0

ex
′ dx′

(x′)4

x′
∫

0

x2
1f(x1)dx1 = e−x

x
∫

0

x2
1f(x1)dx1

x
∫

x1

ex
′ dx′

(x′)4
.(208)Ôóíêöèÿ �ðèíà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (196):

n(x) =

∞
∫

0

G(x, x1)f(x1)dx1, (209)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
1

x2

d

dx

[

x4

(

dG

dx
+G

)]

= δ(x− x1) (210)200



è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àëüòåðíàòèâíûìè �îðìóëàìè â ÿâíîìâèäå:
G(x, x1) =















e−xx2
1

x
∫

x1

dx′

(x′)4
, x1 ≤ x,

0, x1 ≥ x.

(211)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòåïåííîãî ñïåêòðà èñòî÷íèêà f(x) = xæðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ�óíêöèþ [33℄:
n(x) =

xæ

æ(æ + 3)
e−xF (æ,æ + 1, x) ∼











xæ

æ(æ + 3)
, x≪ 1,

xæ−1

æ + 3
, x≫ 1.

(212)
lg n(x)
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x�èñ. 8. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðûõïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíè ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè èñòî÷íèêà.Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé æ.5. �åøåíèå íåäè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ. Íàçîâåì òàê óðàâíå-íèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (192), åñëè â åãî êðóãëûõñêîáêàõ îòáðîñèòü ïðîèçâîäíóþ ïî ÷àñòîòå, îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòîò-íóþ äè��óçèþ �îòîíîâ. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà â�îðìå (193), ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé òåìïåðàòó-ðå ýëåêòðîííîãî ãàçà. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
∂n(x, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4
(

n+ n2
)]

. (213)201



Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àâòîìîäåëüíîñòè, à èìåííî äëÿåãî ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ïîäîáèÿ: ïðè ïðîèçâîëüíîì
α > 0

n(αx, t/α) = n(x, t), (214)ò. å. ïðîòèâîïîëîæíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ ÷àñòîò è âðåìåíè íåèçìåíÿåò ðåøåíèÿ.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (213) � ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøàåì åãî ìå-òîäîì õàðàêòåðèñòèê. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå õàðàêòåðèñòèêè(213), çàïèñûâàþòñÿ òàê:
dt = − dx

x2(1 + 2n)
=

dn

3x(n+ n2)
. (215)Ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-þùèå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ: x4B = C4 è 4Ct + 21/2F (φ, 2−1/2),ãäå B = n+ n2,

F (φ, k) =

φ
∫

0

dφ1
√

1 − k2 sin2 φ1

(216)� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, à
φ = φ(B) = 2 arctg(2−1/2B−1/4). (217)�åøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ìîæíî çàïèñàòüâ íåÿâíîì âèäå [33℄
t =

F (φ0, 2
−1/2) − F (φ, 2−1/2)

23/2C
, (218)ãäå φ0 = φ(B0(x0)), B0(x) = n(x, 0)[1 + n(x, 0)], C = xB1/4(x) =

x0B1/4
0 (x0).Åñëè â íàéäåííîì ðåøåíèè ñ÷èòàòü, ÷òî n ≫ 1, ò. å. ÷èñëà çà-ïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé âåëèêè è âûíóæäåííîå ðàññåÿíèåèãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü, òî, ïîäñòàâèâ ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ

B ∼ n2, φ ∼ 21/2n−1/2 ≪ 1, F (φ, 2−1/2)∼φ, ñâåäåì ðåøåíèå (218) ê
t =

1

2

[

1

x0n(x0)
− 1

xn(x)

]

. (219)Ýòî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ß.Á. Çåëüäîâè÷åì è Å.Â.Ëåâè÷åì [15℄,óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂n

∂t
− 2x2n

∂n

∂x
= 4xn2. (220)202



Íà ðèñ. 9, âçÿòîì èç ñòàòüè [33℄, ïîêàçàíî, êàê ýâîëþöèîíèðóåòíà÷àëüíûé ñïåêòð n(x, 0) = xe−x ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (213) è åãîðåøåíèþ (218).
lg[x2n(x, t)]
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lg x�èñ. 9. �åøåíèÿ íåäè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ.Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñïåêòð ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó íèçêèõ ÷à-ñòîò, ïðè÷åì ñòàíîâèòñÿ âñå êðó÷å. Ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ñïåêòðîïðîêèäûâàåòñÿ, ÷òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èç-çà íåÿâíîãî âè-äà ðåøåíèÿ. Ïðè÷èíà òàêîãî íå�èçè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà âòîì, ÷òî êîãäà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ î÷åíü ðåçêî ìåíÿåòñÿ ñ÷àñòîòîé, íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè Êîìïàíåé-öà, íåñìîòðÿ íà ìàëûé êîý��èöèåíò ïðè íåé. Êðîìå òîãî, è ñàìîýòî óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ íåàäåêâàòíûì, òàê êàê ïðè åãî âûâîäåïðåäïîëàãàëàñü âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïî �îð-ìóëå Òåéëîðà, êîòîðàÿ îòñóòñòâóåò ïðè áîëüøîé ïðîèçâîäíîé ïî÷àñòîòå.Òîò æå ý��åêò âîçíèêàåò â ðåøåíèè (219), ÷òî ìîæíî ïîêàçàòüè áåç âû÷èñëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, îäíî èç óðàâíåíèé õàðàêòåðè-ñòèê óðàâíåíèÿ (220) ãëàñèò: dx

dt
= −2x2n, ò. å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ÷àñòîòû x ñî âðåìåíåì îòðèöàòåëüíà è ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

n. Ïîýòîìó ÷åì âûøå òî÷êà íà êðèâîé ðåøåíèÿ, òåì áûñòðåå îíàïðîäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ ÷àñòîò.Ý��åêò ïåðåõëåñòà ñïåêòðà èíòåðïðåòèðîâàëñÿ àâòîðàìè [15℄êàê ïîÿâëåíèå óäàðíîé âîëíû â ÷àñòîòíîì ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ. Äëÿâûÿñíåíèÿ åãî ðåàëüíîãî ñìûñëà íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ áåç203



ïðåíåáðåæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ÷àñòîòå èëè òî÷íîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî.6. Ýâîëþöèÿ îäíîðîäíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ. ×èñëåííûå ðåøåíèÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (58) ïðè ìàêñâåëëîâñêèõ ýëåêòðîíàõ ñíèçêîé òåìïåðàòóðîé áåç ó÷åòà âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ ïîëíî-ñòüþ ñîâïàëè ñ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî æå óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà.Èíäóöèðîâàííîå ðàññåÿíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåëèíåéíîñòè óðàâíå-íèé, îáíàðóæèâàåò òàêèå îñîáåííîñòè ðåøåíèé, êîòîðûå òîëüêîóãàäûâàëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, îáñóæäàâøèõ-ñÿ âûøå.Êîíå÷íî, ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà íè-êàêèõ ïåðåõëåñòîâ íå âîçíèêàåò. Âìåñòå ñ òåì ðåøåíèÿ îáëàäàþòíåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè.Äåëî â òîì, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè ïðîèçâîëü-íûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ �îòîíîâ ïî ýíåðãèÿì, ïðè êîòî-ðûõ ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ êîíå÷íî, îáÿçàòåëüíî ýâîëþöèîíèðóþòê ðàâíîâåñíîìó âèíîâñêîìó ñïåêòðó. Ýòî íå âñåãäà îñóùåñòâëÿåò-ñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì. Äëÿ íèõ ïðåäåëüíûìÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà, íî ñîãëàñíî ýòîìó ðàñ-ïðåäåëåíèþ ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåëüíîå áåçðàçìåðíîå ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ�îòîííûõ ñîñòîÿíèé èìååò îãðàíè÷åíèå
∞
∫

0

x2dx

exp(x− µ) − 1
≤

∞
∫

0

x2dx

exp(x) − 1
= 2.4041138. (221)Åñëè âåëè÷èíà èíòåãðàëà (60) äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N0ïðåâîñõîäèò ýòó ãðàíèöó, òî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùå-ñòâóåò.Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèè x2n(x, t), âû÷èñ-ëåííîé â ðàáîòå [40℄ ïðè íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, èìèòèðóþùèõäåëüòà-�óíêöèþ:

n(x, 0) =
N0√
πε
e−(x−x1)

2/ε2 . (222)Ïðè ðàñ÷åòàõ áðàëîñü çíà÷åíèå ε = 0.01. Åñëè ïðè N0 ≤ 1 ðåøåíèÿíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò òîò æå õàðàêòåð, ÷òî è íà ðèñ. 7,204
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x x�èñ. 10. Ýâîëþöèÿ äåëüòàîáðàçíûõ íà÷àëüíûõ ñïåêòðîâ:à � ïðè N0 = 10, á � ïðè N0 = 50.òî ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî ïàðàìåòðà ñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèé, âûðà-æàþùàÿñÿ â êðóòèçíå ñïåêòðà è ñêîðîñòè åãî ïðèáëèæåíèÿ ê îñèîðäèíàò, âîçðàñòàåò.à á
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x x�èñ. 11. Ýâîëþöèÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ ñïåêòðîâ:à � ïðè N0 = 1, á � ïðè N0 = 50.Íà ðèñ. 11 èç òîé æå ðàáîòû [40℄ ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ñïåêòðàèçëó÷åíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ
n(x, 0) =

8N0

3
xe−2x. (223)205



Ïðè N0 = 1 íèêàêèõ îñîáåííîñòåé â ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ íå âîçíèêà-åò: îíî ïëàâíî ýâîëþöèîíèðóåò ê ðàñïðåäåëåíèþ Áîçå�Ýéíøòåéíà.Íàïðîòèâ, åñëè N0 = 50, òî ñ ïðèáëèæåíèåì ê îñè îðäèíàò âîçíèêà-þò âûñòóïû, íàïîìèíàþùèå óäàðíûå �ðîíòû èëè êâàçèëèíèè. �å-øåíèÿ òî÷íîãî, èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äåìîíñòðèðóþò óêàçàí-íûå ÿâëåíèÿ åùå â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ïîëó÷åííûå â ïðèáëèæå-íèè Êîìïàíåéöà.Çäåñü ìû ïðèâåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùèõ òîëüêîêîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Êîíå÷íî, íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíè-ìàíèå è äðóãèå ìåõàíèçìû èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ �îòîíîâ. Íà-ïðèìåð, òîðìîçíîé ìåõàíèçì, ñ êîòîðûì ñðàâíèâàëîñü êîìïòîíîâ-ñêîå ðàññåÿíèå â � 1, äîëæåí ý��åêòèâíî ïîãëîùàòü �îòîíû ìàëûõ÷àñòîò è ïðåïÿòñòâîâàòü èõ íàêîïëåíèþ. �åçóëüòèðóþùèé ñïåêòðïðè ýòîì äîëæåí áûòü ïëàíêîâñêèì.Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû óêàæåì îáúåêòû, â êîòîðûõ îñó-ùåñòâëÿþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ áîëüøîé ðîëè êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿ-íèÿ. � 7. Àñòðî�èçè÷åñêèå îáúåêòû ñ áîëüøîé ðîëüþêîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ1. Äæåòû èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê. Êàê ïîêàçûâàþò íà-áëþäåíèÿ [72, 79℄, èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê (Àß�), â öåíòðå êî-òîðûõ íàõîäèòñÿ ÷åðíàÿ äûðà ìàññîé â 108 ÷ 109M⊙, ïðîèñõîäÿòâûáðîñû, íàçûâàåìûå äæåòàìè. Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìîäåëüäæåòà � ñòðóÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ñãóñòêîâ. Â õîäå ýâîëþöèè ñãóñòêîâíàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íèõ óìåíüøàåòñÿ îò ∼ 1 �ñ äî
10−6 �ñ, à åãî ýíåðãèÿ êàê-òî ïðè ïîñðåäñòâå ïðîòîíîâ ïåðåõîäèò êýëåêòðîíàì, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýíåð-ãèè ýëåêòðîíîâ ïðåâîñõîäÿò èõ ýíåðãèþ ïîêîÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿä-êîâ (ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå 6 · 109 Ê).Ýëåêòðîíû â ìàãíèòíîì ïîëå èçëó÷àþò ñèíõðîòðîííûì ìåõàíèç-ìîì �îòîíû â ðàäèîäèàïàçîíå. Èçëó÷åííûå �îòîíû ðàññåèâàþòñÿòåìè æå ýëåêòðîíàìè è ñèëüíî óâåëè÷èâàþò ñâîþ ýíåðãèþ, ïåðå-õîäÿ â áîëåå ýíåðãè÷íóþ ÷àñòü ñïåêòðà, â îïòèêó, ðåíòãåíîâñêèéè ãàììà-äèàïàçîíû. Ýòîò ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ ñèíõðîêîìïòîíîâ-ñêèì (ïî-àíãëèéñêè syn
hrotron self-Compton). �àçëè÷íûå ìîäåëèñâå÷åíèÿ òàêèõ èñòî÷íèêîâ îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [73, 62℄.206



Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èì-ïóëüñàì èçîòðîïíî, à ïî ýíåðãèÿì ñòåïåííîå γ−p ñ õàðàêòåðíûìèçíà÷åíèÿìè γ ïîðÿäêà 102�107 è áîëüøå. Òîãäà ñèíõðîòðîííîå èç-ëó÷åíèå òîæå èìååò ñòåïåííîé ñïåêòð, ïðîïîðöèîíàëüíûé ν−(p−1)/2(ñì. �ëàâó III). Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êîìïòîíîâñêîãî ìåõàíèçìà âãàììà-äèàïàçîíå ñïåêòðà âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûé áàìï (bump),ò. å. ãîðá. Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ èíòåíñèâíîñòü ñïåêòðà ïî ðàç-ëè÷íûì ïðè÷èíàì áûñòðî ñïàäàåò (çàâàë ñïåêòðà). ×åì äàëüøåïðîñòèðàåòñÿ ñòåïåííîé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ, òåì íà á�îëüøèõ ÷àñòî-òàõ ïðîèñõîäèò çàâàë.Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïåðåõîäèò ê �îòîíàì, êîòîðûå ïîêèäà-þò äæåò. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñâå÷åíèÿ íåîáõîäèìà ïîäêà÷êà ýíåð-ãèè ýëåêòðîííîìó ãàçó. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ìîäåëåé òàêîé ïîäêà÷-êè. Âîçìîæíà íåïðåðûâíàÿ èíæåêöèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâèëè èõ óñêîðåíèå êàêèì-íèáóäü ìåõàíèçìîì. Èñòî÷íèêîì ýíåðãèèÿâëÿåòñÿ ÿäðî ãàëàêòèêè (
entral engine). Íà ïðîòÿæåíèè çàìåòíîãîâðåìåíè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ñâå÷åíèÿ.2. Íåéòðîííûå çâåçäû è ÷åðíûå äûðû â äâîéíûõ ñèñòåìàõ. Âòàêèõ ñèñòåìàõ ïðîèñõîäèò ïåðåòåêàíèå âåùåñòâà ñ îáû÷íîé çâåç-äû íà êîìïàêòíóþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîêðóã ïîñëåäíåé îáðàçóåòñÿàêêðåöèîííûé äèñê [59℄. Òåîðèÿ àêêðåöèîííûõ äèñêîâ èçëîæåíà âîìíîãèõ êíèãàõ, íàïðèìåð, â [64℄.Âî âíóòðåííåé ÷àñòè äèñêà, áëèçêîé ê àêêðåöèðóþùåìó êîì-ïàêòíîìó îáúåêòó, òåìïåðàòóðà î÷åíü áîëüøàÿ, òàì ãîðÿ÷èé ýëåê-òðîííûé ãàç ðàññåèâàåò �îòîíû, èçëó÷àåìûå êàêèì-íèáóäü ïåðâè÷-íûì ìåõàíèçìîì: ñèíõðîòðîííûì, òîðìîçíûì èëè äâîéíûì êîìï-òîíîâñêèì. �àññåÿííûå �îòîíû ìîãóò ðîæäàòü ýëåêòðîí-ïîçèòðîí-íûå ïàðû, â ñâîþ î÷åðåäü àííèãèëèðóþùèå è äàþùèå �îòîíû äëÿïîñëåäóþùèõ êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ, ðîæäåíèÿ è àííèãè-ëÿöèè ïàð [65℄.Êîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ îáÿçàíî è �îðìèðîâàíèå ñïåêòðààêêðåöèðóþùèõ âåùåñòâî îäèíî÷íûõ íåéòðîííûõ çâåçä [12℄.Èç ïîëÿðíûõ îáëàñòåé çâåçä, îêðóæåííûõ äèñêàìè, âûáðàñû-âàþòñÿ äæåòû, ìàñøòàá êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â ñëó-÷àå Àß�, òàê êàê ìàññà íåéòðîííîé çâåçäû èëè ÷åðíîé äûðû çäåñüïîðÿäêà ìàññû Ñîëíöà. Ìîæíî äóìàòü, îäíàêî, ÷òî ÿâëåíèÿ, ïðî-èñõîäÿùèå â Àß� è â äâîéíûõ ñèñòåìàõ, ïîäîáíû, òàê ÷òî èçó÷åíèåâíóòðèãàëàêòè÷åñêèõ äæåòîâ ïîìîãàåò ïîíÿòü ïðèðîäó àêòèâíîñòèÀß�, òàê êàê îíè íàõîäÿòñÿ ãîðàçäî áëèæå ê íàì è áîëåå äîñòóïíû207



äëÿ íàáëþäåíèé, à ãëàâíîå, âðåìåííûå, ïðîñòðàíñòâåííûå è ýíåð-ãåòè÷åñêèå ìàñøòàáû ïðîöåññîâ íà íèõ íà ïîðÿäêè ìåíüøå. Íåêî-òîðûå àâòîðû äâîéíûå ñèñòåìû ñ âûáðîñàìè âåùåñòâà íàçûâàþòìèíè- è ìèêðîêâàçàðàìè [75℄. Ïðîáëåìàì îáðàçîâàíèÿ, ñòðîåíèÿ èñâå÷åíèÿ äèñêîâ è äæåòîâ èç íèõ ïîñâÿùåíû ìíîãèå ñòàòüè ñáîð-íèêîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû óïîìèíàëè [59, 93℄.3. �îðÿ÷èå êîðîíû àêêðåöèîííûõ äèñêîâ. Àêêðåöèîííûå äèñ-êè îáðàçóþòñÿ îêîëî êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ (íåéòðîííûõ çâåçä èëè÷åðíûõ äûð çâåçäíûõ ìàññ) èëè âîêðóã ÷åðíûõ äûð â öåíòðå ãà-ëàêòèê. Âåùåñòâî äèñêîâ âî âíåøíèõ èõ ÷àñòÿõ èìååò òåìïåðàòóðóïîðÿäêà 105 Ê, ò. å. ÷àñòèöû òàì íåðåëÿòèâèñòñêèå. Îäíàêî êîðîíûòàêèõ äèñêîâ, ò. å. áîëåå ðàçðåæåííûå èõ îáîëî÷êè, èìåþò òåìïåðà-òóðó 109÷1010 Ê (àíàëîãè÷íî, ýëåêòðîíû â êîðîíå Ñîëíöà, òåìïå-ðàòóðà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî 6000 Ê, èìåþò òåìïåðàòóðó ïîðÿäêà
106 Ê). Ìåõàíèçìû íàãðåâà âåùåñòâà êîðîíû ìîãóò áûòü àíàëîãè÷-íû òåì, êîòîðûå äåéñòâóþò íà Ñîëíöå.Êîðîíû äèñêîâ îïòè÷åñêè î÷åíü òîíêèå, òàê ÷òî â íèõ ðàñ-ñåèâàåòñÿ òîëüêî ìàëàÿ äîëÿ èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî îò äèñêà. Îä-íàêî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå îêàçûâàåòñÿ â ðåíòãåíîâñêîì è ãàììà-äèàïàçîíå, ãäå èçëó÷åíèÿ äî ðàññåÿíèÿ íå áûëî ñîâñåì è ãäå îíîñòàíîâèòñÿ äîñòóïíûì íàáëþäåíèþ, òàê êàê ðàññåÿííûå �îòîíûòàì î÷åíü ýíåðãè÷íû [81℄.Íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âçàèìíîå âëèÿíèå êîðî-íû è äèñêà äðóã íà äðóãà [80℄. Ñðàâíèòåëüíî ìÿãêèå (ÓÔ) �îòîíûäèñêà, ïîïàäàÿ â êîðîíó è ðàññåèâàÿñü ðåëÿòèâèñòñêèìè ýëåêòðî-íàìè, ïðèîáðåòàþò áîëüøóþ ýíåðãèþ è ñïîñîáíîñòü ðîæäàòü ïàðû.Â ñâîþ î÷åðåäü ðàññåÿííîå â êîðîíå èçëó÷åíèå ÷àñòè÷íî âîçâðàùà-åòñÿ â äèñê è ðàçîãðåâàåò åãî.Ñèíõðîêîìïòîíîâñêèé ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ â òàêèõ èñòî÷íè-êàõ òàêæå èçó÷àëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [96℄.4. �åëèêòîâîå èçëó÷åíèå. Ñîãëàñíî ìîäåëè ãîðÿ÷åé Âñåëåííîéíà ðàííèõ ýòàïàõ åå ýâîëþöèè îíà èìåëà î÷åíü âûñîêóþ òåìïåðà-òóðó, òàê ÷òî âåùåñòâî áûëî ïîëíîñòüþ èîíèçîâàíî, à èçëó÷åíèåíàõîäèëîñü â ðàâíîâåñèè ñ âåùåñòâîì. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ áûë ÷è-ñòî ïëàíêîâñêèì. Íåñêîëüêî ïðîöåññîâ âîçìóùàëè ýòîò ñïåêòð. Âîïðåäåëåííûå ýïîõè îñòûâàíèÿ Âñåëåííîé ïðîèçîøëè àííèãèëÿöèÿâåùåñòâà è àíòèâåùåñòâà, à çàòåì ðåêîìáèíàöèÿ ýëåêòðîíîâ ñ àòî-ìàìè. Â õîäå ðàñøèðåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, îñòûâàíèÿ âåùåñòâî èèçëó÷åíèå ðàçäåëèëèñü. Îäíàêî èçëó÷åíèå âñå âðåìÿ îñòàâàëîñü ñ208



áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïëàíêîâñêèì. Îíî äîøëî äî íàñòîÿùåãî âðåìå-íè â âèäå ìèêðîâîëíîâîãî êîñìè÷åñêîãî �îíà, êîòîðûé íàçûâàþòòàêæå, ïîä÷åðêèâàÿ åãî ïðîèñõîæäåíèå îò ðàííèõ ýïîõ ðàçâèòèÿÂñåëåííîé, ðåëèêòîâûì èçëó÷åíèåì (�È) [16℄.Ïîñëå ýïîõè ðåêîìáèíàöèè îáðàçîâàëèñü êðóïíîìàñøòàáíûåñòðóêòóðû Âñåëåííîé: ãàëàêòèêè è ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê. Ïðè ýòèõïðîöåññàõ òàêæå âûäåëÿëàñü çíà÷èòåëüíàÿ ýíåðãèÿ. Òàì, ãäå îáðà-çîâàëèñü ïåðâè÷íûå ñòðóêòóðû, èçëó÷åíèå ïîëó÷èëî äîïîëíèòåëü-íûé âêëàä ýíåðãèè è âîçíèêëè ëîêàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò òåïëîâîãîñïåêòðà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îòêëîíåíèÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíî-ñòè îò ñðåäíåé çàìûâàëèñü ïðè ðàññåÿíèè íà ýëåêòðîíàõ, íî âñåæå êàêèå-òî èñêàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè èçëó-÷åíèÿ, êîòîðîå òåïåðü íàáëþäàåòñÿ â ðàäèîäèàïàçîíå êàê ðåëèêòî-âûé òåïëîâîé �îí ñ òåìïåðàòóðîé 2.7 Ê, äîëæíû îñòàòüñÿ. �àñ÷åòçàìûâàíèÿ è îñòàòî÷íîé àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ïðåä-ñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ êîñìîëîãèè. Èñêàæåíèÿ ñïåêòðà èèõ äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè òàêæå îïðåäå-ëÿþòñÿ ðàññåÿíèåì. Ïðè ðàñ÷åòàõ èñêàæåíèé ñïåêòðà ïðèìåíÿåòñÿóðàâíåíèå Êîìïàíåéöà [14, 21, 98℄. Èñêàæåíèÿ èçîòðîïèè �È è åãîñïåêòðà ïî òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì ñîñòàâëÿþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ
10−5 îò èíòåíñèâíîñòè �È è íàáëþäàþòñÿ.Äâèæåíèÿ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð Âñåëåííîé ìîãóò ïîðîæäàòüïîëÿðèçàöèþ èçëó÷åíèÿ [63℄. Îæèäàåìàÿ ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè âîç-ìóùåíèé �È äîñòèãàåò 10 %, ò. å. 10−6 îò èíòåíñèâíîñòè ñàìîãî �È.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè àïïàðàòóðû â ðàäèî-äèàïàçîíå ïîäîøëè ê òàêîìó óðîâíþ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàáëþ-äàòü âñå ýòè ÿâëåíèÿ.5. �îðÿ÷èé ãàç â ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê. Èç íàáëþäåíèé êîí-òèíóóìà è ëèíèé â ðåíòãåíîâñêîé îáëàñòè ñïåêòðà ñëåäóåò, ÷òî âáîãàòûõ ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê èìååòñÿ ãîðÿ÷èé ýëåêòðîííûé ãàç ñòåìïåðàòóðîé ïîðÿäêà 108 Ê. Ìàññà ãàçà ñðàâíèìà ñ ìàññîé ñîñòàâ-ëÿþùèõ ñêîïëåíèå ãàëàêòèê (è äàæå áîëüøå åå). Ýòîò ãàç ðàññåèâà-åò ìèêðîâîëíîâîå ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå (�È) è ñäâèãàåò åãî ñïåêòðâ ñòîðîíó á�îëüøèõ ÷àñòîò. Ôîòîíû ïîëó÷àþò äîïîëíèòåëüíóþ, õî-òÿ íå î÷åíü áîëüøóþ, íî ñðàâíèìóþ ñ èñõîäíîé ýíåðãèþ, òàê ÷òîíà ìàëûõ äëèíàõ âîëí èçëó÷åíèå óñèëèâàåòñÿ, à íà áîëåå äëèí-íûõ � îñëàáëÿåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ý��åêòîì Ñþíÿåâà�Çåëüäîâè÷à [18℄. Îáçîð íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ è òåîðèè ýòîãî ý�-�åêòà ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [83℄.209



Õàðàêòåð èñêàæåíèÿ ñïåêòðà îòðàæàåò òàêæå ïåêóëÿðíîå äâè-æåíèå ñêîïëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ðåëèêòîâîìó �îíó. Ýòî æå äâè-æåíèå ìîæåò ñîçäàâàòü ïîëÿðèçàöèþ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Íà-áëþäåíèÿ õîäà èçìåíåíèÿ ñïåêòðà è ïîëÿðèçàöèè �È ïî òåëó íåî÷åíü äàëåêèõ ñêîïëåíèé äàåò âîçìîæíîñòü âûÿâèòü ðàñïðåäåëå-íèÿ ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè äâèæå-íèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñêîïëåíèÿõ [82, 99℄. Îäíîâðåìåííî íàáëþ-äåíèÿ �È â ðàäèîäèàïàçîíå âìåñòå ñ ðåíòãåíîâñêèìè ïîçâîëÿþòóòî÷íèòü ïàðàìåòðû êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé [83℄.6. Äðóãèå îáúåêòû. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå èãðàåò çàìåò-íóþ ðîëü è â ðÿäå îáúåêòîâ, îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ âûøå. Íà-ïðèìåð, ìåæçâåçäíîå èçëó÷åíèå â �àëàêòèêå ðàññåèâàåòñÿ ýíåðãè÷-íûìè ýëåêòðîíàìè êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé [77℄. Ýòî èçëó÷åíèå ñèëüíîíåèçîòðîïíî, òàê êàê èäåò â îñíîâíîì îò ãàëàêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè.Åãî ïðåîáðàçîâàíèå â æåñòêèå äèàïàçîíû ìåøàåò èçó÷åíèþ èçëó-÷åíèÿ òåõ æå äèàïàçîíîâ êîñìè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.�àññ÷èòûâàþòñÿ ìîäåëè çâåçäíûõ àòìîñ�åð ñ ó÷åòîì êîìïòî-íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî âíåøíåãîèñòî÷íèêà, íàïðèìåð, àêêðåöèîííîãî äèñêà [71℄.Â ðàáîòå [30℄ ïîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíûé (èíäóöèðîâàííûé) ý�-�åêò Êîìïòîíà ñïîñîáñòâóåò íàãðåâó âåùåñòâà âíåøíèõ îáîëî÷åêÀß� è ïóëüñàðîâ.



�ëàâà VI. Äâóõ�îòîííûå ðîæäåíèå èàííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð� 1. Êèíåìàòèêà ïðîöåññîâ1. Îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñ ïàðàìè. Â ðåëÿòèâèñòñêèõ àñòðî�èçè-÷åñêèõ îáúåêòàõ, òàêèõ êàê àêòèâíûå ÿäðà ãàëàêòèê (Àß�), êîðî-íû è âíóòðåííèå îáëàñòè àêêðåöèîííûõ äèñêîâ âîêðóã íåéòðîííûõçâåçä è ÷åðíûõ äûð, íàðÿäó ñ êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíèåì áîëüøóþðîëü èãðàþò ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïàðà-ìè. Â õîäå êîìïòîíèçàöèè �îòîíû íàáèðàþò ýíåðãèþ è ñòàíîâÿò-ñÿ ñïîñîáíûìè ðîæäàòü ïàðû. Ïîñëåäóþùàÿ èõ àííèãèëÿöèÿ ïî-ðîæäàåò êàñêàäíûå ïåðåõîäû �îòîíîâ â ÷àñòèöû è îáðàòíî. Ýòèïðîöåññû ó÷èòûâàþòñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ ìîäåëåé Àß� [94, 92, 70℄ èàêêðåöèîííûõ äèñêîâ [95, 58℄, à òàêæå èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèéãàììà-âñïëåñêîâ [70℄ è êîìïàêòíûõ ðåíòãåíîâñêèõ èñòî÷íèêîâ [91℄.Âûðàæåíèÿ äëÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ýëåêòðîí-ïîçèòðîí-íîãî ãàçà è äëÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ïðè ðîæäåíèè ïàð áûëèïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [87, 88, 89℄, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ øèðîêî èñïîëü-çóþòñÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå äàäèì îïèñàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ, ñëåäóÿóêàçàííûì ðàáîòàì, à òàêæå ñòàòüÿì [34, 38℄.Â ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ïóíêòàõ ýòîãî ïàðàãðà�à ïðèâåäåì �îð-ìóëû è ñîîòíîøåíèÿ, îáùèå äëÿ îáîèõ äâóõ�îòîííûõ ïðîöåññîâ:àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû. Áóäåì ïîëü-çîâàòüñÿ â îñíîâíîì áåçðàçìåðíûìè îáîçíà÷åíèÿìè è ðåëÿòèâèñò-ñêîé êâàíòîâîé ñèñòåìîé åäèíèö (�ÊÑÅ).Ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû áóäåì íàçûâàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè÷àñòèöàìè ñ ìàññîé èëè ïðîñòî ÷àñòèöàìè, õîòÿ �îòîíû òîæå ÷à-ñòèöû, íî ñ íóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ. Òðåõìåðíûå è ÷åòûðåõìåðíûå,ðàçìåðíûå è áåçðàçìåðíûå èìïóëüñû ÷àñòèö è �îòîíîâ â ïðîèç-âîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷íî òàê æå, êàê è âïðåäûäóùåé ãëàâå. Çàìåòèì, ÷òî ðÿä îáîçíà÷åíèé â ýòèõ ãëàâàõîäèíàêîâû, íî íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèì,à äðóãèå ðàçëè÷íûì âåëè÷èíàì. Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ áóäåì ñíàáæàòü âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùè-åñÿ ê íèì, ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè ∓, íàïðèìåð, z∓. ×òî êà-ñàåòñÿ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèÿõ �îòîíîâ, òî îíè ðàâíîïðàâíû, íîçà îäíèì èç íèõ ìû áóäåì ñëåäèòü, ò. å. äëÿ íåãî áóäåò �îðìóëèðî-âàòüñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå è ò.ï. Åãî áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì211



è ïðèâîäèòü åãî õàðàêòåðèñòèêè áåç èíäåêñîâ. Âñå âåëè÷èíû, îòíî-ñÿùèåñÿ êî âòîðîìó �îòîíó áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì 1.Ïðîöåññ äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè ÿâëÿåòñÿ, êàê ãîâîðÿò, äðó-ãèì êàíàëîì òîé æå ðåàêöèè, ÷òî è êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, èîïèñûâàåòñÿ ïîõîæèìè äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà (ðèñ. 1), ó êîòî-ðûõ îäíàêî íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ èçìåíåíû. �îæäåíèþïàðû îòâå÷àþò òå æå äèàãðàììû, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî ïåðåâåðíóòûå.
~k ~k1

~k1
~k

~p+ ~p− ~p+ ~p−�èñ. 1. Äèàãðàììû Ôåéíìàíà äëÿ àííèãèëÿöèè ïàð.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóìì èìïóëüñîâ è äëÿñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
p
+

+ p
−

= {p0+ + p0−, ~p+ + ~p−} = mcs = mc{s0, ~s}, (1)
k k1 = m2c2q, p

−
k = m2c2ξ, p

−
k1 = m2c2ξ1, (2)òàê ÷òî

s = {s0, ~s}=z++z−={γ++γ−, ~z++~z−}, x x1 =q, z−x=ξ, z−x1 =ξ1.(3)Îáîçíà÷èì òàêæå êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè èì-ïóëüñîâ ÷àñòèö è èìïóëüñîâ �îòîíîâ:
ζ = ~Ω+

~Ω−, µ = ~ω~ω1. (4)Òîãäà
~z+~z− = z+z−ζ, ~x~x1 = xx1µ, x x1 = xx1(1 − µ) = q. (5)2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è èõ ñëåäñòâèÿ. Ïðè ðîæäåíèè ïàðûýëåêòðîí-ïîçèòðîí äâóìÿ �îòîíàìè è ïðè îáðàòíîì ïðîöåññå �212



äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè � âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è èìïóëüñà, êîòîðûå â áåçðàçìåðíîì âèäå ãëàñÿò
z++z−=x+ x1 =s, γ++γ−=x+x1 =s0, z+~Ω++z−~Ω−=x~ω+x1~ω1 =~s.(6)Âîçâåäåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ðàâåíñòâà (6) â êâàäðàò äàåò

1 + z+z− = xx1 =
s2

2
=
s20 − s2

2
= q. (7)Òàêîå æå âîçâåäåíèå (6) â êâàäðàò ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ â äðóãóþ÷àñòü ðàâåíñòâà èìïóëüñîâ îäíîãî èç �îòîíîâ è (íàïðèìåð) ýëåê-òðîíà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

z+x = z−x1 = ξ1, z+x1 = z−x = ξ. (8)Íàêîíåö, ïîñëå óìíîæåíèÿ (6) íà èìïóëüñû �îòîíîâ ïîëó÷àåì
x(z+ + z−) = x1(z+ + z−) = x x1. (9)Cëåäñòâèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

s20 − s2 = 2q, s2 = x2 + x2
1 + 2xx1µ = z2

− + z2
+ + 2z−z+ζ, (10)

z+s=z−s=x s=x1s=ξ+ξ1=q, z−x=z+x1 =ξ, z−~x1 =z+x=ξ1,(11)
z+z−=γ+γ−−z+z−ζ=q−1. (12)Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (10) âûòåêàåò óñëîâèå, êîòîðîå íà-êëàäûâàåòñÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s0 è q:
s2 = s20 − 2q ≥ 0, s0 ≥

√

2q. (13)Çíà÷åíèÿ s = 0, s0 =
√

2q îòâå÷àþò ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.Êàêèìè áû íè áûëè èìïóëüñû ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà, âñåãäàâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
z+z− ≥ 1 èëè γ+γ− ≥ 1 + ~z+~z−, (14)êîòîðîå ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïðèâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîìó íåðà-âåíñòâó |~z+−~z−|2+|~z+×~z−|2 ≥ 0. Èç (12) è (14) ñëåäóåò íåðàâåíñòâîäëÿ èìïóëüñîâ �îòîíîâ:
q = xx1(1 − µ) ≥ 2, xx1 ≥ 2

1 − µ
. (15)213



Âî âñÿêîì ñëó÷àå xx1 ≥ 1. Íå ëþáûå �îòîíû ìîãóò ðîäèòü ïàðóèëè îáðàçîâàòüñÿ ïðè åå àííèãèëÿöèè.3. Èìïóëüñû ïðè àííèãèëÿöèè. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðî-öåññà àííèãèëÿöèè, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè èìïóëüñû ÷à-ñòèö.Ïîñòðîèì â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îðòîíîðìèðîâàííûéáàçèñ, ïðèíÿâ çà íàïðàâëåíèå îñè àïïëèêàò ~e3 âåêòîð ~s. Â êà÷å-ñòâå íàïðàâëåíèÿ âòîðîãî îðòà âîçüìåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
~Ω+×~Ω−, òàê ÷òî îñü îðäèíàò áóäåò îðòîãîíàëüíà âåêòîðàì ~Ω+ è ~Ω−(è òåì ñàìûì âåêòîðàì ~s è ~e3). Îñü àáñöèññ íàïðàâëåíà ïî ïðîåê-öèè èìïóëüñà ýëåêòðîíà íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ~s. Òàêèìîáðàçîì, îðòû áàçèñà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèö è,ñëåäîâàòåëüíî, áóäóò îñíîâíûìè ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà àííèãèëÿ-öèè:
~e p1 =

(z++z−ζ)~Ω−−(z−+z+ζ)~Ω+

s
√

1 − ζ2
, ~e p2 =

~Ω+ × ~Ω−
√

1 − ζ2
, ~e p3 =~e3 =

~s

s
. (16)Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè áàçèñà

~Ω± =
1

s

[

(z± + z∓ζ)~e3 ∓ z∓
√

1 − ζ2~e p1 ] . (17)Ïîëó÷èì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èìïóëüñû �îòî-íîâ ñ èìïóëüñàìè ÷àñòèö ñ ìàññîé. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè àííèãèëÿöèèçàäàííûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ~z± è ñëåäîâàòåëüíî z±, γ±, ~Ω±, ζ,
~s, s0, à òàêæå âåëè÷èíà q è îðòû áàçèñà (16). Ïîñêîëüêó çàêîíîâñîõðàíåíèÿ 4, à ïàðàìåòðîâ èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ 6, òî íåçàâèñè-ìûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 2. Óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ýòèõíåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äâà ïîëÿðíûõ óãëà, õàðàêòåðèçóþùèå íà-ïðàâëåíèå îäíîãî èç �îòîíîâ, à èìåííî, òîãî, êîòîðûé ìû íàçâàëèóñëîâíî îñíîâíûì è íå îòìå÷àåì îòíîñÿùèåñÿ ê íåìó âåëè÷èíû íè-êàêèìè ÷èñëîâûìè èíäåêñàìè. Ïîëîæèì (0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)

~ω = sin θ(cosϕ~e p1 + sinϕ~e p2 ) + cos θ~e3. (18)Âåëè÷èíà èìïóëüñà (ò. å. ÷àñòîòà) îñíîâíîãî �îòîíà ìîæåòáûòü íàéäåíà èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (10):
x =

q

s0 − s cos θ
. (19)214



×àñòîòà âòîðîãî �îòîíà íàõîäèòñÿ ñðàçó æå èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿýíåðãèè:
x1 = s0 − x =

s2 + q − ss0 cos θ

s0 − s cos θ
=
s20 + s2 − 2ss0 cos θ

2(s0 − s cos θ)
. (20)Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íàõîäèì è íàïðàâëåíèå âòîðîãî�îòîíà

~ω1 =
~s− x~ω

x1
=

(s0 − s cos θ)~s− q~ω

s2 + q − ss0 cos θ
. (21)Îòñþäà äëÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó �îòîíàìè âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøå-íèÿ

1 + µ =
2s2 sin2 θ

s20 + s2 − 2ss0 cos θ
, 1 − µ = 2

(s0 − s cos θ)2

s20 + s2 − 2ss0 cos θ
. (22)Èç ýòèõ �îðìóë ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ µ è√1−µ2.Ïîëó÷èì åùå ãðàíèöû äëÿ ÷àñòîò èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ è óã-ëà ìåæäó íèìè. Èç (19), (20) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (10) ñëåäóåò,÷òî ÷àñòîòû èõ çàêëþ÷åíû ìåæäó (s0 − s)/2 è (s0 + s)/2. Êîñèíóñ

µ çàêëþ÷åí ìåæäó −1 è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì −1 + 2s2/s20 =
(s2 − 2q)/(s2 + 2q). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òîíåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà 1+µ êàê �óíêöèÿ θ ñîãëàñíî (22) ðàâíà0 ïðè θ = 0 è θ = π, à ïðè cos θ = s/s0 < 1 èìååò ìàêñèìóì, ðàâ-íûé 2s2/s20. Ïðè �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêå s = s0 (÷òî íåâîçìîæíî)îêàçûâàåòñÿ µ = cos θ è ýòà �óíêöèÿ ìàêñèìóìà íå èìååò.4. Àííèãèëÿöèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Ïåðåéäåì â ñèñòåìóöåíòðà ìàññ ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøèì ïðåîáðàçî-âàíèå Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ c~s/s0. Ñîîòâåòñòâóþùèé ëîðåíöåâñêèéìíîæèòåëü s0/√2q. Äëÿ ÷àñòèö ñ ìàññîé, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõçàäàíû, ïîëó÷àåòñÿ
zc
±=

{

s0√
2q

(

γ±− ~s

s0
~z±

)

, ~z±− s0√
2q

~s

s0
γ±+

(

s0√
2q

− 1

)

(~s~z±)
~s

s2

}

. (23)Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèé èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òîýíåðãèè ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà â ýòîé ñèñòåìå ðàâíû ìåæäó ñîáîé,à ïðåîáðàçîâàííûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå èìïóëüñîâ ÷à-ñòèö ðàâíû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû. Èìïóëüñû215



�îòîíîâ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ èìåþò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è èì-ïóëüñû ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèÿõ ÷àñòèö: ÷àñòîòû �îòîíîâ ðàâíû,à íàïðàâëåíèÿ èõ èìïóëüñîâ ïðîòèâîïîëîæíû.Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ê ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ñîâåð-øàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îäíîãî èç îðòîâ áàçèñà (16), òî â ýòîé ñè-ñòåìå âñå òðè îðòà ýòîãî áàçèñà îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Çàïèøåìâåêòîðû èìïóëüñîâ ðåàãèðóþùèõ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ âáåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî áàçèñó (16).
zc
± = {γ,∓z~Ωc}, ~Ωc = sin ǫp~e

p
1 + cos ǫp~e3, (24)ãäå γ =

√

q/2, z =
√

γ2 − 1 =
√

(q − 2)/2, à óãîë ǫp îïðåäåëÿåòñÿ÷åðåç
cos ǫp =

γ

z

γ− − γ+

s
, sin ǫp =

z+z−
√

1 − ζ2

zs
. (25)Ïðè âûâîäå ýòèõ âûðàæåíèé ïðèíÿòû âî âíèìàíèå ëåãêî ïðîâåðÿ-åìûå òîæäåñòâà

~s(~z−−~z+) = s0(γ−−γ+), γ2(γ−−γ+)2−z2s2 = −z2
−z

2
+(1−ζ2). (26)Äëÿ �îòîíîâ îïðåäåëÿåì âåêòîð ~ωc

xc = γ{1, ~ωc}, xc
1 = γ{1,−~ωc}. (27)Ïóñòü ýòîò âåêòîð â ïðèíÿòîì áàçèñå èìååò çåíèòíûé óãîë θc. Ââè-äó íåèçìåííîñòè îðòîâ áàçèñà àçèìóòàëüíûå óãëû â îáåèõ ñèñòå-ìàõ îòñ÷åòà ñîâïàäàþò, à çåíèòíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî çàêî-íàì àáåððàöèè:

sin θc =

√

s20 − s2

s0 − s cos θ
sin θ, cos θc =

s0 cos θ − s

s0 − s cos θ
. (28)Îáðàòíûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ çàìåíàìè θ ↔ θc è s → −s. ×åðåçêîñèíóñ óêàçàííîãî óãëà âûðàæàþòñÿ è ÷àñòîòû �îòîíîâ â èñõîä-íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ý��åêò Äîïëåðà):

x =
s0 + s cos θc

2
, x1 =

s0 − s cos θc
2

. (29)Òåïåðü âûáåðåì äðóãîé, áîëåå óäîáíûé äëÿ ïîñëåäóþùåãî áà-çèñ, ó êîòîðîãî îðò îðäèíàò òîò æå, ÷òî è ó (16), à äâà äðóãèõ îðòà216



ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî (16) íà óãîë ǫp òàê, ÷òîáû òðåòèé îðò áûëíàïðàâëåí ïî ~Ωc, ò. å. ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà
~e c
1 = cos ǫp~e

p
1 − sin ǫp~e3, ~e

c
2 = ~e p2 , ~e c

3 = ~Ωc = sin ǫp~e
p
1 + cos ǫp~e3. (30)Ýòîò, íîâûé áàçèñ íàçîâåì àííèãèëÿöèîííûì. Â íåì îðò íàïðàâ-ëåíèÿ îñíîâíîãî �îòîíà ~ωc çàäàäèì óãëàìè arccosη, ψ, êîòîðûåìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê èíâàðèàíòíûå ïåðåìåííûå. Íîâûå óãëûñâÿçàíû ñî ñòàðûìè â òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà �îðìóëàìè, ñëåäóþ-ùèìè èç (30):

sin θc cosϕ=η sin ǫp+
√

1−η2 cos ǫp cosψ, sin θc sinϕ=
√

1−η2 sinψ,(31)
cos θc = η cos ǫp −

√

1 − η2 sin ǫp cosψ. (32)Çäåñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáðàòíûõ �îðìóë êðîìå çàìåí ïîëÿðíûõ êî-îðäèíàò òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè çàìåíó ǫp → −ǫp. Â ÷àñòíîñòè,
η = cos θc cos ǫp + sin θc sin ǫp cosϕ. (33)Ñâÿçü óãëîâûõ ïåðåìåííûõ θ, ϕ è η, ψ ëåãêî ïîëó÷èòü ïóòåìêîìáèíèðîâàíèÿ �îðìóë (28) è (31)�(32):

sin θ cosϕ =
γ

x
[η sin ǫp +

√

1 − η2 cos ǫp cosψ],

sin θ sinϕ =
γ

x

√

1 − η2 sinψ, cos θ =
s+ s0 cos θc
s0 + s cos θc

, (34)ãäå cos θc äàåòñÿ �îðìóëîé (32). Îáðàòíûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿçàìåíîé ǫp → −ǫp.Ââåäåíèå íîâîãî (àííèãèëÿöèîííîãî) áàçèñà ïîòðåáîâàëîñü ïî-òîìó, ÷òî â íåì ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûå âûðàæåíèÿ â ñèñòåìå öåíòðàìàññ íå òîëüêî äëÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèö ñ ìàññîé z± = {γ,∓z~e c
3}, íîè äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé èìïóëüñîâ �îòîíîâ è ÷àñòèö â ýòîéñèñòåìå

ξ = γ (γ − zη) , ξ1 = γ (γ + zη) . (35)Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå �îòîíîâ èíâàðèàíòíû êàê ñàìî îò-íîøåíèå d3x/x = xdxd2ω, òàê è åãî ÷àñòè, à èìåííî dx/x è ýëå-ìåíò ïîâåðõíîñòè íà ñ�åðå ðàäèóñà x, ò. å. x2d2ω. Ýòîò èíâàðèàíò
x2d2ω = x2 sin θdθdϕ ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó öåíòðà ìàññ ïðåîáðà-çóåòñÿ â γ2 sin θcdθcdϕ. Â ñâîþ î÷åðåäü â àííèãèëÿöèîííîì áàçèñå217



ýòîò ýëåìåíò ïðèîáðåòåò âèä γ2dηdψ. Â ýòîì âûðàæåíèè îò ïåðå-ìåííîé η ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé ξ, òàê êàê dξ = −γzdη. Òà-êèì îáðàçîì, ýëåìåíò ïëîùàäè íà ñ�åðå ðàäèóñà, ðàâíîãî èìïóëüñóîñíîâíîãî �îòîíà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â èíâàðèàíòíûõ êîîð-äèíàòàõ ξ (èëè η) è ψ â âèäå γ2dηdψ èëè dψdξ/β, ãäå β = z/γ �áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.×åðåç èíâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû η è ψ ó íàñ âûðàæåíû ÷à-ñòîòû �îòîíîâ (�îðìóëû (29)) è èõ íàïðàâëåíèÿ (�îðìóëû (34)),òàê êàê âõîäÿùèé òóäà cos θc äàåòñÿ �îðìóëîé (32). Â ñâîþ î÷åðåäüâåëè÷èíû η è√1 − η2 ≥ 0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ξ ñ ïîìîùüþ (35):
η=

γ2−ξ
γz

,
√

1−η2=

√

2γ2ξ−ξ2−γ2

γz
=

√

(γ2+γz−ξ)(ξ−γ2+γz)

γz
.(36)Ïåðåìåííàÿ η è óãîë ψ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêîâ

[−1, 1] è [0, 2π] ñîîòâåòñòâåííî, êàê ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Èç�îðìóëû (35) (èëè èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (36)) ñëåäóåò, ÷òî âåëè-÷èíà ξ ëåæèò â ïðîìåæóòêå, çàäàâàåìîì íåðàâåíñòâàìè
γ(γ − z) =

1

1 + β
≤ ξ ≤ γ(γ + z) =

1

1 − β
. (37)Òîò æå ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ è ó ξ1 = q − ξ.5. Èìïóëüñû ÷àñòèö ïðè ðîæäåíèè ïàðû. Òåïåðü ïåðåéäåìê ðàññìîòðåíèþ ãåîìåòðèè ïðîöåññà ðîæäåíèÿ ïàðû, êîãäà çàäà-íû õàðàêòåðèñòèêè �îòîíîâ. Ïîñòðîèì â èñõîäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà(òîé æå, ÷òî è ðàíüøå) äðóãîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, îñü àï-ïëèêàò êîòîðîãî ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàåò ñ îñüþ àïïëèêàò áàçèñà(16), ò. å. âåêòîðîì ~e3. Äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íåìó îðòà ïîñòðî-èì íà âåêòîðàõ íàïðàâëåíèé �îòîíîâ, ðîæäàþùèõ ïàðó, òàê ÷òî

~e ph1 =
(x1+xµ)~ω−(x+x1µ)~ω1

s
√

1 − µ2
, ~e ph2 =

~ω1 × ~ω
√

1 − µ2
, ~e ph3 =~e3 =

~s

s
. (38)Îðòû âûáðàíû òàê, ÷òîáû áûëî

~ω = cos θ~e3 + sin θ~e ph1 , cos θ =
x+ x1µ

s
, sin θ =

x1

s

√

1 − µ2, (39)ò. å. óãîë θ ïî-ñóùåñòâó òîò æå, ÷òî è â (18). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òîìåæäó äâóìÿ îðòàìè áàçèñîâ (16) è (38), èìåþùèìè îáùèé îðò ~e3,âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 218



~e ph1 = cosϕ~e p1 + sinϕ~e p2 , ~e ph2 = − sinϕ~e p1 + cosϕ~e p2 . (40)Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èìïóëüñû ÷àñòèö ìåæ-äó ñîáîé è ñ èìïóëüñàìè �îòîíîâ, ïðèìåíèòåëüíî ê ðîæäåíèþ ÷à-ñòèö. Ïðè ðîæäåíèè ïàð çàäàííûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ~x, ~x1 èñëåäîâàòåëüíî x, x1, ~ω, ~ω1, µ, ~s, s0, à òàêæå âåëè÷èíà q è îðòû áàçè-ñà (38) ~e phj . Âåëè÷èíû ~s, s0 è q â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç�îòîííûå õàðàêòåðèñòèêè.Íàëè÷èå ÷åòûðåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êàêè ïðè àííèãèëÿöèè, íåçàâèñèìûìè îñòàþòñÿ äâà ïàðàìåòðà èç õà-ðàêòåðèñòèê ðîæäàþùèõñÿ ÷àñòèö. Ïîïðîáóåì, êàê è äëÿ �îòîíîâïðè àííèãèëÿöèè, âûáðàòü â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äâàóãëà, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå îäíîé èç ÷àñòèö ñ ìàññîé, íàïðè-ìåð, ýëåêòðîíà. Ïîëîæèì â �îòîííîì áàçèñå (38)
~Ω− = sin θ−(cosϕ−~e

ph
1 + sinϕ−~e

ph
2 ) + cos θ−~e3. (41)Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ýëåêòðîíà ìîãóò áûòü íàéäåíû èç âòîðîãîñîîòíîøåíèÿ â (10), êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

s0γ− − sz− cos θ− = q. (42)Âîçâåäÿ åãî â êâàäðàò äâóìÿ ñïîñîáàìè, íàéäåì äâà óðàâíåíèÿ äëÿîïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî γ− è z−:
(s20 − s2 cos2 θ−)γ2

− − 2s0qγ− + q2 + s2 cos2 θ− = 0, (43)
(s20 − s2z2

− cos2 θ−) − 2sqz− cos θ− − q2 − s20 = 0. (44)Èç óðàâíåíèÿ (43) íàõîäèì
γ±−(cos θ−) =

qs0 ± sr cos θ−
s20 − s2 cos2 θ−

, (45)ãäå
r =

√

q2 − 2q − s2 sin2 θ− =
√

q2 − s20 + s2 cos2 θ−. (46)Âñåãäà γ−(cos θ−) > 1, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (44)
z±−(cos θ−) =

qs cos θ− ± s0r

s20 − s2 cos2 θ−
(47)219



è γ2
−(cos θ−) = 1 + z2

−(cos θ−) ïðè îáîèõ çíàêàõ. Ïðÿìîé ïîäñòà-íîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè îáîèõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ, ò. å. âåðõíèõèëè íèæíèõ) çíàêàõ �îðìóëû (45) è (47) äàþò ðåøåíèå è èñõîäíîãîóðàâíåíèÿ (42). Ëåãêî ïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî r = ±(qγ±− − s0)/z
±
− .Âåëè÷èíà ýíåðãèè ïîçèòðîíà íàõîäèòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿýíåðãèè: γ+ = s0 − γ−. Èç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íàõîäèì è íàïðàâ-ëåíèå èìïóëüñà ïîçèòðîíà ~Ω+ = (~s−z−~Ω−)/z+. Ïîñêîëüêó êàæäàÿèç âåëè÷èí γ− è z− ïðèíèìàåò ïî äâà çíà÷åíèÿ, òî è èìïóëüñîâïîçèòðîíà ïîëó÷èòñÿ äâà.Íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñîâ íà÷àëüíûõ �îòîíîâ è óã-ëà θ− âîçìîæíî ðîæäåíèå ïàðû. Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñëåäóþòîãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ s0 = x+ x1, q = xx1(1 − µ) è cos θ−. �àñ-ñìîòðèì èõ, à òàêæå îáñóäèì íåîäíîçíà÷íîñòü èìïóëüñîâ ÷àñòèö.6. Íåîäíîçíà÷íîñòü è åå óñòðàíåíèå. Ïîä êîðíåì â (46) äîëæ-íà áûòü íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó ïðè q ≥ s0 çíà÷å-íèÿ óãëà θ− ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Åñëè æå q < s0, òî äëÿïîëîæèòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëî

sin θ− <
√

q2 − 2q/s (èëè | cos θ−| >
√

s20 − q2/s).Óñëîâèå z− ≥ 0 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ óãëà
θ− è âûáîð çíàêà â ïîñëåäíèõ �îðìóëàõ. Åñëè q ≥ s0, òî s0r >
qs| cos θ−| è íàäî â �îðìóëàõ (45) è (47) áðàòü òîëüêî +. Åñëè q <
s0, òî êîðåíü ìåíüøå qs| cos θ−| è ìîæíî áðàòü îáà çíàêà, íî ñ÷èòàòüïðè ýòîì cos θ− > 0, à òî÷íåå cos θ− ≥

√

s20 − q2/s.Ïðîñëåäèì ïîâåäåíèå íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðè èçìåíåíèèïàðàìåòðîâ, îãðàíè÷èâøèñü çíà÷åíèÿìè cos θ− ≥ 0, òàê êàê �óíê-öèè (47) îáëàäàþò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî òî÷êè
cos θ− = 0, ò. å. ñèììåòðè÷íûå òî÷êè ïîëó÷àþòñÿ ïðè èçìåíåíèèçíàêà cos θ− ñ îäíîâðåìåííûì èçìåíåíèåì âåðõíåãî èíäåêñà. Íà÷-íåì ñî çíà÷åíèé
z±−(1)=

√

s20−2q
√
q±s0

√
q−2

2
√
q

, γ±−(1)=
s0 ±

√

s20−2q
√

1−2/q

2
. (48)Ïîñìîòðèì, êàê âåëè÷èíû z±−(1) çàâèñÿò îò s0. Çíà÷åíèå ñ âåðõ-íèì èíäåêñîì ïëþñ ïîëîæèòåëüíî ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ

s0 ≥ √
2q. Ïðè âåðõíåì èíäåêñå ìèíóñ âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà ïðèèçìåíåíèè s0 îò íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ s0 =

√
2q äî

s0 = q. Îáà çíà÷åíèÿ ñòðîãî âîçðàñòàþò ïðè ðîñòå s0. Ïðè áîëüøèõ
s0 ýòîò ðîñò ïî÷òè ëèíååí. 220



Ïðè ãðàíè÷íîì çíà÷åíèè cos θ− =
√

s20 − q2/s, ãäå s0 ≥ q, âå-ëè÷èíû ñ îáîèìè çíàêàìè ñîâïàäàþò, òàê êàê ïðè ýòîì r = 0:
z±−(
√

s20 − q2/s) =
√

s20 − q2/q, γ±−(
√

s20 − q2/s) = s0/q. (49)Îáùåå çíà÷åíèå z±−(
√

s20 − q2/s) òàêæå ðàñòåò ñ ðîñòîì s0, ïðè÷åìïî÷òè ëèíåéíî ïðè áîëüøèõ s0 (òîãäà âåëè÷èíû γ±−(
√

s20 − q2/s)ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû s0).Ëåãêî äîêàçàòü äâîéíîå íåðàâåíñòâî z+
−(1) > z±−(

√

s20 − q2/s) ≥
z−−(1), ò. å.
√

s20 − 2q
√
q + s0

√
q − 2

2
√
q

s >

√

s20 − q2

q
≥
√

s20 − 2q
√
q − s0

√
q − 2

2
√
q

.(50)Ïåðâàÿ åãî ÷àñòü ñòðîãàÿ, âî âòîðîé æå ÷àñòè ðàâåíñòâî äîñòèãàåò-ñÿ ïðè s0 = q. Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à èìåííî, óìíîæåíèå ïåð-âîé ÷àñòè íà 2q, à âòîðîé íà q (q√s20 − 2q + s0
√

q(q − 2)
)

/
√

s20 − q2ïðèâîäÿò ê äâóì íåðàâåíñòâàì
q
√

s20−2q+s0
√

q(q−2)>2
√

s20−q2, q
√

s20−2q +s0
√

q(q−2)>q
√

s20−q2.(51)Çíàê ðàâåíñòâà âûïàë ââèäó òîãî, ÷òî äåëèòåëü √s20 − q2 îáðàùà-åòñÿ â íóëü ïðè s0 = q. Âòîðîå íåðàâåíñòâî áîëåå ñèëüíîå, òàê êàê
q ≥ 2, è ìû äîêàæåì åãî. Ïðîñòîå âîçâåäåíèå åãî â êâàäðàò ïðèâî-äèò ê

2qs0

√

s20 − 2q
√

q(q − 2) > −q(s20 + q2)(q − 2), (52)÷òî î÷åâèäíî.Åùå îäíà õàðàêòåðíàÿ òî÷êà cos θ− = 0 âîçìîæíà òîëüêî ïðèçíàêå + è s0 ≤ q. Ïðè ýòîì z+
−(0) =

√

q2 − s20/s0, à γ+
−(0) = q/s0.Çäåñü s0 ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò √

2q äî q, à çíà÷åíèå z+
−(0), ñîîòâåò-ñòâåííî, îò √(q − 2)/2 äî 0 (γ+

−(0) îò √q/2 äî 1).Òàêèì îáðàçîì, åñëè q ≤ s0, äâå âåòâè z±−(cos θ−) ñîñòàâëÿþòîäíó êðèâóþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ cos θ− êàê îäíîçíà÷íóþ �óíêöèþîò z−, �îðìóëà äëÿ êîòîðîé íàõîäèòñÿ èç (42). Êîñèíóñ ðàâåí 1ïðè z− = z−−(1), óáûâàåò äî √s20 − q2/s ïðè z− = z±−(
√

s20 − q2/s) èñíîâà ðàñòåò äî 1 ïðè z− = z+
−(1). Êîãäà q = s0, âñÿ âåòâü z−− = 0òîæäåñòâåííî ïðè cos θ− ≥ 0. Ââèäó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ïðèýòîì òîæäåñòâåííûì íóëåì ÿâëÿåòñÿ âåòâü z+

− ïðè cos θ− ≤ 0.221



Åñëè îêàçûâàåòñÿ q > s0, òî âåòâè ïåðåãðóïïèðóþòñÿ: âåòâü z+
−âñÿ (ïðè âñåõ cos θ−) ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, à âñÿ âåòâü z−− �îòðèöàòåëüíîé. Ïðè ýòîì z+

−(−1) < z+
−(0) < z+

−(1) èëè
s0
√

q2−2q−q
√

s20−2q

2q
<

√

q2−s20
s0

<
s0
√

q2−2q+q
√

s20−2q

2q
. (53)Ëåâîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì îáåèõ åãî ÷àñòåé íàñóììó s0 (s0√q2 − 2q + q

√

s20 − 2q
), à ïðàâîå ñîîòâåòñòâåííî � íàðàçíîñòü s0

(

s0
√

q2 − 2q − q
√

s20 − 2q
), êîòîðàÿ, êàê ëåãêî ïðîâå-ðèòü, ïîëîæèòåëüíà, ñ ïîñëåäóþùèì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò. Â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (q > s0) ïðè èçìåíåíèè z− îò z+

−(−1) äî z+
−(1)êîñèíóñ èçìåíÿåòñÿ îò −1 äî 1.Èòàê, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðè èçìåíåíèèâåëè÷èíû z− íà îòðåçêå

[∣

∣

∣

∣

s0
√

q2−2q−q
√

s20−2q

∣

∣

∣

∣

/2q,

(

s0
√

q2−2q+q
√

s20−2q

)

/2q

] (54)
cos θ− ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé �óíêöèåé z− è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó-ëîé

cos θ− =
s0γ− − q

z−s
. (55)Ââèäó ýòîãî ïðè îïèñàíèè ðîæäåíèÿ ïàðû ìû áóäåì çàäàâàòü èìåí-íî äëèíó èìïóëüñà, íàïðèìåð, ýëåêòðîíà z−, âçÿâ åå âåëè÷èíó èçïðîìåæóòêà (54). Ïî íåé íàéäåì ýíåðãèè ýëåêòðîíà γ− è ïîçèòðîíà

γ+ = s0 − γ−, çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ z+, cos θ−, sin θ− ≥
0, à òàêæå âåëè÷èíà ζ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (10). Çàòåì ìîæíîíàéòè óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïîçèòðîíà èç ñîîòíîøåíèé

z− cos θ− + z+ cos θ+ = s, z− sin θ− = z+ sin θ+, (56)ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèåì ñïåöèàëüíîãî âûáîðà áàçèñà. Ïîëó÷àþùè-åñÿ �îðìóëû íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ (17).7. �îæäåíèå ïàðû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Çàïèøåì âåêòîðûèìïóëüñîâ ðåàãèðóþùèõ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ â âèäå ðàç-ëîæåíèé ïî áàçèñó (38). Êàê è ó áàçèñà (16), îðòû áàçèñà (38) ïðèïåðåõîäå â ñèñòåìó öåíòðà èíåðöèè îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Òà-êèì îáðàçîì, äëÿ �îòîíîâ ïîëó÷àþòñÿ ïðåæíèå �îðìóëû (27), ãäå222



~ωc = sin θc~e
ph
1 + cos θc~e3, à óãîë θc íà ýòîò ðàç îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç�óíêöèè

cos θc =
x− x1

s
, sin θc =

xx1

√

1 − µ2

γs
, (57)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ �îðìóëàìè (19), (20), (22), (28) è (29).×òî êàñàåòñÿ ÷àñòèö, òî íåîäíîçíà÷íîñòü çíà÷åíèé äëèí èõ èì-ïóëüñîâ ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè è èõ íàïðàâëåíèé â ñèñòåìåöåíòðà ìàññ ïðè îäèíàêîâîé ýíåðãèè γ. Ïðè çàäàíèè æå â êà÷åñòâåîñíîâíîé âåëè÷èíû z− äëÿ ÷àñòèö ïîëó÷àåòñÿ ïðåæíÿÿ �îðìóëà(24) ñ òåì æå âåêòîðîì ~Ωc. Â ïðèíÿòîì áàçèñå (38) ïîëÿðíûé óãîëñîâïàäàåò ñ ǫp, îïðåäåëÿåìûì �îðìóëîé (25), ãäå õàðàêòåðèñòèêè÷àñòèö íàõîäÿòñÿ, êàê ýòî îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Àçèìóòìîæíî âûáðàòü òîò æå, ÷òî è â (41), ò. å.

~Ωc = sin ǫp(cosϕ−~e
ph
1 + sinϕ−~e

ph
2 ) + cos ǫp~e3. (58)Âïðî÷åì ñîãëàñíî (24) â ñêîáêàõ â (58) ñòîèò âåêòîð ~e p1 , òàê ÷òîìîæíî ïîëîæèòü ϕ− = −ϕ, êàê áûëî áû â �îðìóëàõ, îáðàòíûõïî îòíîøåíèþ ê (40). Óãîë ǫp ñâÿçàí ñ θ− �îðìóëàìè, ïîäîáíûìè�îðìóëàì àáåððàöèè (28):

sin ǫp =
z−
z

sin θ−, cos ǫp =
s0z− cos θ− − sγ−

2zγ
. (59)Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ àííèãèëÿöèè, ââåäåì áàçèñ, ó êîòîðîãî îðòîðäèíàò òîò æå, ÷òî è ó (38), à äâà äðóãèõ îðòà ïîâåðíóòû îòíî-ñèòåëüíî (38) íà óãîë θc òàê, ÷òîáû òðåòèé îðò áûë íàïðàâëåí ïîèìïóëüñó ~x c:

~e 0
1 =cos θc~e

ph
1 −sin θc~e3, ~e

0
2 =~e ph2 , ~e 0

3 =~ωc=sin θc~e
ph
1 +cos θc~e3. (60)Çàäàäèì ~Ωc â ýòîì áàçèñå. Òàê êàê òðåòèé îðò åãî ñîâïàäàåò ñ ~ωc,òî êîñèíóñîì ïîëÿðíîãî óãëà áóäåò η, òàê ÷òî

~Ωc =
√

1 − η2(cosϕ0~e
0
1 + sinϕ0~e

0
2 ) + η~e 0

3 . (61)Íîâûå è ñòàðûå óãëû â òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà ñâÿçàíû �îð-ìóëàìè, ñëåäóþùèìè èç (60):
sin ǫpcosϕ=η sin θc+

√

1−η2 cos θc cosϕ0, sin ǫp sinϕ=−
√

1−η2 sinϕ0,

cos ǫp = η cos θc −
√

1 − η2 sin θc cosϕ0. (62)Ïðèðàâíÿâ ïðîåêöèè ~Ωc íà îðòû áàçèñà (38), ïîëó÷èì ñâÿçü óãëîâäâóõ ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòè �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè223



(62) ñ (59) è âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî (34). Îáðàòíûå �îðìóëû ïîëó-÷àþòñÿ ïðè çàìåíå θc → −θc. Äëÿ êîñèíóñà η ïîëó÷àåòñÿ ïðåæíååâûðàæåíèå (33). Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èìïóëüñîâ �îòîíîâ è ÷à-ñòèö â ýòîé ñèñòåìå ñíîâà äàþòñÿ �îðìóëàìè (35).Çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êàê èç-âåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû èìïóëüñíûõ ïðîñòðàíñòâ ÷àñòèö, äåëåí-íûå íà ýíåðãèè. Â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî äðîáè d3z±/γ± =
z2
±dz±d2Ω±/γ±. Îäíàêî èõ ÷àñòè, ò. å. ñîìíîæèòåëè, îòíîñÿùèåñÿ êðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì, èíâàðèàíòàìè íå ÿâëÿþòñÿ, â îòëè÷èå îòñëó÷àÿ �îòîíîâ. Ïðÿìîé âûêëàäêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîë-íåíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöàÿâëÿåòñÿ äðîáü z2

−d2Ω−/r, êîòîðàÿ ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó öåíòðàìàññ ïðåîáðàçóåòñÿ â (β/2)dηdϕ0 = −dξdϕ0/(2γ
2).Èç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè äëèí èìïóëüñîâ ïðè �èêñèðîâàííîì íà-ïðàâëåíèè ðîæäàþùåãîñÿ ýëåêòðîíà âìåñòî óãëà θ−, êàê ïîêàçàíîâûøå, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü z− (èëè γ−), à óãîë ñ÷èòàòü åãî�óíêöèåé â ñîîòâåòñòâèè ñ (55). Òîãäà sin θ−dθ− =

(s0 − qγ−)dz−
sz2

−γ−
=

∓ rdz−
sz−γ−

, ãäå çíàê áåðåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ñêîáêè (êîðåíü
r ïîëîæèòåëåí). Ïîýòîìó âìåñòî èíâàðèàíòíîãî ýëåìåíòà z2

−d2Ω−

r
=

z2
− sin θ−dθ−dϕ

r
ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ýëåìåíò z−dz−dϕ

sγ−
=

dγ−dϕ

s
,òàêæå èíâàðèàíòíûé. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó öåí-òðà ìàññ âìåñòî z− ïîÿâèòñÿ óãîë ǫp, ñâÿçàííûé ñ γ− ñîãëàñíî(25) �îðìóëîé cos ǫp = γ(2γ− − s0)/zs. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dγ− =

−sz sin ǫpdǫp/2γ = (sβ/2) sin ǫpdǫp è èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò ñ ýòèìóãëîì ïðåâðàòèòñÿ â (β/2) sin ǫpdǫpdϕ. Íàêîíåö, ïðè ïåðåõîäå ê ïå-ðåìåííûì η è ϕ0 íàø ýëåìåíò çàïèøåòñÿ â âèäå (β/2)dηdϕ0.Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòå-ðèñòèêè ïðîöåññîâ àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàð è íàéäåì ñðåäíèå÷àñòîòû è äèñïåðñèè ÷àñòîò àííèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ.� 2. Ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ1. Äè��åðåíöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ. Ìåòîäàìè êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêè ïîêàçûâàåòñÿ (ñì. [5℄), ÷òî èíâàðèàíòíîå äè��å-ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè â ïðîèçâîëüíîé224



ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòüâ àëüòåðíàòèâíûõ âèäàõ:
σann =

r2e
2

F

4γ3z
=
r2e
2

(1 − β2)2

4β
F =

r2e
2

F

q3/2
√
q − 2

. (63)Çäåñü re � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿäâóõ àðãóìåíòîâ
F = F (ξ, ξ1) =

ξ

ξ1
+
ξ1
ξ

+ 2

(

1

ξ
+

1

ξ1

)

−
(

1

ξ
+

1

ξ1

)2

, (64)à èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû ξ, ξ1, q, γ, z è β áûëè îïðåäåëåíû âûøå.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (64) âûðàæåíèé äëÿ ξ è ξ1 èç (35) ïîëó÷èìâûðàæåíèå F ÷åðåç ïåðåìåííûå β è η:
F = 2

1 − β4η4 + 2(1 − β2)(1 − β2η2) − 2(1 − β2)2

(1 − β2η2)2
. (65)Äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàð îïðåäåëÿåòñÿ òàê,÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò (63) íà ìíîæèòåëü β2 [5℄:

σbth =
r2e
8γ4

sβz−

∫

d3z+
γ+

δ(z−+z+−s)F sin θ−dθ−=
r2e
2

β

4γ4
F =β2σann.(66)2. Ïîëíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ. Ïîëíîå ñå÷åíèå àííèãèëÿöèèýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

σ0
ann =

r2e
4

1

vrz−z+

∫

d3x

x

d3x1

x1
δ(z− + z+ − x− x1)F (ξ, ξ1). (67)Çäåñü áåçðàçìåðíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ñîãëàñíî �îð-ìóëå (I.80) vr =

√

1 − 1/(z−z+)2, òàê ÷òî
vrz−z+ =

√

(z−z+)2−1=
√

(q−1)2−1=
√

q(q−2)=2zγ=2βγ2. (68)Ýòîò ìíîæèòåëü ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷è-òûâàåòñÿ íà ïîòîê ÷àñòèö.Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ýòî ñå÷åíèå. Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðà-ëà ïî ~x1 ïðåîáðàçîâàíèå äåëüòà-�óíêöèè ïðîèçâîäèòñÿ òàê:
δ(s0 − x− |~s− ~x|) = δ

(

s20 + x2 − 2s0x− s2 − x2 + 2~s~x

2x1

)

= (69)
= x1δ(q − s x)=

xx1

q
δ

(

x− q

s0−s cos θ

)

=
xx1

2γ2
δ

(

x− q

s0−s cos θ

)

.225



Ïîäñòàâèâ (68) è (69) â (67), âûðàçèì ïîëíîå ñå÷åíèå ÷åðåç äè��å-ðåíöèàëüíîå (63):
σ0

ann =
r2e
2

1

8βγ4

∫

x2d2ωF =
1

2

∫

x2d2ωσann. (70)Ìíîæèòåëü 1/2 ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû ââèäó òîæäåñòâåííîñòè àí-íèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ íå ó÷èòûâàòü èõ äâàæäû.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ àí-íèãèëÿöèè (67) óäîáíåå ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå íå ïî íàïðàâ-ëåíèÿì èìïóëüñà �îòîíà ~ω, à â èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ η è
ψ, îïðåäåëåííûõ âûøå. Äëÿ ýòîãî íàäî âìåñòî x2d2ω ïîäñòàâèòü
γ2dηdψ. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé ìíîæèòåëü ñå÷åíèÿ � �óíêöèÿ F �îò óãëà ψ íå çàâèñèò, èíòåãðàë ïî ýòîé ïåðåìåííîé ìîæíî çàìåíèòüíà 2π.Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæ-äåíèþ èíòåãðàëà
F0(β) =

1
∫

0

Fdη = 2[(3−β4)a(β)−2+β2], a(β) =
1

2β
ln

1 + β

1 − β
. (71)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ [5℄, êîòî-ðîå ìû ïðåäñòàâèì â âèäå

σ0
ann =πr2esann(β), sann(β)=

1−β2

4β
F0(β)=

(3−β4)a(β)−(2−β2)

2βγ2
.(72)Ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (67)ñ î÷åâèäíûìè çàìåíàìè õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèö è �îòîíîâ:

σ0
bth=

r2e
2xx1

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ(z−+z+−x−x1)F =
r2e
2q

∫

d3z−
γ−γ+

δ(γ+−s0+γ−)F.(73)Ìíîæèòåëü xx1 = q ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü, ÷òî ñå÷åíèåðàññ÷èòûâàåòñÿ íà ïîòîê �îòîíîâ. Äîïîëíèòåëüíàÿ äâîéêà â çíàìå-íàòåëå íå ââîäèòñÿ, òàê êàê ðîæäàþòñÿ íå òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû.Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (73) âçÿò èíòåãðàë ïî ~z+,òàê ÷òî âìåñòî ýòîãî âåêòîðà íàäî ïîäñòàâèòü ~z+ = ~s−~z− = ~x+~x1−
~z−. Ñòîÿùåå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â óêàçàííîì âûðàæåíèè ïðîèç-âåäåíèå ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äîìíîæèì àð-ãóìåíò δ��óíêöèè íà γ+ + s0 − γ− = 2γ+ = 2

√

(~s− ~z−)2 + 1, çàòåìñäåëàåì àðãóìåíòîì åå cos θ−: 226



d3z−
γ−γ+

δ

(

1+s2+z2
−−2~s~z−−γ2

−−s20+2s0γ−

2γ+

)

=
d3z−
γ−

δ(sz−−q) =

= sin θ−dθ−δ

(

cos θ−− s0γ−−q
sz−

)

dγ−
s

dϕ. (74)Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò â (73) è âçÿâ èíòåãðàë ïî θ−, ïîëó÷èì
σ0

bth =
r2e
2qs

∫

Fdγ−dϕ. (75)�àññ÷èòûâàòü ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàð çàíîâî íå íàäî,òàê êàê îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñå÷åíèå àííèãèëÿöèè. Äåéñòâèòåëü-íî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (66) è ïîäñòàâëÿÿ dγ−dϕ = (sβ/2)dηdϕ0,ïîëó÷àåì èç (75) [5℄
σ0

bth = γ2

∫

σbthdηdϕ0 =
πr2e
4

β

γ2

1
∫

−1

Fdη = 2β2σ0
ann. (76)

1.0

2

0

1

3

4

5

0.80.2 0.60.40.0

sann(β)

sbth(β)

β�èñ. 2. Ïîëíûå ñå÷åíèÿ àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàðû.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ïîëíûõ ñå÷åíèé àííèãèëÿöèèè ðîæäåíèÿ ïàð. Ïåðâîå èç íèõ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè
β → 0 êàê 1/(2β), ÷òî îòðàæàåò áîëüø�óþ âåðîÿòíîñòü àííèãèëÿöèèïîêîÿùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà. Îáàñå÷åíèÿ èìåþò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè β = 1.227



3. Ñðåäíèå ñòåïåíè ÷àñòîòû �îòîíîâ. Îïðåäåëèì ñðåäíþþñòåïåíü ÷àñòîòû èçëó÷àåìîãî �îòîíà ïðè àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû ðàâåíñòâîì
xlsann(β) =

1

16πγ3z

∫

Fxl+2d2ω. (77)Âû÷èñëåíèå ïðîùå âñåãî ïðîèçâåñòè â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ïîóãëàì â ñèñòåìå àííèãèëÿöèîííîãî áàçèñà, ò. å. ïî η è ψ, çàìåíèâýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ïî ïðàâèëó
x2d2ω → γ2dηdψ. Ïðè ýòîì íàäî ñäåëàòü çàìåíû óãëîâ, âûðàçèâèõ ñ ïîìîùüþ (34) è (32) ÷åðåç η è ψ. ×åðåç òå æå ïåðåìåííûåâûðàæàþòñÿ è ÷àñòîòû �îòîíîâ ñîãëàñíî (29). Èíâàðèàíòíîå ñå÷å-íèå ïðîöåññà (63) òîæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé η è íå çàâèñèò îòàçèìóòà ψ.Òåïåðü ïðîñòî âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû â (77), òàê êàê îíè âû-ðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîìåíòû �óíêöèè F ïî η. �àññìîòðèì çíà÷åíèÿ
l = 0, 1, 2. Íàðÿäó ñ (71) íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí èíòåãðàë

F2(β) =

1
∫

0

Fη2dη =
2

β2

[

(

5 − 4β2 + β4
)

a(β) − 5 +
8

3
β2

]

. (78)Ïðè l = 0 íàõîäèì óæå èçâåñòíóþ �îðìóëó sann(β) =
F0(β)

4βγ2
.Âåëè÷èíà ñðåäíåé ÷àñòîòû îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé: xsann(β) =

=
1

32πγz

1
∫

−1

Fdη

2π
∫

0

[s0+s(cos ǫpη+sin ǫp
√

1−η2 cosψ)]dψ=
s0
2
sann(β),(79)ò. å. x = x1 = s0/2, òàê êàê àííèãèëÿöèîííûå �îòîíû ðàâíîïðàâíû.Ñðåäíèé êâàäðàò ÷àñòîòû x2sann(β) =

=
1

16πγz

1
∫

−1

Fdη

2π
∫

0

dψ
1

4
[s20+s2(cos2 ǫpη

2+sin2 ǫp(1−η2) cos2 ψ+

+2cos ǫpsin ǫpη
√

1−η2 cosψ)+2s0s(cos ǫpη+sin ǫp
√

1−η2 cosψ)]=

=
1

4

[(

s20+
s2

2
sin2 ǫp

)

sann(β)+
s2

4γz

(

cos2 ǫp−
1

2
sin2 ǫp

)

F2(β)

]

.(80)228



Äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè äèñïåðñèþ÷àñòîò àííèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ
Dx = Dx1 =

s2

8

[

sin2 ǫp + (2 − 3 sin2 ǫp)
F2(β)

F0(β)

]

. (81)Äèñïåðñèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó äëèíû ñóììû èìïóëüñîâ àí-íèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö. Ïðè àííèãèëÿöèè íåïîäâèæíûõ ÷àñòèö îíàðàâíà íóëþ, òàê êàê ÷àñòîòû �îòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî ðàâíûýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà.� 3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �îòîíîâïðè ïðîöåññàõ ñ ïàðàìè1. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå áóäåì èñïîëüçîâàòü, âîáùåì, òå æå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö è �î-òîíîâ, ÷òî è â ïðåäûäóùåé. Îäíàêî, çäåñü äîïóñòèì, ÷òî ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûé ãàç ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ÷àñòèö óäîáíåå õàðàêòåðèçîâàòü, êàê è �îòîíû, ñðåäíèìè ÷èñëàìèçàïîëíåíèÿ èõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ âûïîëíÿ-þòñÿ îáû÷íûå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, êîòîðûå â áåçðàçìåðíûõ îáî-çíà÷åíèÿõ è â ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà êàæäîãî èç ãàçîâ,ãäå ñðåäíèé èìïóëüñ ÷àñòèö ýòèõ ãàçîâ ðàâåí íóëþ, çàïèñûâàþòñÿâ âèäå
2

λ3
C

∫

n∓(~z)d3z = n0
∓,

2

λ3
C

∫

n(~x)d3x = n0. (82)Çäåñü λC = h/mc � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû. ×åðåç n0
∓ è n0îáîçíà÷åíû êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è �îòîíîâ â ñîïóòñòâóþùèõ ñè-ñòåìàõ. Ýòè ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü çàäàíû èëè îïðåäå-ëÿòüñÿ èç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è. Åñëè ïðè-íÿòü ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó åäèíèö (�ÊÑÅ), â êîòî-ðîé m = c = ~ = 1, òî ñëåäóåò ïîëîæèòü λC = 2π.2. Ôîðìóëèðîâêà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. ßâíî ðåëÿòèâèñò-ñêè êîâàðèàíòíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �îòîíîâ, â êîòî-ðîì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äâóõ�îòîííûå àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð, â ðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâàåò-ñÿ â âèäå

k∇n(~k)=
r2e
2

2m2c2

h3

∫

d3k1

k1

d3p−
p0−

d3p+

p0+
δ(p

−
+p

+
−k−k1)F (ξ, ξ1)×(83)229



{n−(~p−)n+(~p+)[1+n(~k)][1+n(~k1)]−n(~k)n(~k1)[1−n−(~p−)][1−n+(~p+)]}.Íàëè÷èå δ-�óíêöèè îòðàæàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Âåëè÷èíà Fîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (64).Â (83) ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �î-òîííûõ ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü íå ìàëû, ò. å. �îòîííûé ãàç ìîæåòáûòü âûðîæäåí. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå è ãàçîâ ÷àñòèö. Ïîýòî-ìó â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ââåäåíû ìíîæèòåëè, ó÷èòûâàþùèåïðèíöèï Ïàóëè äëÿ ÷àñòèö-�åðìèîíîâ è ïðèíöèï âûíóæäåííûõïåðåõîäîâ äëÿ �îòîíîâ, êàê áîçîíîâ. Êàê âñåãäà â ïîäîáíûõ ñëó-÷àÿõ, ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé â �èãóðíûõ ñêîáêàõ â (83)âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.Âïðåäü èñïîëüçóåì òîëüêî áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí.Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíîì âèäå â �ÊÑÅ èìååò âèä
x∇n(~x)=De

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ(z−+z+−x−x1)F (ξ, ξ1)× (84)
×{n−(~z−)n+(~z+)[1+n(~x)][1+n(~x1)]−n(~x)n(~x1)[1−n−(~z−)][1−n+(~z+)]}.Çäåñü De = r2e/λ

3
C.Èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàþò ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäå-ëåíèÿ ÷àñòèö è �îòîíîâ ïðè óñëîâèè ðàâíîâåñèÿ ïðîöåññîâ àííè-ãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàð. Ïðè ýòîì óñëîâèè âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â�èãóðíûõ ñêîáêàõ â (84), ðàâíî íóëþ. Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî áûòüñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðè ýòîì â ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäå-ëåíèÿ äîëæíû âõîäèòü åäèíàÿ òåìïåðàòóðà T , åäèíàÿ ñêîðîñòü îò-íîñèòåëüíî îáùåé ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷åòà ~v è ñîáëþäàòüñÿáàëàíñ ÷èñëà ÷àñòèö (ñîõðàíåíèå çàðÿäà è �äâóõ�îòîííîñòü� ïðî-öåññîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâíîâåñèè âûïîëíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿÔåðìè�Äèðàêà äëÿ ÷àñòèö è ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà äëÿ�îòîíîâ. Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå

n±(~z±) =
1

ey(γ±+µ±) + 1
, n(~x) =

1

ey(x+µγ) − 1
, (85)ãäå ïî-ïðåæíåìó y = mc2/kBT , à −µ± è −µγ � áåçðàçìåðíûå (âåäèíèöàõ mc2) õèìè÷åñêèå ïîòåöèàëû ÷àñòèö è �îòîíîâ. Ïðè ýòîììåæäó õèìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-íèå µ− + µ+ = 2µγ .Åñëè ãàçû íå âûðîæäåíû, òî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ñîïóò-ñòâóþùèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ïåðåõîäÿò â ðåëÿòèâèñòñêèå ìàêñâåë-230



ëîâñêèå, à õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðÿìî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîí-öåíòðàöèè, òàê ÷òî â ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ
n±(~z) = C±e

−yγ , C± = e−yµ± = n0
±

λ3
Cy

8πK2(y)
(86)ãäå K2(y) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Â ñëó÷àå �îòîíîâ íàäî ïåðåé-òè ê ïðåäåëó íóëåâîé ìàññû ïîêîÿ, òîãäà γ çàìåíèòñÿ íà x, à K2(y)íà 2/y2 è �îðìóëà (86) ïåðåéäåò â �îðìóëó n(x) = e−y(x+µγ), ïîõî-æóþ íà �îðìóëó Âèíà, íî ñ âîçìîæíûì äîïîëíèòåëüíûì ìíîæè-òåëåì, ñîäåðæàùèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Åñëè ïðè ýòîì õèìè-÷åñêèé ïîòåíöèàë �îòîíîâ ðàâåí íóëþ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íîåðàñïðåäåëåíèå Âèíà, à ïðîèçâåäåíèå C−C+ = 1.3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â �îðìå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó-÷åíèÿ. Ïîäåëèâ �ÊÓ (84) íà ÷àñòîòó �îòîíà è ñîêðàòèâ ïðîèç-âåäåíèÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå,îáû÷íîì äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Çàïèøåì è åãî â áåç-ðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n(~x) = −n(~x)(αγ − α− − α+) + ε[1 + n(~x)] + ε∗. (87)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â �ÊÓ:
αγ(~x) =

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1), (88)
α∓(~x) =

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n∓(~z∓), (89)
ε(~x)=

De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n−(~z−)n+(~z+), (90)
ε∗(~x)=

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n−(~z−)n+(~z+). (91)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè äåëüòà-�óíêöèÿ, îòðàùàþùàÿ çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ, îáîçíà÷åíà ñîêðàùåííî δ∗ = δ(z− + z+ − x − x1). Âñå ââå-äåííûå èíòåãðàëû èìåþò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíû. Èíòåãðàëû(88)�(89) îïðåäåëÿþò ïîãëîùåíèå �îòîíîâ, äâà ïîñëåäíèõ � èçëó-÷åíèå.Åñëè óìíîæèòü óðàâíåíèå (87) íà d3x è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîèìïóëüñàì �îòîíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùååïåðâûé ìîìåíò óðàâíåíèÿ: ∇∫ xn(~x)
d3x

x
=231



=−
∫

d3xn(~x)[αγ(~x)−α−(~x)−α+(~x)]+

∫

d3x{ε(~x)[1+n(~x)]+ε∗(~x)}. (92)�àññìîòðèì ïî î÷åðåäè ÷àñòè óðàâíåíèÿ (87).4. Ïîãëîùåíèå. Óñòàíîâèì ñâÿçü ââåäåííûõ êîý��èöèåíòîâ ññå÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ. Íà÷íåì ñ òðåõ êîý��èöè-åíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðîæäåíèåì ïàð. Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå êîý�-�èöèåíòà ñïîíòàííîãî ïîãëîùåíèÿ ÷åðåç ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿïàð (76):
αγ =

2

λ3
Cx

∫

d3x1

x1
n(~x1)qσ

0
bth(β). (93)Ìíîæèòåëü q = xx1 = xx1(1− µ) ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü,÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà ïîòîê �îòîíîâ, ïðè ýòîì â (93)ñîêðàùàþòñÿ ýíåðãèè �îòîíîâ, ò. å. x è x1. Âåëè÷èíà q = 2γ2,ãäå γ � îáùåå çíà÷åíèå ýíåðãèé ÷àñòèö è �îòîíîâ â ñèñòåìå öåí-òðà ìàññ ÷àñòèö, â êîòîðîé ýëåêòðîí è ïîçèòðîí, êàê è �îòîíû,äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Âåëè÷èíà β, ÿâëÿþùàÿ-ñÿ �îðìàëüíûì àðãóìåíòîì ñå÷åíèÿ, � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêîðîñòü

β = z/γ =
√

γ2 − 1/γ.Äâà äðóãèõ êîý��èöèåíòà α∓, ñòîÿùèõ â ñëàãàåìîì ïîãëîùå-íèÿ, íî ñî çíàêîì ìèíóñ, âûðàçèì ÷åðåç äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèåðîæäåíèÿ ïàðû:
α∓ =

1

x

2

λ3
C

∫

d3x1

x1
n(~x1)

dϕdγ−
s

4γ5

z
σbthn∓(~z∓) =

=
1

x

4

λ3
C

∫

d3x1

x1
n(~x1)γ

4dηdϕ0σbthn∓(~z∓). (94)Çäåñü σbth, çàâèñÿùåå îò β è η, ïîäñòàâëåíî â ñîãëàñèè ñ âûðàæåíè-åì äëÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ (66). ×åðåç èíâàðèàíòíûå ïåðåìåííûå η, ϕ0,à òàêæå ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè �îòîíîâ ýíåðãèè ýëåêòðîíà è ïîçè-òðîíà âûðàæàþòñÿ ïîñðåäñòâîì �îðìóë, ñëåäóþùèõ èç ñðåäíåãîðàâåíñòâà â (6) è ïåðâîãî â (59):
γ∓ = (s0 ± sβ cos ǫp)/2, (95)ãäå cos ǫp äàåòñÿ �îðìóëîé (62), â êîòîðîé µ � êîñèíóñ óãëà ìåæ-äó íàïðàâëåíèÿìè èìïóëüñîâ �îòîíîâ, à óãîë θc îïðåäåëÿåòñÿ ÷å-ðåç ñâîè �óíêöèè �îðìóëàìè (57). Íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèöìîæíî íàéòè ïî �îðìóëàì 232



z∓~Ω∓ = ~e3
s± s0β cos ǫp

2
±

± z[(η sin θc +
√

1 − η2 cos θc cosϕ0)~e
ph
1 +

√

1 − η2 sinϕ0~e
ph
2 ], (96)ãäå z∓ =

√

γ2
∓ − 1, à îðòû áàçèñà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èìïóëüñû �î-òîíîâ ïðåæíèìè �îðìóëàìè (38).5. Èçëó÷åíèå. Íà÷íåì ñ èíòåãðàëà îò êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿïî èìïóëüñàì èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ. Ýòîò èíòåãðàë âõîäèò â ñîîò-íîøåíèå (92). Èñõîäÿ èç (90) è âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿàííèãèëÿöèè (72), íàõîäèì

ε0 =

∫

ε(~x)d3x=
r2e
2

2

λ3
C

∫

d3x

x

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗Fn−(~z−)n+(~z+) =

=
4

λ3
C

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

n−(~z−)n+(~z+)vrz−z+σ
0
ann(β). (97)Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî æå îáîçíà÷åíèå δ∗, ÷òî è â �îðìóëàõ (88)�(91), vr � áåçðàçìåðíàÿ è èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü÷àñòèö, òàê ÷òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (68). Ïðè ýòîì íàäî ñ÷èòàòü,÷òî q = 1 + z−z+. Ìíîæèòåëü (68), êàê è xx1 â ñëó÷àå ðîæäåíèÿïàð, ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàïîòîê ÷àñòèö.Ñàì êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ (90) íå âûðàæàåòñÿ ïðÿìî ÷åðåçïîëíîå ñå÷åíèe àííèãèëÿöèè, òàê êàê íå ñîäåðæèò èíòåãðàëà ïî

x. Îäíàêî íàëè÷èå δ��óíêöèè ïîçâîëÿåò âçÿòü èíòåãðàëû ïî ÷å-òûðåì ïåðåìåííûì. Ïðè ýòîì, õîòÿ èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè àí-íèãèëÿöèè, çàêðåïëåííûì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ èçëó÷àåìîãî �îòîíà.Ïîýòîìó óäîáíåå ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö,à èìïóëüñû �îòîíîâ ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Èíòåãðàëû ïîëó÷àþòñÿòàêèå æå, êàêèå âîçíèêàëè ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà ðîæäåíèÿïàð, è äåëüòà-�óíêöèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê â (69). Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èòñÿ
ε(~x) =

4

xλ3
C

∫

d3x1

x1
γ4dηdϕ0σbthn−(~z−)n+(~z+). (98)Âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèö îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, îíè ïðèâå-äåíû â (95) è (96). 233



Êîíå÷íî, â (98) ìîæíî çàìåíèòü ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ íà ñå÷å-íèå àííèãèëÿöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæèòåëåì. Îäíàêî, ëó÷øåîñòàâèòü ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ, òàê êàê çàêðåïëåííûìè ÿâëÿþòñÿ èì-ïóëüñû �îòîíîâ. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ε∗ íå òðåáóåò ñïåöèàëüíî-ãî ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê îòëè÷àåòñÿ îò (98) òîëüêî íàëè÷èåì ïîäèíòåãðàëîì äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ n(~x1).� 4. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòîâ1. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî ïîãëîùåíèÿ. Â ýòîìè íåñêîëüêèõ ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäå-ëåíèÿ ÷àñòèö è �îòîíîâ ïî èìïóëüñàì â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìåîòñ÷åòà èçîòðîïíû, ò. å. çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èí èìïóëüñîâ, íîíå îò èõ íàïðàâëåíèé.Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè íåò íåîáõîäèìîñòè çíàòü è çàâèñè-ìîñòè îò íàïðàâëåíèé âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó ìû ïðîèíòåãðèðóåìïî íàïðàâëåíèÿì â ýòèõ èíòåãðàëàõ. Çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèéîò âðåìåíè è êîîðäèíàò ïî-ïðåæíåìó íå óêàçûâàåì.Íà÷íåì ñ òîãî êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿ-åòñÿ ñïîíòàííûì ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèö. Èñõîäèì èç ïðèâî-äèâøåéñÿ âûøå �îðìóëû (88). Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë ïðè
n(~x) = n(x). Îòäåëèì èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå îò èíòåãðàëîâ ïî óãëàìè âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîëÿðíîãî óãëà óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè�îòîíîâ, êîñèíóñ êîòîðîãî µ. Ïðè ýòîì îò àçèìóòà íè÷åãî íå çà-âèñèò è èíòåãðàë ïî íåìó çàìåíÿåòñÿ íà 2π. Ïðè ðîæäåíèè ïàðûäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå q = xx1 = xx1(1 − µ) ≥ 2, êîòîðîåîïðåäåëÿåò ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x1 è µ:

αγ(x) =
De

x
4π2

∞
∫

1/x

x1dx1n(x1)

1−2/(xx1)
∫

−1

dµ q 2β2sann(β). (99)Âìåñòî µ áóäåì èíòåãðèðîâàòü ïî β, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ: β =
√

1 − 2/[xx1(1 − µ)], dµ = −4βγ4dβ/(xx1). Òî-ãäà �îðìóëó (99) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: αγ(x) =

=
32π2De

x2

∞
∫

1/x

dx1n(x1)gp

(
√

1− 1

xx1

)

=
32π2De

x3

∞
∫

0

n

(

1+v

x

)

gp

(√

v

1+v

)

dv.(100)234



Çäåñü �óíêöèÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà u, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóò-êå [0, 1]:
gp(u) = 2

u
∫

0

β3γ6dβ sann(β) =

u
∫

0

β2γ4[(3−β4)a(β)−2+β2]dβ. (101)Èíòåãðàë gp(u) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè è�óíêöèþ gC, êîòîðàÿ ïîÿâëÿëàñü â � 3 �ëàâû V ïðè íàõîæäåíèèñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ (�îðìóëû(V.86)�(V.88)):
gp(u) = u

[

1

1 − u2
− 1

2
ln(1 − u2) − 1 + u2

2

]

a(u) − u

2

1 + u2

1 − u2
+

+
1

2
ln(1 − u) ln

1 + u

4
+ gC

(

−1

2

)

− gC

(

−1 − u

2

)

. (102)Ïðè u, äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò 1, gp(u) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìî-ùüþ ðÿäà
gp(u)=u3

[

1

3
+

4

5
u2+u4

∞
∑

n=0

u2n

2n+7

(

n
∑

m=1

2n+9

2m+1
+

6

2n+3
+

3

2n+5
+4

)]

.(103)Ïðè u < 1, áëèçêèõ ê 1, ñëàãàåìûå, íå âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ýëå-ìåíòàðíûå �óíêöèè, ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû:
gC

(

−1

2

)

− gC

(

−1 − u

2

)

=

∞
∑

n=1

(1 − u)n − 1

n22n
. (104)Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå n(x1) ïëàíêîâñêîå, âèíîâñêîåèëè áîëåå îáùåå ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà ñ ïàðàìåòðîì y =

mc2/(kBT ), �óíêöèÿ αγ(x, y) �àêòè÷åñêè çàâèñèò îò ÷àñòîòû ÷åðåçîòíîøåíèå y/x. Ïðåäñòàâèì ýòó çàâèñèìîñòü â âèäå
αγ(x, y) = 32π2De

e−yµγ

y3
αBE

( y

x
, yµγ

)

, (105)ãäå
αBE(z, τ) = z3

∞
∫

0

dv

ez(1+v) − e−τ
gp

(√

v

1 + v

)

. (106)235



Äëÿ òàê îïðåäåëåííîé �óíêöèè çíà÷åíèå µγ = 0 �îðìàëüíî îòâå-÷àåò ðàñïðåäåëåíèþ Ïëàíêà, à µγ = ∞ � Âèíà, ñîîòâåòñòâóþùèå�óíêöèè îáîçíà÷èì αP(z) = αBE(y/x, 0) è αW(z) = αBE(y/x,∞).Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé. Êàê è ñëå-äîâàëî îæèäàòü, ïëàíêîâñêàÿ �óíêöèÿ áîëüøå âèíîâñêîé, αP(z) >
αW(z), íî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ àð-ãóìåíòà ïîðÿäêà åäèíèöû. Êðèâûå ïðè êîíå÷íûõ íåíóëåâûõ çíà-÷åíèÿõ τ ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó êðàéíèìè. Â íóëå ó âñåõ ýòèõ�óíêöèé áåñêîíå÷íàÿ (ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ) ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð,
αW(z) ∼ (z/2) ln(1/z) ïðè z → 0. Ïðè áîëüøèõ z âñå îíè èìåþòîáùóþ àñèìïòîòèêó:

αBE(z, τ) =

∞
∑

m=1

e−(m−1)τ

m3
αW(mz) ∼ αW(z) ∼

√
πz

4
e−z. (107)
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z�èñ. 3. Ôóíêöèè αBE(z, τ ) ïðè (ñâåðõó âíèç)
τ = 0 (αP(z)), 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1.0, 2.0,∞ (αW(z)).�èñ. 4 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î êîý��èöèåíòå ïîãëîùåíèÿ ïðèðîæäåíèè ïàð â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âèíîâñêèì èçëó÷åíè-åì. Èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèè

αγ(x, y) = 32π2De
1

y3
αW(y/x) =

4

π
α2

fs

1

y3
αW(y/x). (108)â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T =

mc2

kBy
.236



Ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ ÷àñòîòàõ îòðàæà-åòñÿ åå àñèìïòîòèêàìè: αγ(x, y) ∼ α2
fs

1
√

πxy5
e−y/x ïðè x ≪ y è

αγ(x, y) ∼ 2

π
α2

fs

1

xy2
ln
y

x
ïðè x ≫ y. Äëÿ ïåðåâîäà êîý��èöèåí-òà ê ðàçìåðíîìó âûðàæåíèþ �óíêöèþ (108) íàäî ðàçäåëèòü íà

λ�C = 3.861411 · 10−11 ñì, à ãðà�èêè ïîäíÿòü íà 10.41. Ïîãëîùåíèåñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñèëüíûì ïðè ìàëûõ y, ò. å. âûñîêèõ òåìïåðàòó-ðàõ èçëó÷åíèÿ. Ìàêñèìóìû êðèâûõ íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé x = 1.7y,ò. å. ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ëåã÷å ïîãëîùàþòñÿ áîëåå ìÿãêèå�îòîíû.
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lg αγ(x, y)

lg x�èñ. 4. Ôóíêöèÿ αγ(x, y) ïðè (ñâåðõó âíèç)
y = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0, 20.0, 50.0).Âûðàæåíèå (100) äëÿ �óíêöèè αγ ïîëó÷åíî â [88℄ è â íåñêîëüêîäðóãîì âèäå â [68℄. Ïðè âèíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè �îòîíîâ â [89℄äëÿ íåå íàéäåíî ýìïèðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.2. Óñðåäíåíèå âûíóæäåííîãî ïîãëîùåíèÿ. Äâà êîý��èöèåíòà

α∓ ñîäåðæàò êàê �îòîííîå ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì, òàê è ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö. Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçîòðîïíû ðàñïðå-äåëåíèÿ ÷àñòèö, ò. å. n∓(~z∓) = n∓(γ∓).Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö, ðàñïðåäåëåíèåêîòîðûõ íå âõîäèò â èíòåãðàë, ò. å. ïî ~z± ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èìâûðàæåíèÿ 237



α∓=
De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

z2
∓d3z∓

γ−γ+
n∓(γ∓)δ(γ++γ−−x−x1)F (ξ, ξ1) =

=
De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)n∓(γ∓)

z2
∓dz∓

γ∓
d2Ω∓δ(ξ + ξ1 − q)F (ξ, ξ1) =

=
De

x
2π

∫

d3x1

x1
n(~x1)n∓(γ)

zdz

γ
F (x, x1, µ, γ). (109)Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî äëÿ äåëüòà-�óíêöèè, î êîòî-ðîì ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî γè z ýòîãî ïóíêòà íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ âåëè÷èíàìè ñ òåìè æå îáî-çíà÷åíèÿìè èç ïðåäøåñòâóþùèõ: çäåñü ïðîñòî îïóùåíû çíàêè ±.Êðîìå òîãî, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà ïî íàïðàâëåíèÿìýëåêòðîíà èëè ïîçèòðîíà:

F (x, x1, µ, γ) =
z

2π

∫

d2Ωδ(ξ + ξ1 − q)F (ξ, ξ1), (110)ãäå ξ = x z = x(γ − z~ω~Ω), ξ1 = x1z = x1(γ − z~ω1
~Ω).Èíòåãðàë (110) ñèììåòðè÷åí ïî ÷àñòîòàì �îòîíîâ è îäèíà-êîâ äëÿ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî èíòåãðàëàî÷åíü áëèçêî ïî ñõåìå ê âûâîäó �îðìóëû äëÿ �óíêöèè ïåðåðàñïðå-äåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè â ïðåäûäóùåéãëàâå, òàê êàê ïîõîæè âûðàæåíèÿ äëÿ F . Çäåñü äëÿ ðÿäà âåëè÷èí,àíàëîãè÷íûõ âîçíèêàâøèì ïðè îïèñàíèè ðàññåÿíèÿ, èñïîëüçóþòñÿòå æå îáîçíà÷åíèÿ. Îäíàêî ýòè âåëè÷èíû íå ñîâïàäàþò. �àçëè÷èåçàêëþ÷àåòñÿ â çíàêàõ ÷àñòîò �îòîíîâ è, êàê ñëåäñòâèå, â çíàêàõíåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ.Êàê è äëÿ ðàññåÿíèÿ, âûáåðåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó ñ îñüþ âäîëüâåêòîðà ~ω. Êîñèíóñ çåíèòíîãî óãëà áóäåò µ = ~ω~ω1, à êîñèíóñ ìåæ-äó ~ω è ~Ω îáîçíà÷èì η = ~Ω~ω. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ~Ω~ω1 = ηµ +

√

1 − η2
√

1 − µ2 cosϕ, ãäå ϕ � àçèìóò, ò. å. äâóãðàííûé óãîë ìåæäóïëîñêîñòÿìè ~Ω, ~ω è ~ω, ~ω1 (êîñèíóñ η è àçèìóò ϕ òàêæå íå ñîâïàäàþòñ èñïîëüçîâàâøèìñÿ ðàíåå âåëè÷èíàìè ñ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè).Â ýòèõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèå äëÿ F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
F =

q2 + 2q − 2

q

(

1

ξ
+

1

q − ξ

)

− 1

ξ2
− 1

(q − ξ)2
− 2 (111)238



è íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò àçèìóòà, òàê êàê ÷àñòîòû �îòîíîâ èóãîë ìåæäó èõ íàïðàâëåíèÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî âåëè÷èíà q ÿâëÿ-þòñÿ çàäàííûìè, à ξ = x(γ − zη). Ïîýòîìó ïåðâûì ñëåäóåò âû÷èñ-ëèòü èíòåãðàë ïî àçèìóòó îò äåëüòà��óíêöèè. Ïðè åãî âû÷èñëåíèèïðèìåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå zx1

√

1 − µ2 6= 0. Òîãäà ìîæíîíàïèñàòü
2π
∫

0

dϕδ
(

x(γ−zη)−q+x1γ−x1zηµ−zx1

√

1−µ2
√

1−η2 cosϕ
)

=

=
2

zs

1
√

(η+−η)(η−η−)
, η±=

P (x1µ+x) ± x1

√

1−µ2∆

zs2
, (112)ãäå

∆ =
√

z2s2 − P 2, P = γs0 − q, (113)à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðåæíèå. η± ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ïðîìå-æóòêà èçìåíåíèÿ êîñèíóñà η. Òîëüêî ïðè η èç ýòîãî ïðîìåæóòêàèìåþòñÿ çíà÷åíèÿ cosϕ, ïðè êîòîðîì àðãóìåíò äåëüòà-�óíêöèè â(112) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëÿ 2 îáúÿñíÿåòñÿ òåì,÷òî íà ïðîìåæóòêå [0, 2π] êîñèíóñ âñå ñâîè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò äâà-æäû. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî −1 ≤ η− ≤ η+ ≤ 1.Ïîäñòàâèì â (110) èíòåãðàë (112) è ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó
η=

η++η−
2

+
η+−η−

2
cosψ=

1

zs2
[(x1µ+x)P+x1

√

1−µ2∆cosψ]. (114)Òîãäà (110) ïðèìåò âèä
F (x, x1, µ, γ) =

1

πs

π
∫

0

F (ξ, ξ1)dψ. (115)Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà (110) ïîëó÷àåòñÿ ñëå-äóþùèì:
F (x, x1, µ, γ) =

q2 + 2q − 2

q2

(

1

a(γ, µ,−x) +
1

a(γ, µ,−x1

)

−

− 1

q2

[

A(γ, µ, x, x1)

a3(γ, µ,−x) +
A(γ, µ, x1, x)

a3(γ, µ,−x1)

]

− 2

s
, (116)239



ãäå �óíêöèè a è rµ òå æå, ÷òî è â ïðåäøåñòâóþùåé ãëàâå (îïðåäå-ëÿþòñÿ â (V.134)), à
A(γ, µ, x, x1) =

s2 − a2(γ, µ,−x) + a2(γ, µ,−x1)

2
. (117)Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ñèììåò-ðèè:

F (x, x1, µ, γ) = F (x1, x, µ, γ) = F (x, x1, µ, x+ x1 − γ). (118)3. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå. Òåïåðü íàéäåì óñëîâèÿ, êîòî-ðûå íàäî íàëîæèòü íà ïåðåìåííûå âñëåäñòâèå òðåáîâàíèÿ, ÷òîáûïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ó ∆ áûëî íåîòðèöàòåëüíî:
z2s2 − P 2 = −2qγ2 + 2qγs0 − q2 − s2 ≥ 0. (119)Ýòî òðåáîâàíèå îãðàíè÷èâàåò òå èëè èíûå âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòèîò òîãî, êîòîðûå èç íèõ çàêðåïëåíû.Åñëè çàäàíû èìïóëüñû �îòîíîâ, ò. å. èõ ÷àñòîòû è êîñèíóñ µ,òî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû äîëæíû áûòü çàêëþ÷åíû ìåæäó

γ±(x, x1, µ) =
s0
2

± s

2

√

1 − 2

q
≥ 1. (120)Çäåñü âåðõíèå çíàêè ± ñîîòâåòñòâóþò çíàêàì ïåðåä êîðíåì.Ïðè �èêñèðîâàííîé ýíåðãèè ÷àñòèöû íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè-÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ÷àñòîò. Åñëè çàäàíà ÷àñòîòà x1 è êîñèíóñ µ, òî÷àñòîòà x äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òîìó æå íåðàâåíñòâó (119), êîòî-ðîå ìîæíî çàïèñàòü ïîäðîáíåå â âèäå

x2[1− 2γx1(1−µ) + x2
1(1−µ)2] + 2xx1[µ+ γ(γ− x1)(1−µ)] + x2

1 ≤ 0.(121)×àñòîòà x äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïî îòíî-øåíèþ ê êîðíÿì êâàäðàòè÷íîé îòíîñèòåëüíî x �óíêöèè, ñòîÿùåéñëåâà â (121):
x±
x1

= −γ(γ − x1)(1 − µ) + µ± z(1 − µ)a1

1 − 2γx1(1 − µ) + x2
1(1 − µ)2

. (122)Â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ âûðàæåíèå, ñòîÿâøåå ìíîæèòåëåì ïåðåäêâàäðàòîì x â àíàëîãå (121) è â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ âèäà (122),240



áûëî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îíî ðàñêëà-äûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè
1−2γx1(1−µ)+x2

1(1−µ)2 = [x1(1−µ)−γ−z][x1(1−µ)−γ+z] (123)è ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíî, òàê è îòðèöàòåëüíî. Ïðè x1(1 −
µ) < γ − z è ïðè x1(1 − µ) > γ + z îíî ïîëîæèòåëüíî, ÷àñòîòàäîëæíà áûòü ìåæäó ãðàíèöàìè. Îäíàêî, â ïåðâîì ñëó÷àå îáå ãðà-íèöû (122) îòðèöàòåëüíû è ÷àñòîò x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-ñòâó, íå ñóùåñòâóåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå îáå ãðàíèöû ïîëîæèòåëü-íû è îãðàíè÷èâàþò ÷àñòîòó. Íàêîíåö, â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè
γ − z < x1(1 − µ) < γ + z ìíîæèòåëü ïðè x2 îòðèöàòåëåí, á�îëüøàÿãðàíèöà x− ïîëîæèòåëüíà, à ìåíüøàÿ x+ îòðèöàòåëüíà, òàê ÷òî÷àñòîòà x äîëæíà áûòü áîëüøå áîëüøåé ãðàíèöû. Èòàê,
x íå ñóùåñòâóåò ïðè 0 < x1 < (γ − z)/(1 − µ),
x− < x <∞ ïðè (γ − z)/(1 − µ) < x1 < (γ + z)/(1 − µ),
x− < x < x+ ïðè (γ + z)/(1 − µ) < x1 <∞. (124)Êàê íåðàâåíñòâî (121), òàê è îáëàñòü äîïóñòèìûõ ÷àñòîò, êî-íå÷íî, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî x è x1.�àññìîòðèì åùå èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà íå âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå, íàëîæåííîå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðè âû÷èñëåíèèèíòåãðàëà (112), ò. å. êîãäà ïðîèçâåäåíèå zx1

√

1 − µ2 = 0. Äîïó-ñòèì îáðàùåíèå ìíîæèòåëåé â íóëü â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ èõ â ýòîìïðîèçâåäåíèè. Ïðè z = 0, γ = 1 îêàçûâàåòñÿ F (x, x1, µ, 1) = 0. Ñëó-÷àè x1 = 0 è µ = 1 íåâîçìîæíû. Ñëó÷àé µ = −1 íå ÿâëÿåòñÿèñêëþ÷èòåëüíûì, âñå ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðèïîäñòàíîâêå çíà÷åíèÿ µ = −1 â îêîí÷àòåëüíóþ �îðìóëó.4. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñîâ �îòîíîâ. Òåïåðüïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ ïî èìïóëüñàì èçîòðîï-íî è óñðåäíèì âåëè÷èíó (116) ïî óãëàì. Äëÿ òàêîãî óñðåäíåíèÿíàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèå ïî ýíåðãèÿì ÷àñòèö è ïîíàïðàâëåíèÿì �îòîíîâ.Èçó÷èì çàâèñèìîñòè ãðàíèö γ±(x, x1, µ) èçìåíåíèÿ ýíåðãèé ÷à-ñòèö γ îò µ. �ðàíèöû ñîâïàäàþò, êîãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü âòîðîåñëàãàåìîå â �îðìóëå (120). Ýòî ìîæåò áûòü ïðè q = 2 èëè ïðè
s = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå
µ = µ∗, −1 ≤ µ∗ = 1 − 2/xx1 < 1, γ±(x, x1, µ∗) = (x+ x1)/2. (125)241



Ïðè çíà÷åíèÿõ µ > µ∗ ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ïàðû íåâîçìîæåí. Âåëè-÷èíà s = 0 ëèáî ïðè x = x1 = 0, åñëè µ 6= −1, ÷òî íåâîçìîæíî,ëèáî ïðè µ = −1, x = x1, ÷òî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íå ÿâëÿåòñÿèñêëþ÷èòåëüíûì ñëó÷àåì.Äàëåå, íèæíÿÿ ãðàíèöà èìååò ìèíèìóì, à âåðõíÿÿ ìàêñèìóìâ îäíîé è òîé æå òî÷êå
µext = 1 − 1

x
− 1

x1
, γ+

m = x+ x1 − 1, γ−m = 1. (126)Òî÷êà ýêñòðåìóìîâ ìîæåò âûõîäèòü èç ïðîìåæóòêà [−1, 1], ò. å. ìî-æåò áûòü µext < −1. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè x + x1 > 2xx1. Ñî-îòâåòñòâóþùèå òî÷êè x, x1 íà ïëîñêîñòè ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè ëå-æàò ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëàìè xx1 = 1 è (x− 1/2)(x1 − 1/2) = 1/4.Ïåðâàÿ èç íèõ ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå âòîðîé âåçäå êðîìå òî÷êè èõêàñàíèÿ ïðè x = x1 = 1. Äëÿ ÷àñòîò, äëÿ êîòîðûõ x + x1 < 2xx1,ò. å. íàõîäÿùèõñÿ âûøå âåðõíåé ãèïåðáîëû, ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êàâñåãäà ïîïàäàåò â îñíîâíîé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ êîñèíóñà óãëàìåæäó �îòîíàìè: −1 < µext < 1. Èòàê, ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ýíåðãèè÷àñòèö ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
γ±(x, x1) =

{

γ±(x, x1,−1) ïðè x+ x1 ≥ 2xx1,
γ±m ïðè x+ x1 ≤ 2xx1.

(127)Çäåñü
γ±(x, x1,−1) =

x+ x1

2
± |x− x1|

2

√

1 − 1

xx1
. (128)Ïîñëåäíèå âåëè÷èíû, êàê î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò ïðè x=x1 è xx1 =1.Îáðàòíûå �óíêöèè ê çàâèñèìîñòÿì γ = γ±(x, x1, µ), ãäå ïðà-âûå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû �îðìóëîé (120), ïî îòíîøåíèþê µ ìîæíî íàéòè èç òîãî æå óñëîâèÿ (119), åñëè ïðèðàâíÿòü åãîïðàâóþ ÷àñòü íóëþ è çàïèñàòü â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå

q2 − 2q[γ(x+ x1) − z2] + (x+ x1)
2 = 0. (129)Îòñþäà íàõîäèì

q± = γ(x+ x1) − z2 ± zD0, µ
±(x, x1, γ) = 1 − q∓

xx1
, (130)ãäå

D0 =
√

(x+x1)2−2γ(x+x1)+z2=
√

(x+x1−1−γ)(x+x1+1−γ).(131)242



Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö è �î-òîíîâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ âûíóæäåííîãî ïîãëîùåíèÿèìåþò âèä
α∓(x)=

r2e
2πx

∞
∫

1/x

x1dx1n(x1)

γ+(x,x1)
∫

γ−(x,x1)

n∓(γ)dγ

µ+
∫

µm

dµF (x, x1, µ, γ). (132)Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî µ çàâèñèò îò èíòåðâàëà èçìå-íåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû:
µm =







µ− ïðè 1 ≤ γ ≤ γ−(x, x1,−1),
−1 ïðè γ−(x, x1,−1) ≤ γ ≤ γ+(x, x1,−1),
µ− ïðè γ+(x, x1,−1) ≤ γ ≤ x+ x1 − 1.

(133)5. Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî íà-ïðàâëåíèÿì äëÿ ïðîöåññîâ ñ ïàðàìè íåò òàêèõ òðóäíîñòåé ñ ïîòåðåéòî÷íîñòè, êàêèå âîçíèêàþò ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè, ïîýòîìóçäåñü ïðèâåäåì ïåðâîîáðàçíóþ ýòîãî èíòåãðàëà. Â åå âûðàæåíèåâõîäÿò äâå âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè:
A0(h) =















arsh(
√
h)√

h
, åñëè h > 0,

arcsin(
√
−h)√

−h
, åñëè h < 0,

, A(h) =
√

1 + h. (134)Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèé èñïîëü-çîâàëèñü �îðìóëû 9.111, 9.121.26 è 9.121.28 èç ñïðàâî÷íèêà [9℄. Âðåçóëüòàòå ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ äëÿ F ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
∫

F (x, x1, µ, γ)dµ = −2
s

xx1
+ T(x, x1, µ, γ) + T(x1, x, µ, γ), (135)ãäå

T(x, x1, µ, γ)=2

(

1−µ
2

)3/2(

1− 1

xx1

)

A0(h)−A(h)

h
− 2

x2x2
1

(

2

1−µ

)1/2

A(h)+

+
1

x2x2
1

(

1−µ
2

)1/2[
xx1(1+µ)+(γ−x)(x1−x)

A(h)
−4xx1A0(h)

]

. (136)Çäåñü h = (z2−2γx+x2)(1−µ)/2. Ïðè çàìåíå x↔ x1 äëÿ ïîñëåäíåãîñëàãàåìîãî â (135) âåëè÷èíà h äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà h1 = (z2−
2γx1 + x2

1)(1 − µ)/2. 243



Ñðàâíåíèå ñ � 5 ïðåäûäóùåé ãëàâû ïîêàçûâàåò, ÷òî îïèñàíèåïðîöåññîâ ñ ïàðàìè �îðìàëüíî î÷åíü áëèçêî ê îïèñàíèþ êîìïòî-íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, ÷òî îòðàæàåò óïîìèíàâøóþñÿ èõ ïðèíàäëåæ-íîñòü ê îäíîé êâàíòîâîé ðåàêöèè.6. Óñðåäíåíèå èçëó÷åíèÿ. Äëÿ êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ èç (90)ïðè èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö ïîëó÷àåì
ε(x) =

De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗Fn−(γ−)n+(γ+) =

=
De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−γ+

δ(γ− + γ+ − x1 − x)Fn−(γ−)n+(γ+) =

=
De

x

∫

d3x1

x1
dγ−n−(γ−)n+(x + x1 − γ−)2πF (x, x1, µ, γ−),(137)ãäå δ∗ òî æå, ÷òî è â (88), à F � óæå ââîäèâøàÿñÿ âåëè÷èíà (110).Ñëåäóþùèé øàã � óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà �î-òîíà ~x1 � ñâîäèòñÿ òàêæå ê óæå ïðîäåëàííîé îïåðàöèè, à èìåííî,ê óñðåäíåíèþ ïî µ âåëè÷èíû (110). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ

ε(x)=
De(2π)2

x

∫

x1dx1dγ−n−(γ−)n+(x+x1−γ−)

µ+
∫

µm

F (x, x1, µ, γ−)dµ.(138)Ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà äàåòñÿ �îðìóëîé (136).Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ïðèèçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö àíàëîãè÷íî (137):
ε∗(~x)=

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)dγ−n−(γ−)n+(x+x1−γ−)2πF (x, x1, µ, γ−).(139)Ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè �îòîíîâ èíòåãðàë ïî íàïðàâëåíè-ÿì ~x íàäî òàê æå, êàê â (132), çàìåíèòü íà èíòåãðèðîâàíèå ïî µ,ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ÷åãî óæå áûëà íàéäåíà.Êîãäà ãàçû ÷àñòèö ïîä÷èíÿþòñÿ ìàêñâåëëîâñêèì çàêîíàì (86)ñ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðîé, �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ èç-ëó÷åíèÿ (138) è (139) åùå óïðîùàþòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó,÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé n−(γ−)n+(γ+) ïðîïîðöèîíàëüíîýêñïîíåíòå e−y(γ−+γ+), êîòîðàÿ â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè244



ðàâíà e−y(x+x1) è íå çàâèñèò îò ýíåðãèé ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå öå-ëåñîîáðàçíî èñõîäèòü íå èç (138), à èç èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ �ïåðâîé �îðìóëû â (137) � è îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðîæ-äåíèÿ ïàðû (73). �åçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòàñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ â åäèíèöàõ �ÊÑÅ èìååò âèä
ε(x, y) = 32π2DeC−C+

e−yx

x2

∞
∫

1/x

e−yx1dx1gp

(
√

1 − 1

xx1

)

=

= 32π2Dee
−y(µ−+µ+) e

−yx

y3
αW(y/x), (140)ãäå gp çàäàåòñÿ ïðåæíåé �îðìóëîé (101), à αW(y/x) � �óíêöèÿ,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (106) ïðè τ = ∞. Òàêèì îáðàçîì, êîý�-�èöèåíò èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò òîëüêî îò îò-íîøåíèÿ y/x. Îí âû÷èñëÿëñÿ â ðàáîòàõ [100℄ è [87℄.Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ è êîý��è-öèåíòà ïîãëîùåíèÿ, åñëè ÷àñòèöû èìåþò ðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåë-ëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì, à ïîãëîùåíèå ïðîèñõîäèò íà�îòîíàõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì âèíîâñêîìó, ðàâíî

e−y(x+µγ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ Êèðõãî�à�Ïëàíêàè ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ëîãàðè�ìà êîý��èöèåíòà ñïîí-òàííîãî èçëó÷åíèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåêòðîí è îäèí ïîçèòðîí(ñå÷åíèÿ), ò. å. îòíîøåíèÿ
ε(x, y)

n0
−n

0
+

=32
r2e
λ3

C

λ6
C

(8π)2

(

πy

K2(y)

)2
e−yx

y3
αW

(y

x

)

=4πα2
fs

(

πy

K2(y)

)2
e−yx

y3
αW

(y

x

)(141)â çàâèñèìîñòè îò x äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé y. �àññ÷èòûâàëîñü ïîñëåä-íåå âûðàæåíèå, â êîòîðîì âñå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû â ðåëÿòè-âèñòñêîé êâàíòîâîé ñèñòåìå åäèíèö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàñåëåííî-ñòè ÷àñòèö ðàññ÷èòàíû íå íà åäèíè÷íûé îáúåì, à íà îáúåì λ�3
C,à êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ � íå íà 1 ñì, à íà åäèíèöó äëèíû â�ÊÑÅ � λ�C, òàê ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ò. å. êïðåäïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (141), íåîáõîäèìî âíåñòè ìíîæèòåëü

λ�5
C = 8.5877 · 10−53, à âñå ãðà�èêè íà ðèñ. 4 ñëåäóåò ñäâèíóòü âíèçíà 5 lgλ�C = 52.066.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû ãðà�èêêîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå óçêèì, à ìàêñèìóì åãî245
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lg
ε(x, y)

n0
−

n0
+

lg x�èñ. 5. Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå (141) ïðè (ñíèçó ââåðõ)
y = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0, 20.0, 50.0.ðàñòåò. Ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ïðè y ≫ 1 è y ≫ x îòíîøåíèå

ε(x, y)

n0
−n

0
+

∼4π3α2
fs

(

y
√

π/(2y)

)2
e−yx

y3

√

πy

x
e−y/x=8π2α2

fs

√

y

x
e−y(x+1/x−2).(142)Ýòà àñèìïòîòèêà â òî÷êå x = xm =

√

1 +
1

16y2
− 1

4y
∼ 1 − 1

4y
,ñäâèãàþùåéñÿ ïðè óâåëè÷åíèè y ê 1 ñëåâà, èìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé

8π2α2
fs

√
y

√

√

1 +
1

16y2
− 1

4y
e−2y(

√
1+1/(16y2)−1) ∼ 8π2α2

fs

√
y, (143)ò. å. ðàñòóùèé ïðîïîðöèîíàëüíî √

y.Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ε(x, y) ÿâëÿåòñÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîá-íîñòüþ íå â èíòåíñèâíîñòè, à â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ è ñîäåðæèò âçíàìåíàòåëå ìíîæèòåëü x3. Åñëè íà íåãî óìíîæèòü íàøó �óíêöèþ,ãðà�èêè ïðèìóò áîëåå ïðèâû÷íóþ �îðìó, ãäå ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüø�èõ ÷àñòîò. Ñ òà-êèì èñïðàâëåíèåì ãðà�èêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèâåäåííûìè â [100, 87℄.246



Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ε∗(x, y) îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæå-íèÿ (140) äëÿ ε(x, y) òîëüêî íàëè÷èåì ïîä èíòåãðàëîì äîïîëíèòåëü-íîãî ìíîæèòåëÿ n(x1).7. Ñðåäíèå ÷àñòîòû. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à íàéäåì ñðåä-íèå ÷àñòîòû �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ ïðè àííèãèëÿöèè. Óñðåäíåíèåâåäåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì èìïóëüñîâ àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö.Ñðåäíþþ l-òóþ ñòåïåíü èçëó÷àåìîé ÷àñòîòû îïðåäåëèì ñîîò-íîøåíèåì
〈xl〉ε0 = εl = 8πDe

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

n−(~z−)n+(~z+)βγ2xlsann(β), (144)êóäà íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ñòåïåíè ÷àñòîòû ïðè�èêñèðîâàííûõ èìïóëüñàõ ÷àñòèö ~z− è ~z+ (77). Âåëè÷èíà ε0 � ýòîïðîñòî ïîëíîå èçëó÷åíèå (97). Äëÿ ñðåäíåé ÷àñòîòû (l = 1) ïîëó-÷àåòñÿ ïðîñòîå âûðàæåíèå, à èìåííî, x = s0/2 = (γ− + γ+)/2. Äëÿñðåäíåãî êâàäðàòà íàõîäèì x2sann(β) =

=
1

32βγ2

[(

3s20−4γ2− (γ−− γ+)2

β2

)

F0(β)+

(

3
(γ−−γ+)2

β2
−s20+4γ2

)

F2(β)

]

.(145)Çäåñü �óíêöèè F0(β) è F2(β) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (71) è (78).Îãðàíè÷èìñÿ ýòèìè çíà÷åíèÿìè l.Ïðè èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö
εl=8πDe4π2π

∞
∫

0

z2
−dz−

γ−
n−(γ−)

∞
∫

0

z2
+dz+

γ+
n+(γ+)

1
∫

−1

βγ2xlsann(β)dζ.(146)Âû÷èñëèì èíòåãðàëû ïî ζ � êîñèíóñó óãëà ìåæäó èìïóëüñàìè÷àñòèö. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:
β =

√

1 − 1

γ2
=

√

1 − 2

1 + γ+γ− − z+z−ζ
, β± = β|ζ=∓1. (147)Òîãäà

β+β−=
|γ+−γ−|

s0
=

|z2
+−z2

−|
s20

,
β−
β+

=
|z+−z−|
z++z−

, β±=
|z+±z−|

s0
, (148)247



ïðè÷åì dζ = −(4/z−z+)βγ4dβ è (146) ïðè l = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿòàê:
ε0 = 128π3De

∞
∫

1

dγ−n−(γ−)

∞
∫

1

dγ+n+(γ+)g0(β)
∣

∣

∣

β+

β−
, (149)Ôîðìóëà äëÿ ε1 îòëè÷àåòñÿ îò (149) íàëè÷èåì ïîä èíòåãðàëîììíîæèòåëÿ s0/2. Äëÿ l = 2 íàäî êðîìå g0(β) âû÷èñëèòü åùå 3 èíòå-ãðàëà, òàê êàê ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (146) �îðìóëû (145) ñ ó÷åòîìðàâåíñòâ (25) ïîëó÷àåì

ε2 =16π3De

∞
∫

1

dγ−n−(γ−)

∞
∫

1

dγ+n+(γ+)[s20g1(β)−2g2(β)+(γ−−γ+)2g3(β)]
β+

β−
.(150)Âñå �óíêöèè g ýëåìåíòàðíû è íåîòðèöàòåëüíû:

g0(β) = β2

[(

β2γ2 +
3

2
a(β)

)

a(β) − γ2

]

, (151)
g1(β) = β2

[

(

2γ2 − 3 + 2a(β)
)

a(β) − 4

3
γ2

]

+ 5[a(β) − 1], (152)
g2(β)=β2

[

17

3
γ2+

2

3
γ4−

(

2γ2+7a(β)
)

a(β)

]

+10[a(β)−1], (153)
g3(β)=2β2

[(

γ2+4a(β)
)

a(β)−2γ2
]

−5[a(β)−1]

(

3+
1

β2

)

+
5

3
.(154)Îòíîøåíèÿ gl(β)/β2, l = 0, 1, 2, è g3(β)/β4 ïðè β → 0 ñòðåìÿòñÿ êêîíå÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì, ðàâíûì ñîîòâåòñòâåííî 1/2, 4/3,

2/3 è 2/7.Âû÷èñëåíèå 〈x〉 è 〈x2〉 ïîçâîëÿåò íàéòè äèñïåðñèþ èçëó÷àåìûõ÷àñòîò è ñëåäîâàòåëüíî øèðèíó àííèãèëÿöèîííîé äåòàëè.Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ýëåêòðîííûé è ïîçèòðîííûé ãàçû èìåþòðåëÿòèâèñòñêèå ìàêñâåëëîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíîé òåìïåðàòó-ðîé T = mc2/(kBy), òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ
u = s0 − 2 = γ− + γ+ − 2, v = γ− − γ+ èíòåãðàëû εl(y) ïðèìóò âèä

ε0(y) = D(y)

∞
∫

0

e−yudu

u
∫

0

dvg0(β)
∣

∣

∣

β+

β−
, (155)248



ε2(y)=
D(y)

8

∞
∫

0

e−yudu

u
∫

0

dv
[

(2+u)2g1(β)−2g2(β)+r20g3(β)
]

∣

∣

∣

β+

β−
, (156)ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ êîý��èöèåíòà, çàâèñÿ-ùåãî îò ïàðàìåòðà y:
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D(y) = 128π3Den
0
−n

0
+

[

ye−y

4πK2(y)

]2

. (157)Âûðàæåíèå äëÿ ε1(y) îòëè÷àåòñÿ, êàê è âûøå, îäíèì äîïîëíèòåëü-íûì ìíîæèòåëåì ïîä èíòåãðàëîì, íà ýòîò ðàç 1 + u/2.Íåòðóäíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêè ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâïðè òåìïåðàòóðàõ, íèçêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé mc2/kB ≈
6 · 109 Ê, ò. å. ïðè y ≫ 1: ε0(y) ∼

∼ π

4

D(y)

y3

(

1+
15

4

1

y
− 123

32

1

y2
+

1435

128

1

y3
− 70917

2048

1

y4
+

1002669

8192

1

y5

)

,(158)
ε1(y) ∼

π

4

D(y)

y3

(

1 +
21

4

1

y
+

117

32

1

y2
+

205

128

1

y3
+

9831

8192

1

y5

)

, (159)
ε2(y)∼

π

4

D(y)

y3

(

1+
29

4y
+

537

32

1

y2
+

10303

896

1

y3
+

432437

14336

1

y4
+

5061483

63079

1

y5

)

.(160)Èç �îðìóë äëÿ ε0, ε1, ε2 ñëåäóþò àñèìïòîòèêè ñðåäíåé ÷àñòîòû èñðåäíåãî êâàäðàòà ÷àñòîòû:
〈x〉 =

ε1(y)

ε0(y)
∼ 1 +

3

2

1

y
+

15

8

1

y2
− 87

8

1

y3
+

8295

128

1

y4
, (161)

〈x2〉 =
ε2(y)

ε0(y)
∼ 1 +

7

2

1

y
+

15

2

1

y2
− 1611

112

1

y3
+

3033

28

1

y4
, (162)à òàêæå äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ ÷àñòîò(êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè):

Dx(y)=〈x2〉(y)−[〈x〉(y)]2∼ 1

2y

(

1+
3

y
+

195

56

1

y2
+

29

14

1

y3

)

, (163)
ς(y)=

√

〈x2〉−〈x〉2∼
√

1

2y

(

1+
3

2

1

y
+

69

112

1

y2
+

1545

224

1

y3

)

. (164)Íà ðèñ. 6à ïðèâåäåíû ëîãàðè�ìû îòíîøåíèé εl(y)

D(y)
(ñðåäíÿÿêðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò l = 1), à íà 6á ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà 〈x〉 �îòîíîâ,èçëó÷àåìûõ ïðè àííèãèëÿöèè ïàð, ñðåäíèé êâàäðàò è äèñïåðñèÿ ÷à-ñòîòû, à òàêæå ñòàíäàðò ς â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà y. Ñ ðîñòîìòåìïåðàòóðû (óìåíüøåíèåì àðàìåòðà y) âñå ýòè âåëè÷èíû áûñòðî250
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lg ε2(y) 〈x〉 〈x2〉

lg ε0(y)
Dx

ς

y y�èñ. 6. Âåëè÷èíû εi(y) (i = 0, 1, 2, à) è ñðåäíèå 〈x〉, 〈x2〉, Dx(y) è ς(y) (á).ðàñòóò. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y ðàñ÷åòû è àñèìïòîòèêè ñîãëàñó-þòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå çäåñü �îðìóëû îòíîñÿòñÿ ê äîñòà-òî÷íî ýíåðãè÷íûì ÷àñòèöàì, êîãäà èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñâîáîäíûå, ò. å. íå èñïûòûâàþùèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.Ïîïðàâêè, ó÷èòûâàþùèå ýòî âçàèìîäåéñòâèå, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæ-íîñòü îáðàçîâàíèÿ ëåãêîãî àòîìà ïîçèòðîíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ýëåê-òðîíà è ïîçèòðîíà, ïðèâîäÿòñÿ â ìîíîãðà�èÿõ ïî êâàíòîâîé ýëåê-òðîäèíàìèêå, íàïðèìåð, â [5, 2℄, íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìèìîæíî ïðåíåáðå÷ü. �åêîìáèíàöèîííîå èçëó÷åíèå ïîçèòðîíèÿ çíà-÷èòåëüíî áîëåå ñëàáîå, ÷åì àííèãèëÿöèîííîå. Äåéñòâèòåëüíî, íàè-áîëüøàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçëó÷åíà ïîñëå îáðàçîâàíèèïîçèòðîíèÿ â åãî ëèíèÿõ, ðàâíà 6.7 ýÂ, à ýíåðãèÿ �îòîíîâ, èçëó-÷àåìûõ ïðè àííèãèëÿöèè ïîêîÿùåéñÿ ïàðû, ðàâíà ýíåðãèè ïîêîÿýëåêòðîíà 511.7 ýÂ. Åñëè àííèãèëèðóþùèå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ íå ñðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè, òî, êàê âèäíî èç àñèìïòîòèê (161)�(162), ýíåðãèÿ èñïóñêàåìûõ ïðè èõ àííèãèëÿöèè �îòîíîâ íå ñèëüíîîòëè÷àåòñÿ îò ýòîé. Èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè àííèãèëÿöèè ïî-çèòðîíèÿ, íàáëþäàåòñÿ â ñïåêòðå �àëàêòè÷åñêîãî Öåíòðà [61℄.Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ àñèìïòîòèê, àííèãèëÿöèîííàÿ äå-òàëü ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïàðàõ ïîëó÷àåòñÿ óçêîé. Îäíàêî, îíàìîæåò áûòü ðàñøèðåíà â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ íà òåõ æå ýëåêòðî-íàõ è ïîçèòðîíàõ. 251



Çäåñü ðàññìàòðèâàëèñü äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïàðàìè. Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ, íàïðèìåð,ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçìîæíû è îäíî�îòîííûå ïðîöåññû,òàê êàê èçáûòî÷íûé èìïóëüñ çàáèðàåò ïîëå. Îäíî�îòîííûå ïðî-öåññû ñ ïàðàìè âîçìîæíû è â ïîëå èîíà. Ýòè ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿäðóãèìè êàíàëàìè òîé æå ñõåìû, ÷òî è òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåê-òðîíà â ïîëå èîíà, ðàññìîòðåííîå â �ëàâå II. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèà-ãðàììû Ôåéíìàíà ìîæíî ïîëó÷èòü èç äèàãðàììû íà ñòðàíèöå 69,åñëè ïåðåìåíèòü íàïðàâëåíèå âíåøíåé �îòîííîé èëè ýëåêòðîííîéëèíèè.



Ïðèëîæåíèå À. Î ãàììà-�óíêöèè1. Îïðåäåëåíèå è ïðîäîëæåíèå. �àììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà ÿâëÿ-åòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûåçíà÷åíèÿ àðãóìåíòà �óíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ öå-ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ åãî çíà÷åíèé, à èìåííî, öåëî÷èñëåííîé �óíê-öèè �àêòîðèàë: n! = 1 · 2 · 3 · ... · n, 0! = 1. Ýòî ïðîäîëæåíèå ïðîèç-âîäèòñÿ îáû÷íî ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëà
Γ(z) =

∞
∫

0

e−yyz−1dy. (1)Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re z > 0, ò. å. ïðè z, ëåæàùèõ â ïðàâîé ïîëó-ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
Γ(n+ 1) = n! = n(n− 1)!. (2)Íà ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü ãàììà-�óíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïî-ìîùüþ îñíîâíîãî åå ñâîéñòâà, ïîëó÷àåìîãî ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿâ (1) ïî ÷àñòÿì è îáîáùàþùåãî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî �àêòîðèàëà:

Γ(z + 1) = z Γ(z). (3)Èç (3) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ÷èñëàõ ãàììà-�óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Â ýòèõ òî÷êàõîíà èìååò ïðîñòûå ïîëþñà. Âû÷åò â òî÷êå z = −n

res
z=−n

Γ(z) = lim
z→−n

(z + n)
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1)...(z + n− 1)(z + n)
=

(−1)n

n!
. (4)Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òèïà ïðåäåëüíîé äëÿïîëþñîâ.×åðåç ãàììà-�óíêöèþ ïðè âåùåñòâåííûõ s > 0 âûðàæàþòñÿòàêæå êîìïëåêñíîçíà÷íûå èíòåãðàëû

∞
∫

0

e−zyys−1dy = z−sΓ(s). (5)Ïðè âåùåñòâåííûõ æå z ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à äëÿ êîìïëåêñíûõïîëó÷àåòñÿ ïî ïðèíöèïó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Â ÷àñòíî-ñòè, ïðè ÷èñòî ìíèìûõ z ïîñëå îòäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé÷àñòåé ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðàëû 253



∞
∫

0

cos(xy)ys−1dy=
Γ(s)

xs
cos

πs

2
,

∞
∫

0

sin(xy)ys−1dy=
Γ(s)

xs
sin

πs

2
. (6)2. Áåòà-�óíêöèÿ. Èíòåãðàë Ýéëåðà ïåðâîãî ðîäà, êàê ïî-äðó-ãîìó íàçûâàåòñÿ áåòà-�óíêöèÿ â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà� ãàììà-�óíêöèè, ñðàçó îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

B(x, y) =

1
∫

0

tx−1(1 − t)y−1dt. (7)Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
B(x, x) =

1
∫

0

[t(1 − t)]x−1dt =

1
∫

0

[

1 − (1 − 2t)2

4

]x−1

dt =

= 22(1−x)

1
∫

0

(1 − u2)x−1du = 21−2xB(1/2, x). (8)Áåòà-�óíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-�óíêöèþ:
B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
. (9)Ôîðìóëà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé âûêëàäêè:

Γ(x)Γ(y) = 4

∞
∫

0

e−t
2

t2x−1dt

∞
∫

0

e−u
2

u2y−1du =

=4

π/2
∫

0

dϕ cos2x−1ϕ sin2y−1ϕ

∞
∫

0

e−ρ
2

ρ2(x+y)−1dρ=B(x, y)Γ(x+y).(10)Ïðè ïðîâåäåíèè ýòîé âûêëàäêè áûëè ñäåëàíû ïîñëåäîâàòåëüíûåçàìåíû ïåðåìåííûõ: t = ρ cosϕ, u = ρ sinϕ; ρ =
√
v, cos2 ϕ = w.254



3. Ôîðìóëû äîïîëíåíèÿ, óäâîåíèÿ è óòðîåíèÿ. Âû÷èñëèì ïðè
0 < α < 1 èíòåãðàë

B(α, 1 − α) = Γ(α) Γ(1 − α) =

1
∫

0

xα−1(1 − x)−αdx. (11)Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âçÿòûéïî êîíòóðó, ñîñòàâëåííîìó èç îêðóæíîñòè áîëüøîãî ðàäèóñà ñ öåí-òðîì â íóëå è äâóõ îòðåçêîâ âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåí-íîé îñè, îáõîäÿùèõ ïðîìåæóòîê [−1, 0]. Èíòåãðèðóåìóþ �óíêöèþâûáåðåì â âèäå òîé, êîòîðàÿ ñòîèò ïîä èíòåãðàëîì â (11), íî ïðè
x = −z è òàê, ÷òîáû îíà áûëà âåùåñòâåííà íà ïîëîæèòåëüíîé âåòâèâåùåñòâåííîé îñè:

∫

© zα−1(1 + z)−αdz = 2 π i. (12)Ïðè z → ∞ ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê 1/z è, ñëå-äîâàòåëüíî, èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòîé ïîëþñ. Ïîýòîìó èíòå-ãðàë (12) ðàâåí 2 π i. Èíòåãðàëû ïî îòðåçêàì îò ñàìîé ëåâîé òî÷êèîêðóæíîñòè äî òî÷êè z = −1 ñîêðàùàþòñÿ, à îòðåçîê [−1, 0] � ëè-íèþ âåòâëåíèÿ íàøåé �óíêöèè � íàäî îáîéòè ñ äâóõ ñòîðîí. Ïå-ðåõîä ñ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè íà îòðèöàòåëüíóþñâåðõó è ñíèçó äîáàâëÿåò ê �óíêöèè, ïîëîæèòåëüíîé ïðè z > 0,ñîîòâåòñòâåííî ìíîæèòåëè exp (±π i(α− 1)). Èíòåãðàë ïî îêðóæ-íîñòè íå çàâèñèò îò åå ðàäèóñà, êîòîðûé ìîæåò áûòü óñòðåìëåí êáåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (12) ïðåîáðàçóåòñÿ â
0
∫

−1

eπ i (α−1)|z|α−1(1 + z)−αdz +

−1
∫

0

e−π i (α−1)|z|α−1(1 + z)−αdz. (13)Ïîäñòàíîâêà z = −x è èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû Ýéëåðà, âûðàæàþ-ùåé ñèíóñ ÷åðåç ýêñïîíåíòó, ïðèâîäèò ê �îðìóëå äîïîëíåíèÿ
Γ(α) Γ(1 − α) =

π

sin πα
. (14)Âûâåäåííàÿ äëÿ àðãóìåíòà èç ïðîìåæóòêà (0, 1), �îðìóëà äîïîë-íåíèÿ âåðíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ïî ïðèíöèïó àíàëè-òè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. 255



Ôîðìóëà óäâîåíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì �îðìóë (8) è (9),èìååò âèä
Γ(2 z) =

22z−1

√
π

Γ(z)Γ(z + 1/2) (15)è òàêæå âåðíà ïðè âñåõ z. Áîëåå ñëîæíî âûâîäèòñÿ �îðìóëà óòðî-åíèÿ [53℄:
Γ(3 z) =

33z−1/2

2π
Γ(z)Γ(z + 1/3)Γ(z + 2/3). (16)4. �àììà-�óíêöèÿ îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà. Íàì ïîíàäî-áÿòñÿ çíà÷åíèÿ Γ(1+n+ iµ) = ΓR(1+n, µ)+ iΓI(1+n, µ). Äîñòàòî÷-íî ïîëó÷èòü Γ(1 + iµ), òàê êàê ïîñëå ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿñîîòíîøåíèåì (3), êîòîðîå äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ïå-ðåïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ ðàâåíñòâ

ΓR(1+n, µ)=nΓR(n, µ)−µΓI(n, µ), ΓI(1+n, µ)=nΓI(n, µ)+µΓR(n, µ).(17)�àçãðàíè÷èì ñëó÷àè ìàëûõ è áîëüøèõ ìíèìûõ àðãóìåíòîâ µ.Ïðè µ ≤ 3.2 èñïîëüçóåì �îðìóëó 8.321.1 èç [9℄, êîòîðàÿ ïîñëå îò-äåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ïåðåõîäèò â
ΓR(1, µ) =

∞
∑

n=1

(−1)nanµ
2n, ΓI(1, µ) = −µ

∞
∑

n=1

(−1)nbnµ
2n. (18)Ïåðâûå 10 êîý��èöèåíòîâ an è bn ïðèâåäåíû â êíèãå Þ.Ëþêà [31℄.Â ÷àñòíîñòè, a0 = 1, b0 = γ

E
= 0.5772 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.Ïðè µ > 3.2 áîëåå ïîäõîäèò �îðìóëà 8.327 èç òîãî æå ñïðàâî÷-íèêà [9℄, êîòîðóþ ïîëåçíî óìíîæèòü íà iµ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

Γ(1+iµ)=
√

2πµe−πµ/2
[

cos
(

µ ln
µ

e
+
π

4

)

+i sin
(

µ ln
µ

e
+
π

4

)]

×

×
[

1 −
∞
∑

m=0

(−1)m

µ2m

(

cm
µ2

+ i
dm
µ

)

]

. (19)Â ýòîé �îðìóëå íàäî ðàçäåëèòü âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.Êîý��èöèåíòû cm è dm äëÿ m = 1(1)9 ïðèâåäåíû ó Þ.Ëþêà [31℄.Äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îñíîâàí íà �îðìóëå 8.344 èç [9℄,êîòîðàÿ äëÿ ìíèìûõ àðãóìåíòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â
ln Γ(1 + iµ) = rR(µ) + irI(µ), (20)256



ãäå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü rR(µ) =
1

2
ln(2πµ) − πµ

2
, à ìíèìàÿ rI(µ) =

π

4
+µ(lnµ− 1)− 1

2µ

∞
∑

n=0

B2n+2

(n+ 1)(2n+ 1)

(−1)n

µ2n
. Çäåñü B2n+2 � ÷èñëàÁåðíóëëè. Ýòîò ñïîñîá íåñêîëüêî áîëåå áûñòðûé, òàê êàê ðÿä ñî-äåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè. Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòüòî÷íîå çíà÷åíèå

erR =

√

πµ

sh(πµ)
∼
√

2πµe−πµ/2, (21)ñëåäóþùåå èç �îðìóëû äîïîëíåíèÿ (14).Ïðîâåðêîé ïðîãðàììû è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ãàììà-�óíêöèèòàêèõ àðãóìåíòîâ íàðÿäó ñ ñîâïàäåíèåì çíà÷åíèé âáëèçè µ = 3.2ìîæåò ñëóæèòü ñîîòíîøåíèå, òàêæå ñëåäóþùåå èç �îðìóëû äîïîë-íåíèÿ:
Γ(1 + n+ iµ)Γ(1 + n− iµ) =

πµ

sh(πµ)

n
∏

k=1

(k2 + µ2). (22)5. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Ïðè |z| ≥ 1 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà(8.327 èç [9℄, ìíîæèòåëü ïåðåä ñóììîé � �îðìóëà Ñòèðëèíãà)
Γ(z+1)=

√
2πz

(z

e

)z
(

1+
1

12z
+

1

288z2
− 139

51840z3
− 571

2488320z4
+...

)

. (23)Ïðèëîæåíèå Á. Î �óíêöèÿõ Áåññåëÿ1. Îïðåäåëåíèå. Â ýòîì ïðèëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâå-äåíèÿ î �óíêöèÿõ Áåññåëÿ. Áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ äîêàçûâàåòñÿ,îñòàëüíûå äàþòñÿ áåç âûâîäà.Ôóíêöèþ Áåññåëÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿÁåññåëÿ
z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
+ (z2 − ν2)w = 0, (24)ãäå w � èñêîìàÿ �óíêöèÿ, à z � åå (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûé)àðãóìåíò. ×èñëî ν íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ è �óíêöèè.257



Ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå, ÷òî �îð-ìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðÿä
Jν(z) =

∞
∑

m=0

(−1)m

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2m

. (25)Çäåñü Γ(x) � ãàììà-�óíêöèÿ. �àäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (25) ðàâåíáåñêîíå÷íîñòè, ò. å. îí ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ z. Ñëåäî-âàòåëüíî, ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî �îðìàëüíûì, íî è íàñòîÿ-ùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è åãî ñóììà íàçûâàåòñÿ �óíêöè-åé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà èëè ïðîñòî �óíêöèåé Áåññåëÿ (îñíîâíîé).Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ÿâëÿ-þòñÿ �óíêöèè Jν(z) è J−ν(z), åñëè òîëüêî ν íå öåëîå ÷èñëî. Ñëó÷àéöåëûõ ν áóäåò ðàññìîòðåí îòäåëüíî.×àñòî âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿþò â âè-äå ñëåäóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé
Yν(z) =

Jν(z) cos (π ν) − J−ν(z)

sin (π ν)
, (26)êîòîðóþ íàçûâàþò �óíêöèåé Âåáåðà èëè Íåéìàíà.2.Ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè. Åñëè â óðàâíåíèè Áåññåëÿ (24)çàìåíèòü ïåðåìåííóþ z íà i z, òî óðàâíåíèå ïåðåéäåò â

z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
− (z2 + ν2)w = 0, (27)íàçûâàåìîå ìîäè�èöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Ñîîòâåòñòâó-þùèå ðåøåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå ìîäè�èöèðîâàííûõ �óíêöèé Áåññå-ëÿ (èëè �óíêöèé Áåññåëÿ ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà). Îäíà èç íèõ� ýòî ïðîñòî �óíêöèÿ Áåññåëÿ (îñíîâíàÿ) îò ïîëîæèòåëüíîãî àðãó-ìåíòà, óìíîæåííîãî íà ìíèìóþ åäèíèöó, ñ ìíîæèòåëåì, äåëàþùèìåå âåùåñòâåííîé:

Iν(z) = e−i π ν/2Jν(e
i π/2z) =

∞
∑

m=0

1

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2m

. (28)Âòîðûì ðåøåíèåì ïðè íåöåëûõ ν ìîæåò ñëóæèòü I−ν(z). Áîëååóäîáíà äðóãàÿ �óíêöèÿ, êîòîðóþ íàçûâàþò �óíêöèåé Ìàêäîíàëü-äà:
Kν(z) =

π

2

I−ν(z) − Iν(z)

sin (π ν)
. (29)258



3. Ñëó÷àé öåëîãî ïîðÿäêà. Åñëè ÷èñëî ν = n öåëîå, òî äâå�óíêöèè Jn(z) è J−n(z) îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Äåé-ñòâèòåëüíî,
J−n(z) =

∞
∑

m=0

(−1)m(z/2)−n+2m

m!Γ(−n+ 1 +m)
=

∞
∑

m=n

(−1)m(z/2)−n+2m

m!Γ(−n+ 1 +m)
=

=

∞
∑

m=0

(−1)m+n 1

(n+m)!m!

(z

2

)n+2m

= (−1)n Jn(z). (30)Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñóììû èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òîïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ãàììà-�óíêöèè, ðàâíûõ îòðèöàòåëüíûìöåëûì ÷èñëàì èëè íóëþ, ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Çàòåì ïåðåìåííàÿ ñóììèðîâàíèÿ m çàìåíåíà íà n+m. Òî÷íî òàêîåæå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ �óíêöèè In(z).Çäåñü îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè àëüòåðíàòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ò. å. �óíêöèè Âåáåðà è Ìàêäîíàëü-äà. Îíè èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè ñòðåìëåíèè ïîðÿäêà ν ê öå-ëûì ÷èñëàì. ×èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè â (26) è (29) îáðàùàþòñÿ âíóëü, ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü ìîæíî ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè Âåáåðà èìååì
Yn(z)= lim

ν→n

Jν(z) cos (π ν)−J−ν(z)
sin (π ν)

=
1

π

[

∂Jν(z)

∂ν
−(−1)n

∂J−ν(z)

∂ν

]

ν=n

.(31)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ
Kn(z)=

(−1)n

2

[

∂I−ν(z)

∂ν
− ∂Iν(z)

∂ν

]

ν=n

=(−1)n+1In(z)
(

ln
z

2
+γ

E

)

+ (32)
+

(−1)n

2

∞
∑

l=0

(z/2)n+2l

l!(n+l)!

(

l
∑

k=1

1

k
+

n+l
∑

k=1

1

k

)

+
1

2

n−1
∑

l=0

(−1)l
(z

2

)2l−n (n−l−1)!

l!
.4. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû â âèäå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, ñ ïîìîùüþ êîòî-ðûõ èõ óäîáíî èññëåäîâàòü è âû÷èñëÿòü. Îäíî òàêîå ïðåäñòàâëåíèåäëÿ �óíêöèè öåëîãî ïîðÿäêà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íåïîñðåä-ñòâåííîé âûêëàäêîé:

Jn(z)=
1

2π

2 π
∫

0

eiz sinϕ−inϕdϕ=
1

2π

∞
∑

m=0

(z/2)m

m!

2π
∫

0

(eiϕ−e−iϕ)me−inϕdϕ=259



=
1

2 π

∞
∑

m=0

1

m!

(z

2

)m m
∑

k=0

(−1)km!

k!(m−k)!

2π
∫

0

eiϕ(m−k−k−n)dϕ = (33)
=

1

2 π

∞
∑

0

(−1)k

k!

∞
∑

m=k

(z/2)m

(m− k)!
2 πδm 2k+n =

∞
∑

k=0

(−1)k
(z/2)n+2k

k!(n+ k)!
.Òàê êàê �óíêöèÿ Jn(z) ïðè ïîëîæèòåëüíûõ z âåùåñòâåííà, òî âïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ìîæíî èçìåíèòü çíàê.Ââèäó ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðàëà îò ñèíóñà, ïðåäñòàâëÿþùåãîíå÷åòíóþ ÷àñòü ýêñïîíåíòû, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (33) ìîæ-íî çàïèñàòü òàê:

Jn(z) =
1

π

π
∫

0

cos(nχ− z sinχ)dχ. (34)Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ìîäè�èöèðîâàííîé�óíêöèè
In(z) =

1

π

π
∫

0

ez cosϕ cosnϕdϕ, (35)êîòîðîå ìîæíî âûâåñòè òàêæå ïðè ïîìîùè �îðìóëû (28) è ïîä-ñòàíîâêè â èíòåãðàëå (33) ϕ = ϕ′ − π/2 ñ ïîñëåäóþùèì ñìåùåíèåìïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðèîäó.Àíàëîãè÷íûì ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû ïî ñòåïåíÿì z cosϕ âû-âîäÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé, ñïðàâåäëèâûå è ïðè íåöåëûõ ïî-ðÿäêàõ:
Jν(z) =

1√
π

1

Γ(ν + 1/2)

(z

2

)ν
π
∫

0

ei z cosϕ sin2 ν ϕdϕ, (36)
Iν(z) =

1√
π

1

Γ(ν + 1/2)

(z

2

)ν
π
∫

0

ez cosϕ sin2 ν ϕdϕ. (37)Ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ âåëè÷èí òðåáóþòñÿ äâà èíòåãðàëà,ñâÿçàííûõ ñ �óíêöèåé Áåññåëÿ. Îäèí èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò åå ïðîèç-âîäíóþ, âòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì â îñíîâíîé�îðìóëå (33): 260



Jn(z)=
z

2πn

π
∫

−π

einϕ−iz sinϕ cosϕdϕ, J ′
n(z)=− i

2π

π
∫

−π

einϕ−iz sinϕ sinϕdϕ.(38)Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïðèâîäèì áåç äîêà-çàòåëüñòâà:
Kν(z) =

∞
∫

0

e−z ch t ch(ν t)dt =

√
π(z/2)ν

Γ(ν + 1/2)

∞
∫

0

e−z ch t sh2ν tdt. (39)5. �åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Èç ïðåäñòàâëåíèé â âèäå èíòå-ãðàëà èëè â âèäå ðÿäîâ ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó �óíê-öèÿìè ñîñåäíèõ ïîðÿäêîâ îò îäíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà:
z[Jν−1(z) + Jν+1(z)] = 2 ν Jν(z), (40)
Jν−1(z) − Jν+1(z) = 2 J ′

ν(z). (41)Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ �óíêöèé.Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà
z[Kν−1(z) −Kν+1(z)] = −2 ν Kν(z), (42)
Kν−1(z) +Kν+1(z) = −2K ′

ν(z). (43)6. Âûðàæåíèÿ ÷åðåç �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà. Âûøå ïðèâåäåíû�îðìóëû, âûðàæàþùèå �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà ÷åðåç ìîäè�èöè-ðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ. Ìîæíî ïîëó÷èòü è îáðàòíûå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â (29) ei πz âìåñòî z:
Kν(e

i πz) =
π

2

e−iπνI−ν(z) − eiπνIν(z)

sin(π ν)
. (44)Èç (29) è (44) âûðàæàåì Iν ÷åðåç Kν :

Iν(z) =
1

i π
[Kν(z)e

−i π ν −Kν(z e
i π)]. (45)Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå ÷åðåç �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà èîñíîâíîé �óíêöèè Áåññåëÿ:

Jν(z) =
i

π
[ei π ν/2Kν(e

i π/2z) − e−i π ν/2Kν(e
−i π/2z)]. (46)261



7. Ïîâåäåíèå âáëèçè íóëÿ. Ïðÿìî èç ðÿäîâ (25) è (28) ñëåäóåò,÷òî ïðè z → 0

Jν(z) ∼ Iν(z) ∼
1

Γ(ν + 1)

(z

2

)ν

. (47)Ìû ïðèâåëè òîëüêî ãëàâíûå ñëàãàåìûå òàêèõ �îðìóë, ñëåäóþùèåïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè óïîìÿíóòûõ ðÿäîâ.Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ �îðìóëû, îòðàæàþùèå ïîâåäåíèå �óíê-öèé Ìàêäîíàëüäà âáëèçè íóëÿ. Ïðè íåöåëûõ ïîðÿäêàõ (ν > 0)
Kν(z) ∼

π

2

I−ν(z)

sin(π ν)
∼ Γ(ν)2ν−1z−ν. (48)Ôîðìóëû äëÿ öåëîãî ïîðÿäêà ñëåäóþò èç ðÿäîâ (32).8. Àñèìïòîòèêè ïðè z → ∞. Òàêèå àñèìïòîòèêè ëåã÷å âñåãîâûâåñòè äëÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà. Èñõîäÿ èç âòîðîé �îðìóëûâ (39), ïîñëå ïîäñòàíîâêè u = z(ch t − 1), ch t = 1 + u/z, sh2 t =

(2/z)u(1 + u/2z), z sh tdt = du ïîëó÷àåì
Kν(z) =

√

π

2z

e−z

Γ(ν + 1/2)

∞
∫

0

e−uuν−1/2
(

1 +
u

2z

)ν−1/2

dt =

=

√

π

2 z
e−z

∞
∫

0

due−uuν−1/2
∞
∑

n=0

un

(2z)nn!Γ(ν + 1/2 − n)
=

=

√

π

2 z
e−z

∞
∑

n=0

Γ(ν + 1/2 + n)

(2z)nn!Γ(ν + 1/2 − n)
. (49)Èç ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêè ëåãêî íàéòè àñèìïòîòèêè è äðóãèõ�óíêöèé, òàê êàê îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Kν ïîñðåäñòâîì �îðìóë(45) è (46). Èìåííî, äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ

Iν(z) ∼
i

π
Kν(e

i πz) ∼ 1

π

√

π

2 z
ez

∞
∑

n=0

(−1)n

(2z)nn!

Γ(ν + 1/2 + n)

Γ(ν + 1/2 − n)
. (50)Äëÿ îñíîâíîé �óíêöèè Áåññåëÿ íàäî âçÿòü îáà àñèìïòîòè÷åñêèõñëàãàåìûõ, òàê êàê îíè èìåþò îäèí ïîðÿäîê:

Jν(z)∼
√

2

π z

[

cos
(

z− π

2
ν− π

4

)

∞
∑

n=0

(−1)n

(2z)2n(2n)!

Γ(ν+1/2+2n)

Γ(ν+1/2−2n)
−262



− sin
(

z − π

2
ν − π

4

)

∞
∑

n=0

(−1)n

(2z)2n+1(2n+ 1)!

Γ(ν + 3/2 + 2n)

Γ(ν − 1/2 − 2n)

]

.(51)Âñå ýòè àñèìïòîòèêè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíè-ÿìè è èõ íàäî ñóììèðîâàòü, ïîêà èõ ñëàãàåìûå óáûâàþò.Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòèêè íå ãîäÿòñÿ, êîãäà ïîðÿäîê �óíêöèéâåëèê. Ýòîò ñëó÷àé íàäî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.9. Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà. Ïîëó-÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ îñíîâíîé �óíêöèè Áåññåëÿ, êî-ãäà åå àðãóìåíò è ïîðÿäîê âåëèêè. Ñëåäóÿ ñïîñîáó, ïðèìåíåííîìó âêíèãå À.À.Ñîêîëîâà è È.Ì.Òåðíîâà [51℄, ñäåëàåì ýòî â äâà ýòàïà.Íà ïåðâîì ïîëó÷èì ðåøåíèå ìåòîäîì ÂÊÁ.Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [22℄), ìåòîä ÂÊÁ ïðèìåíÿåòñÿ êóðàâíåíèÿì âèäà
w′′(z) ± u2(z)w(z) = 0 (52)è äàåò äâà ëèíåéíî íå çàâèñèìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ â âèäå

w(z) =
1

√

|u(z)|















exp

(

±i
∫

u(z)dz

) ïðè çíàêå+,

exp

(

±
∫

u(z)dz

) ïðè çíàêå − .
(53)Çàìåíèì â óðàâíåíèè (24) íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ z íà y ïî�îðìóëå z = νey. Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåéäåò â

d2Jν
dy2

− ν2(1 − e2 y)Jν = 0. (54)Áóäåì ñ÷èòàòü ñíà÷àëà, ÷òî z ≤ ν, òàê ÷òî y ≤ 0. Ìåòîä ÂÊÁïðèì�åíèì ê ýòîìó óðàâíåíèþ. Âõîäÿùèé â �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿòàêîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:
v+ =

0
∫

y

udy =

0
∫

y

√

1 − e2 ydy =
1

2
ln

1 + u

1 − u
− u, (55)ãäå îáîçíà÷åíî

u =
√

1 − e2 y =
√

1 − z2/ν2, z = ν
√

1 − u2. (56)263



Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (54) â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ çàïèøåòñÿâ âèäå
Jν(z) = u−1/2(C1 e

ν v+ + C2 e
−ν v+). (57)Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ �óíêöèèÁåññåëÿ îêîëî íóëÿ (47). Ïðè z → 0 áóäåò u ∼ 1−z2/2 ν2 → 1, à ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà ν äëÿ ãàììà��óíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé Ñòèðëèíãà. Òîãäà v+ ∼ 1

2
ln

4ν2

z2
− 1 = ln

2ν

z
− 1 è

Jν(z) ∼
(z

2

)ν 1

Γ(ν + 1)
∼
(z

2

)ν 1√
2 π ν

( e

ν

)ν

. (58)Èç ñðàâíåíèÿ (57) ñ (58) íàõîäèì, ÷òî C1 = 0, C2 = 1/
√

2 π ν. Ñëå-äîâàòåëüíî,
Jν(z) =

1√
2 π ν u

e−ν v+ . (59)Ïóñòü òåïåðü z > ν. Òîãäà y ≥ 0, u =
√
e2y − 1 =

√

z2/ν2 − 1.Èíòåãðàë v îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî (55), íî òàê, ÷òîáû îí áûë âå-ùåñòâåííûì è ïîëîæèòåëüíûì:
v− =

y
∫

0

udy =

y
∫

0

√

e2y − 1dy = u− arctg u. (60)�åøåíèå â ýòîì ñëó÷àå
Jν(z) = u−1/2[C1 cos(νv) + C2 sin(νv−)]. (61)Ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿåì ïî àñèìïòîòèêå ïðè z → ∞, êîãäà u ∼

z/ν, v− ∼ z/ν − π/2, òàê ÷òî
Jν(z) ∼

√

ν

z

[

C1 cos
(

z − ν
π

2

)

+ C2 sin
(

z − ν
π

2

)]

. (62)Ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå (51) äîëæíî áûòü
Jν(z) ∼

√

2

πz
cos
(

z − ν
π

2
− π

4

)

. (63)Ïîýòîìó C1 = C2 = 1/
√
πν. 264



Îáà ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü âìåñòå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ u =
√

|z2/ν2 − 1| è
Jν(z) =

1√
2 π ν u







e−ν v+ , v+ =
1

2
ln

1+u

1−u−u, z ≤ ν,

2 cos
(

νv− − π

4

)

, v− = u− arctg u, z ≥ ν.(64)Êàê îáû÷íî, ðåøåíèå ìåòîäîì ÂÊÁ íå ïðèìåíèìî, êîãäà u è,ñëåäîâàòåëüíî v, áëèçêè ê íóëþ. Íî ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü, òàê, ÷òîáû îíè íå èìåëèóêàçàííîãî íåäîñòàòêà.10. Ôîðìóëû Ëàíãåðà. Ýòè �îðìóëû áóäåì âûâîäèòü ñðàçó äëÿîáîèõ ñëó÷àåâ, óêàçûâàÿ äâîéíûå çíàêè, ïðè÷åì âåðõíèé çíàê áóäåòîòíîñèòüñÿ ê ñëó÷àþ z ≤ ν, à íèæíèé � ê ñëó÷àþ z ≥ ν.Â èñõîäíîì óðàâíåíèè (24) ñäåëàåì (âòîðîé ýòàï âûâîäà) ñëå-äóþùèå çàìåíû èñêîìîé �óíêöèè è åå àðãóìåíòà:
Jν(z) =

1√
u
F (v±). (65)Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

d

dz
=

dv±
du

du

dz

d

dv±
= ∓u

z

d

dv±
. (66)Òîãäà

z
dJν(z)

dz
=z

[ −1

2 u3/2

∓z
ν2 u

F∓ 1√
u

u

z
F ′

]

=±
(

z2

2 ν2 u5/2
F−√

uF ′

)

. (67)Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè (24) ïåðåïèøóòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
z

d

dz

(

z
dJν(z)

dz

)

=z

[ ±z
ν2u5/2

F± z2

2 ν2

−5

2

1

u7/2

∓z
ν2u

F± z2

2ν2u5/2
F ′ u

z
+

∓1

2
√
u

∓z
ν2u

F ′+
√
uF ′′ u

z

]

=u3/2F ′′+

[

± z2

ν2u5/2
+

5

4

z4

ν4

1

u9/2

]

F. (68)Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè F ïîëó÷àåòñÿ òàêèì:
F ′′ ∓ ν2F = − z2

4ν2u6

(

5
z2

ν2
± 4u2

)

= −1 ∓ u2

4
u−6(5 ∓ u2)F. (69)265



Íàì íàäî óòî÷íèòü íàøå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ u, ïîýòîìó ïðåîáðà-çóåì óðàâíåíèå èìåííî äëÿ ýòîé îáëàñòè. Â íåé ìîæíî ïðèíÿòü,÷òî v± ∼ u3/3. Òîãäà óðàâíåíèå (68) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
F ′′ ∓ ν2F +

5

36
v−2
± F = 0. (70)Îò óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå (64), ïîëó÷åííîåóðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì, êîòîðîå âåëèêî ïðèìàëûõ v.×òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (70) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, ñäåëàåìåùå îäíó çàìåíó:

F (v±) =
√
ν v±G(ν v±). (71)Äëÿ âíîâü ââåäåííîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

z2G′′(z) + zG′(z) − (1/9 ± z2)G(z) = 0, (72)ò. å. ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ äëÿ âåðõíåãî çíàêà èîñíîâíîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ äëÿ íèæíåãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäêà1/3. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ v+ â ïåðâîì ñëó÷àå ñîãëàñíî(64) òàêîâî, ÷òî íàäî âûáðàòü â êà÷åñòâå G �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà
K1/3. Íàïðîòèâ, âî âòîðîì ñëó÷àå íàäî âçÿòü êîìáèíàöèè �óíêöèé
J1/3 è J−1/3. Îêîí÷àòåëüíî

Jν(z) =
1√
u











√
v+

π
K1/3(ν v+), z ≤ ν,√

v−√
3

[J1/3(νv−) + J−1/3(νv−)], z ≥ ν.
(73)Â òî÷êå z = ν �îðìóëû äàþò

Jν(ν) =
1

π
Γ(1/3)2−2/33−1/6ν−1/3 =

21/3

Γ(2/3)
3−2/3ν−1/3. (74)Â ñèëó �îðìóëû äîïîëíåíèÿ ãàììà-�óíêöèè ýòî îäíî è òî æå çíà-÷åíèå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè Áåññåëÿ J ′

ν(z) äîñòà-òî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (41) èëè �îðìóëàìè, ñëåäóþùè-ìè èç (40) è (41):
J ′
ν(z) =

ν

z
Jν(z) − Jν+1(z) = Jν−1(z) −

ν

z
Jν(z). (75)266



Ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ z è ν çäåñü ìîæåò áûòü áîëüøàÿ ïîòåðÿ òî÷-íîñòè. Ïîýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíåé ïðèìåíèòü äðóãîé ñïîñîá íàéòèýòó ïðîèçâîäíóþ � ïðîäè��åðåíöèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå �îð-ìóëû. Ïðè ýòîì â êàæäîì ñëó÷àå ñëåäóåò îñòàâëÿòü òîëüêî ñàìûåáîëüøèå ñëàãàåìûå, à èìåííî òå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè äè��å-ðåíöèðîâàíèè áåññåëåâûõ �óíêöèé îò àðãóìåíòà νv±, íî íå ñîäåð-æàò äðîáåé âèäà 1/(3νv±). Òîãäà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïîëó÷àþòñÿ�îðìóëû:
J ′
ν(z) =











1

π

ν

z

√
u v+K2/3(νv+), z ≤ ν,

1√
3

ν

z

√
u v−[J−2/3(νv−) − J2/3(νv−)], z ≥ ν.

(76)Îïÿòü ïðè z = ν ïî îáåèì �îðìóëàì ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ:
J ′
ν(ν) =

1

π
31/62−1/3ν−2/3Γ(2/3) = 3−1/322/3ν−2/3/Γ(1/3). (77)Ïîëó÷åííûå çäåñü àñèìïòîòèêè èçâåñòíû êàê �îðìóëû Ëàíãå-ðà. Îíè âïîëíå ãîäÿòñÿ äëÿ îöåíîê ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, âûðàæàþ-ùèõñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ. Îäíàêî äëÿ àêêóðàòíûõ ðàñ÷åòîâ èõòî÷íîñòü îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé è åå ìîæíî ñóùåñòâåííî ïî-âûñèòü. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì, ðàçðàáîòàííûì×åððè [60℄. Âû÷èñëåíèå �óíêöèé Áåññåëÿ ïîðÿäêà 0 è 1, à òàêæå1/3 è 2/3 ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé ïî ìíîãî÷ëå-íàì ×åáûøåâà, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â êíèãå Ëþêà[31℄. 11. Âû÷èñëåíèå è àñèìïòîòèêè �óíêöèè Kiµ(z). �àññìîòðèìåùå ýòó �óíêöèþ. Îíà âåùåñòâåííà, íåñìîòðÿ íà ìíèìûé ïîðÿäîê.Çäåñü äàäèì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñàìîé ýòîé �óíêöèè è åå ïðîèç-âîäíîé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà z è ìîäóëÿ èíäåêñà

µ. Ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z è µ ìîæíî èñïîëüçîâàòüðÿäû ïî ñòåïåíÿì z, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ðÿäîâ äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿìíèìîãî àðãóìåíòà, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ �óíêöèÿ Ìàêäî-íàëüäà ñîãëàñíî �îðìóëå (29):
Kiµ(z) =

π

2

I−iµ(z) − Iiµ(z)

i sh(πµ)
. (78)267



Ñþäà íóæíî ïîäñòàâèòü ðÿäû (28) äëÿ I±iµ(z) è èñïîëüçîâàòü âû-ðàæåíèå (22) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ãàììà-�óíêöèé. Òî-ãäà íàéäåì ðÿäû äëÿ Kiµ(z) è åå ïðîèçâîäíîé, êîòîðûå ñõîäÿòñÿïðè ëþáûõ z, îäíàêî ðåàëüíî ïðîèçâîäèòü ïî íèì âû÷èñëåíèÿ öå-ëåñîîáðàçíî ïðè z < µ < 10. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåùåñòâåííîé èìíèìîé ÷àñòåé ãàììà-�óíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà áûë äàí âÏðèëîæåíèè À.Èç ïåðâîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â (39) íàõîäèì
Kiµ(z)=

∞
∫

0

e−z ch t cos(µt)dt, K ′
iµ(z)=−

∞
∫

0

ch te−z ch t cos(µt)dt. (79)Àñèìïòîòèêè äëÿ áîëüøèõ µ ðàññìîòðèì òàê æå, êàê â ïðåäû-äóùèõ ïóíêòàõ äëÿ Jν(z).Ôóíêöèÿ Kiµ(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèé Ìàê-äîíàëüäà
z2K ′′

iµ(z) + zK ′
iµ(z) − (z2 − µ2)Kiµ(z) = 0. (80)Ïðîèçâåäåì çàìåíó àðãóìåíòà z = µey, y = ln(z/µ). Òîãäà óðàâíå-íèå (80) ïåðåéäåò â

d2Kiµ

dy2
+ µ2(1 − e2y)Kiµ = 0. (81)Ê óðàâíåíèþ â òàêîì âèäå ìû ïðèì�åíèì ìåòîä ÂÊÁ.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àè z ≤ µ è z ≥ µ. Ââåäåì òåæå îáîçíà÷åíèÿ u è v, ÷òî è âûøå. Òàê êàê çíàê â óðàâíåíèè (81)ïåðåä µ2 ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó â (54) ïåðåä ν2, òî ñîîòâåòñòâèåìåæäó ñëó÷àÿìè z ≤ µ è z ≥ µ áóäåò ïðîòèâîïîëîæíûì, ò. å. �óíê-öèè v áóäóò òåìè æå, íî îíè áóäóò âõîäèòü â àðãóìåíòû �óíêöèéïðîòèâîïîëîæíîãî ñëó÷àÿ.Ïðè z ≤ µ ðåøåíèå ÂÊÁ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Kiµ = u−1/2[C1e
iµv+ + C2e

−iµv+ ], (82)Êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿåì, èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ �óíêöèè Ìàêäî-íàëüäà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z. Èç ïðèáëèæåííîé �îð-ìóëû ñëåäóåò, ÷òî êîãäà z → 0, òî
Kiµ ∼ C1e

−iµ

(

z

2µ

)−iµ

+ C2e
iµ

(

z

2µ

)iµ

. (83)268



Ïîâåäåíèå òî÷íîé �óíêöèè ïîëó÷èì, âçÿâ ïåðâûå ñëàãàåìûå â ðàç-ëîæåíèè �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïðè åå ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç ìîäè-�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ:
Kiµ(z) ∼ πie−πµ

[

(z/2)iµ

Γ(1 + iµ)
− (z/2)−iµ

Γ(1 − iµ)

]

. (84)Çäåñü ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ ïðè áîëüøèõ µ çàìåíåí íà ýêñïî-íåíòó. Çíà÷åíèÿ ãàììà-�óíêöèè ïðè áîëüøèõ µ âîçüìåì èç ðàçëî-æåíèÿ åå ëîãàðè�ìà, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëåÑòèðëèíãà:
Γ(1 + iµ) = iµΓ(iµ) ∼ iµ exp

(

iµ ln(iµ)−iµ− ln(iµ)

2
+

ln(2π)

2

)

=

=
√

2πµ exp(−πµ/2 + i(µ lnµ− µ+ π/4)). (85)Ïîäñòàâèâ ýòó àñèìïòîòèêó â (84), ïîëó÷èì ïðè z ≪ 1 è µ≫ 1

Kiµ(z)∼
√

π

2µ
e−πµ/2

[

(

z

2µ

)iµ

eiµ+iπ/4+

(

z

2µ

)−iµ

e−iµ−iπ/4

]

. (86)Ñðàâíåíèå (84) è (86) äàåò
C1 =

√

π

2µ
e−πµ/2−iπ/4, C2 =

√

π

2µ
e−πµ/2+iπ/4. (87)Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (82), íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ âïðèáëèæåíèè ÂÊÁ ïðè z < µ:

Kiµ =

√

2π

µu
e−πµ/2 cos(µv+ − π/4). (88)Ïóñòü òåïåðü z ≥ µ. �åøåíèå ÂÊÁ â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èçâåùåñòâåííûõ ýêñïîíåíò:

Kiµ = u−1/2(C1e
µv− + C2e

−µv−). (89)Êîý��èöèåíòû íàõîäÿòñÿ èç àñèìïòîòèêè �óíêöèè Ìàêäîíàëüäàïðè z → ∞, êîòîðàÿ îäèíàêîâà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà (ïî-ðÿäêà):
Kiµ(z) ∼

( π

2z

)1/2

e−z. (90)269



Ïðè áîëüøèõ z áóäåò u ∼ z/µ ≫ 1, v− ∼ u − π/2 = z/µ− π/2, òàê÷òî
Kiµ ∼ (µ/z)1/2(C1e

z−πµ/2 + C2e
−z+πµ/2). (91)Ïîýòîìó êîý��èöèåíòû

C1 = 0, C2 =

(

π

2µ

)1/2

e−πµ/2 (92)è ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ìåòîäîì ÂÊÁ äëÿ ñëó÷àÿ z > µ, ïðèíèìàåòñëåäóþùèé âèä:
Kiµ(z) =

(

π

2µu

)1/2

e−πµ/2e−µv− . (93)Äàëåå ïðîäåëàåì òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî óðàâíå-íèÿ, êàê è äëÿ îñíîâíîé áåññåëåâîé �óíêöèè. Çàìåíÿåì èñêîìóþ�óíêöèþ
Kiµ(z) =

√

µv±
u
W (µv±). (94)Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ W çàïèøåòñÿ òàê:

x2W ′′(x) + xW ′(x) −
(

1

9
∓ 1

)

W (x) = 0. (95)Â òàêîì âèäå ïðèáëèæåííîå (àñèìïòîòè÷åñêîå) óðàâíåíèå õîðîøîïðåäñòàâëÿåò òî÷íîå è ïðè ìàëûõ è ïðè íåìàëûõ u. Îíî îòëè÷àåò-ñÿ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (72) òîëüêî ïîðÿäêîì àëüòåðíà-òèâíûõ çíàêîâ, âèä ðåøåíèé åãî òîò æå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõìíîæèòåëåé.Ïðè z < µ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (95) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè Áåñ-ñåëÿ ñ èíäåêñàìè ±1/3:
W = AJ1/3(µv+) +BJ−1/3(µv+). (96)Êîý��èöèåíòû îáùåãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿñ ðåøåíèåì ÂÊÁ, êîãäà u è, ñëåäîâàòåëüíî, v+ íå ìàëû. Òîãäà âåëèêàðãóìåíò �óíêöèé Áåññåëÿ è ñîãëàñíî èõ àñèìïòîòèêàì

Kiµ∼
(v+
u

)1/2
√

2

πµv+

[

A cos
(

µv+− π

6
− π

4

)

+B sin
(

µv++
π

6
− π

4

)]

.(97)270



Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ àñèìïòîòèêó ñ ðåøåíèåì ÂÊÁ (93), íàõî-äèì
A = B =

π√
3
e−πµ/2. (98)Ïðè z > µ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (95) � �óíêöèè Áåññåëÿ ìíè-ìîãî àðãóìåíòà òîãî æå ïîðÿäêà 1/3. ×àñòíîå ðåøåíèå âûáèðàåìèç îáùåãî ñðàâíåíèåì ñ (93). Ïðè íåìàëûõ u áóäåò z ≫ µ, ñëåäî-âàòåëüíî, u ∼ z/µ, v− ∼ u. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ (95) íàäîâçÿòü �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà K1/3(µv−), ó êîòîðîé àñèìïòîòèêàñîâïàäàåò ñ (93).Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

Kiµ(z)∼











π√
3
e−πµ/2

(v+
u

)1/2

[J1/3(µv+)+J−1/3(µv+)], z ≤ µ,

e−πµ/2
(v−
u

)1/2

K1/3(µv−), z ≥ µ.(99)Äëÿ z = µ îáå �îðìóëû äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ â íèõ ê ïðåäåëó ïðè u → 0, v ∼ u3/3 → 0,ïîëó÷àåì, ÷òî
Kiµ(µ) =

π

Γ(2/3)
e−πµ/2µ−1/3 21/3

32/3
= e−πµ/2µ−1/3 Γ(1/3)

22/331/6
. (100)Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì â òîì æå ïðèáëèæåíèè

K ′
iµ(z) ∼







π√
3
e−πµ/2

µ

z
(uv+)1/2[J2/3(µv+) − J−2/3(µv+)], z ≤ µ,

− e−πµ/2
µ

z
(uv−)1/2K2/3(µv−), z ≥ µ.(101)Îáùåå çíà÷åíèå äâóõ �îðìóë

K ′
iµ(µ) = − π

Γ(1/3)

e−πµ/2

µ2/3

22/3

31/3
= −e

−πµ/2

µ2/3
Γ(2/3)

31/6

21/3
. (102)Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî �îðìóëû Ëàíãåðà íåäîñòàòî÷íî òî÷íûäëÿ âû÷èñëåíèÿ, èõ ìîæíî óòî÷íèòü. Ñïîñîá óòî÷íåíèÿ ðåçóëüòà-òîâ, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì Ëàíãåðà, äàí â óæå óïîìèíàâøåéñÿ ðàáî-òå ×åððè [60℄. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ñïîñîáà ê �óíêöèè Kiµ(z) ñäåëàíîâ ñòàòüå [40℄. 271



�àññìîòðèì åùå âîïðîñ î âûðàæåíèè ïðîèçâåäåíèé �óíêöèéÁåññåëÿ ÷åðåç äðóãèå �óíêöèè Áåññåëÿ è èíòåãðàëû îò íèõ.12. Ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ. Ïåðåìíîæèì äâå �óíêöèèÁåññåëÿ îäíîãî àðãóìåíòà z, íî ðàçíûõ ïîðÿäêîâ, çàòåì ñîáåðåìñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè z.
Jµ(z)Jν(z) =

∞
∑

m,n=0

(−1)m+n (z/)µ+ν+2m+2n

m!n!Γ(µ+ 1 +m) Γ(ν + 1 +m)
=

=
∞
∑

r=0

(−1)r
(z

2

)µ+ν+2 r r
∑

m=0

1

m!(r−m)!Γ(µ+1+m) Γ(ν+1+r−m)
=

=

∞
∑

r=0

(−1)r
(z

2

)µ+ν+2 r Γ(µ+ ν + 1 + 2 r)

r!Γ(µ+1+r) Γ(ν+1+r) Γ(µ+ν+1+r)
. (103)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ áûëî èñïîëüçîâàíîñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

r
∑

m=0

1

m!(r−m)!Γ(µ+1+m)Γ(ν + 1 + r −m)
= (104)

=
F (−r,−r−ν;µ+1; 1)

r!Γ(ν+1+r)Γ(µ+1)
=

Γ(µ+ν+1+2 r)

r!Γ(µ+1+r) Γ(µ+1+r) Γ(µ+ν+1+r)
.Çíà÷åíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè ïðè àðãóìåíòå 1 âçÿòî ñî-ãëàñíî (ñì. [3℄ èëè [9℄ 9.122)

F (a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− b− a)

Γ(c− a)Γ(c− b)
. (105)13. Äâà âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëà. Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿäâóõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â ðàçäåëå î ìàãíèòî-òîðìîç-íîì èçëó÷åíèè. Ïåðâûé èç íèõ

1
∫

0

√
1 − t2

t
J2
ν (yt)dt =

y
∫

0

J2ν(2y
′)dy′

(

1

y′
− 1

y

)

. (106)Äëÿ âûâîäà ýòîé �îðìóëû â èíòåãðàë ñëåâà íàäî ïîäñòàâèòü(103) ïðè µ = ν, âçÿòü èíòåãðàëû ïî t, âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîéóäâîåíèÿ äëÿ ãàììà-�óíêöèè è ðàçëîæèòü äðîáü ñ ïðîèçâåäåíèåì272



äâóõ ìíîæèòåëåé â çíàìåíàòåëå íà ïðîñòåéøèå. Âûïîëíÿÿ óêàçàí-íûå äåéñòâèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì
1
∫

0

√
1 − t2

t
dt

∞
∑

r=0

(−1)r
(y

2

)2ν+2r Γ(2ν + 1 + 2 r)t2ν+2r

r!Γ2(ν + 1 + r)Γ(2ν + 1 + r)
=

=

∞
∑

r=0

(−1)r
(y

2

)2ν+2r Γ(2ν + 1 + 2 r)

r! Γ2(ν+1+r) Γ(2ν+1+r)

√
π

2

Γ(ν + r)

Γ(ν+r+3/2)
=

=

∞
∑

r=0

(−1)ry2ν+2r 1/2

r!Γ(2ν + 1 + r)(ν + r)(ν + r + 1/2)
= (107)

=

∞
∑

r=0

(−1)ry2ν+2r 1

r!Γ(2ν + 1 + r)

(

1

ν + r
− 1

ν + r + 1/2

)

.Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü ðàçëîæåíèå â ðÿä ïðàâîé ÷àñòè (106).Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ è âòîðîé èíòåãðàë
1
∫

0

tdt√
1−t2

J ′
ν
2
(yt)=

1

y
J ′

2ν(2y)+
1

y

y
∫

0

J2ν(2y
′)dy′− ν2

y2

y
∫

0

J2ν(2y
′)

dy′

y′
.(108)Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (41) ïîçâîëÿåò èíòåãðàë ñ êâàäðàòîìïðîèçâîäíîé ñâåñòè ê èíòåãðàëó îò ïðîèçâåäåíèé áåññåëåâûõ �óíê-öèé âèäà (103). Èìåííî:

J ′
ν
2
(z) =

1

4
[J2
ν−1(z) + J2

ν+1(z) − 2Jν−1(z)Jν+1(z)] = (109)
=

1

4

∞
∑

r=0

(−1)r

r!

[

Γ(2ν − 1 + 2r)4/z2

Γ2(ν+r)Γ(2ν−1+r)
+

Γ(2ν + 3 + 2r)z2/4

Γ2(ν+2+r)Γ(2ν+3+r)
−

−2
Γ(2ν + 1 + 2r)

Γ(ν + r)Γ(ν + 2 + r)Γ(2ν + 1 + r)

]

(z

2

)2ν+2r

=

=
∞
∑

r=0

(−1)r
Γ(2ν−1+2r)c(µ, r)

r!Γ(ν + r)Γ(ν + 1 + r)Γ(2ν + 1 + r)

(z

2

)2ν+2r−2

.ãäå c(µ, r) = [(ν + r)2(ν + r− 1) + ν2/2]. Ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â (106)ïðè z = yt è ïðîäåëàåì òå æå âûêëàäêè, ÷òî è â (107):
∞
∑

r=0

(−1)r
Γ(2ν−1+2r)

r!Γ(2ν+1+r)

(y

2

)2ν+2r−2 c(µ, r)

Γ(ν+1+r)

√
π

2Γ(ν+r+1/2)
=273



=
1

2

∞
∑

r=0

(−1)r
(ν+r)2c(µ, r)

r!Γ(2ν+1+r)
y2ν+2r−2 Γ(ν+r−1/2)Γ(ν+r)

Γ(ν+r+ 1)Γ(ν+r+1/2)
=

=

∞
∑

r=0

(−1)ry2ν+2r−2

r!Γ(2ν + 1 + r)

[

ν + r − r(2ν + r)

2ν + 2r − 1
− ν2

2ν + 2r

]

. (110)Îïÿòü ïîñëåäíèé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè(108).14. �ÿäû áåññåëåâûõ �óíêöèé. Äëÿ ïðîâåðêè ðÿäà ñîîòíîøåíèéòåîðèè ñïåêòðà ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî èìåòü�îðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ðÿäû áåññåëåâûõ �óíêöèé ñëåäóþùåãîâèäà:
Jk n(β) =

∞
∑

l=1

lkJ
(n)
2l (2lβ), |β| < 1. (111)Äëÿ âûâîäà òàêèõ ñóìì íà÷íåì ñ ñóììû ïî âñåì l îò ñàìîé�óíêöèè Áåññåëÿ Jl(βl), ïîäñòàâèâ âìåñòî íåå åå èíòåãðàëüíîåïðåäñòàâëåíèå (33):

∞
∑

l=−∞

Jl(βl)=
1

2π

π
∫

−π

dϕ
∞
∑

l=−∞

eil(β sinϕ−ϕ) =
1

2π

π
∫

−π

dϕπδ

(

sin
β sinϕ−ϕ

2

)

.(112)Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî
∞
∑

l=−∞

ei l β = πδ

(

sin
β

2

)

, (113)êîòîðîå âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé âûêëàäêè:
∞
∑

l=−∞

ei l β= lim
q→1−0

∞
∑

l=−∞

q|l|ei l β= lim
q→1−0

[

∞
∑

l=0

(

qlei l β+qle−i l β
)

−1

]

=

= lim
q→1−0

(

1

1 − q eiβ
+

1

1 − q e−iβ
− 1

)

= lim
q→1−0

1 − q2

1+q2−2q cosβ
=

= lim
q→1−0

1+q

2
√
q

(1−q)/2√q
[(1−q)/2√q]2+sin2 β/2

= lim
s→+0

s

s2+sin2 β/2
. (114)Ïðåäåë ïîñëåäíåé äðîáè è ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè (113).274



Àðãóìåíò äåëüòà-�óíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè ϕ=0,ïðè÷åì ïîñêîëüêó β < 1, ýòà �óíêöèÿ èìååò îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþíà ïðîìåæóòêå [−π, π], à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà cos
β sin ϕ−ϕ

2

1−β cos ϕ

2è îáðàùàåòñÿ â 1 − β

2
ïðè ϕ = 0. Ïî ïðèìåíèìîìó ê íàøåìó ñëó÷àþñâîéñòâó äåëüòà-�óíêöèè δ(φ(x)) = δ(x− x0)/|φ′(x0)| èìååì

∞
∑

l=−∞

Jl(βl) =
1

1 − β
=

1

1 − β2
+

β

1 − β2
= γ2 + βγ2, (115)ãäå ðàçäåëåíû ÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ ïî β ÷àñòè ñóììû è èñïîëüçîâàíîîáîçíà÷åíèå γ =

1
√

1 − β2
.Òåïåðü ðàçäåëèì ÷åòíûå è íå÷åòíûå l. ßñíî, ÷òî ÷åòíûå ñëàãà-åìûå ñóììû ñîñòàâëÿþò ÷åòíóþ ÷àñòü ïî β, à íå÷åòíûå � íå÷åòíóþ÷àñòü ñóììû. Â ÷åòíîé ÷àñòè âñå ñëàãàåìûå âõîäÿò äâàæäû (ñ ïîëî-æèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè l), à íóëåâîå � îäèí ðàç. Ïîýòîìó

∞
∑

l=0

J2l+1((2l+1)β)=
βγ2

2
, J0 0(β)=

∞
∑

l=1

J2l(2lβ)=
1

2
(γ2−1)=

β2γ2

2
.(116)Äè��åðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äâà ðàçà, ïîëó÷àåì åùåäâå ñóììû

J1 1(β)=

∞
∑

l=1

lJ ′
2l(2lβ)=

βγ4

2
, J2 2(β)=

∞
∑

l=1

l2J ′′
2l(2lβ)=

1+3β2

4
γ6.(117)Íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (24),çàïèñàííûì â âèäå

4l2β2J ′′
2l(2lβ) + 2lβJ ′

2l(2lβ) + 4l2(1 − β2)J2l(2lβ) = 0, (118)è ïðîñóììèðîâàâ åãî ïî l ñ ó÷åòîì (117), íàéäåì
J2 0(β) =

∞
∑

l=1

l2J2l(2lβ) =
1 + β2

2
β2γ8. (119)Åùå äâå ïîëåçíûå ñóììû ñîäåðæàò êâàäðàòû �óíêöèé Áåññåëÿè èõ ïðîèçâîäíûõ. Ñíà÷àëà âûðàçèì ýòè êâàäðàòû ÷åðåç èíòåãðàë275



îò �óíêöèé Áåññåëÿ äâîéíîãî ïîðÿäêà. Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëü-íûì ïðåäñòàâëåíèåì (33). Ïåðåìíîæèâ äâà èíòåãðàëà, ñóììó ñèíó-ñîâ çàìåíèì íà ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà è êîñèíóñà:
J2
l (z)=

1

8π2

π
∫

−π

dϕ

2π
∫

−2π

dϕ′ exp

{

i

[

2z sin

(

ϕ+ ϕ′

2

)

cos

(

ϕ′−ϕ
2

)

−l(ϕ+ϕ′)

]}

.(120)Ïîñëå ýòîãî ñäåëàåì çàìåíû ψ′ = (ϕ+ϕ′)/2 è ψ = ϕ′−ϕ. Ïîñêîëüêóïðè öåëûõ l ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ïðè òàêîéçàìåíå âñå ðàâíî ïî êàêîìó ïåðèîäó èíòåãðèðîâàòü, òàê ÷òî
J2
l (z)=

1

4π2

π
∫

−π

dψ

π
∫

−π

dψ′ei(2z cosψ sinψ′−2lψ′) =
2

π

π/2
∫

0

dψJ2l(2z cosψ).(121)Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàçëîæåíèåì (103) ïðè µ =
ν = l. Îäíàêî, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå ðàçëîæåíèå âåðíîïðè ëþáûõ èíäåêñàõ �óíêöèé, â òî âðåìÿ êàê (121), à òàêæå è âñåïîñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, � òîëüêî ïðè öåëûõ. Âòîðîå ðàâåíñòâîñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäíîé

J ′
l (z) =

i

2π

π
∫

−π

sinϕei(z sinϕ−lϕ)dϕ. (122)Åå êâàäðàò
J ′ 2
l (z)=

1

8π2

π
∫

−π

dϕ

2π
∫

−2π

dϕ′ exp

{

i

[

2z sin

(

ϕ+ϕ′

2

)

cos

(

ϕ′−ϕ
2

)

−

− l(ϕ+ϕ′)

]}

[cos(ϕ′+ϕ)−cos(ϕ′−ϕ)]=

π
∫

−π

dψ

4π2

π
∫

−π

ei[2z sinψ′ cosψ−2lψ′]×

×[cos 2ψ′−cos 2ψ]dψ′=
2

π

π
∫

0

dψ[sin2ψJ2l(2z cosψ)+J ′′
2l(2z cosψ)].(123)Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîãëàñó-åòñÿ ñ ðàçëîæåíèåì (25) ïðè öåëûõ ν = l.276



Òåïåðü ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-íèÿ ïî l. Ñóììà îò êâàäðàòà �óíêöèé (121)
∞
∑

l=1

l2J2
l (lβ)=

2

π

π/2
∫

0

dψJ2 0(βcosψ)=
2

π

π/2
∫

0

β2cos2ψdψ

(1−β2cos2ψ)4
[1+β2cos2ψ]=

=
2

π

π/2
∫

0

dψ

[

1

(1−β2 cos2 ϕ)2
− 3

(1−β2 cos2 ϕ)3
+

2

(1−β2 cos2 ϕ)4

]

=

=
2

π
[V2(β) − 3V3(β) + 2V4(β] =

β2(4 + β2)

16
γ7. (124)Ñóììà îò êâàäðàòà ïðîèçâîäíûõ (123)

∞
∑

l=1

l2J ′ 2
l (lβ) =

2

π

π/2
∫

0

dψ[sin2 ψJ2 0(β cosψ) + J2 2(β cosψ)] =

=
2

π

π/2
∫

0

dψ

[

sin2 ψ

2

1 + β2 cos2 ψ

(1−β2 cos2 ψ)4
β2 cos2 ψ+

1

4

1+3β2 cos2 ψ

(1−β2 cos2 ψ)3

]

=

=
2

π

(

V1(β)−3V2(β)+2V3(β)

2β2
+
V2(β)−3V3(β)+2V4(β)

2β2γ2
+V3(β)−3

4
V2(β)

)

.(125)Îêîí÷àòåëüíî
∞
∑

l=1

l2J ′ 2
l (lβ) =

4 + 3β2

16
γ5. (126)15. Äâà ñîîòíîøåíèÿ. Â òåîðèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ èñ-ïîëüçóþòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ (125) è (126), ïðèâåäåííûå íàìè âîñíîâíîì òåêñòå �ëàâû 3. Îíè áûëè âûâåäåíû â ðàáîòå [97℄, ïðè-÷åì ñ âåñüìà âîëüíûì îáðàùåíèåì ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ èíòåãðàëàìè,à èíîãäà è ñ ïðèìåíåíèåì íåòî÷íûõ �îðìóë. Îäíàêî âûâåäåííûå�îðìóëû âåðíû. Ìû çäåñü èõ äîêàæåì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà. Äëÿ ýòîãî íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ èí-òåãðàëàìè ïîä íîìåðàìè 2.16.2.2., 1.16.33.2. èç ñïðàâî÷íèêà [45℄ èèíòåãðàëîì 2.4.4.4. èç [44℄:

∞
∫

0

xµ−1Kν(x)dx = 2µ−2Γ

(

µ+ ν

2

)

Γ

(

µ− ν

2

)

, (127)277



∞
∫

0

xµ−1K2
ν(x)dx =

2µ−3

Γ(µ)
Γ2
(µ

2

)

Γ
(µ

2
+ ν
)

Γ
(µ

2
− ν
)

, (128)
∞
∫

0

dχ

chν χ
=

2ν−2

Γ(ν)
Γ2
(ν

2

)

. (129)Ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ, îáúåäèíåííûå âîäíî: Ã3/2∓1/2(µ) =

=

∞
∫

0

xµ−1A3/2∓1/2(x)dx=
π√
3

∞
∫

0

dx

[

K5/3(x)
xµ−1

µ−1
∓xµ−2K2/3(x)

]

=

=
π√
3

[

2µ−2

µ−1
Γ

(

3µ+5

6

)

Γ

(

3µ−5

6

)

∓ 2µ−3Γ

(

3µ−1

6

)

Γ

(

3µ−5

6

)]

=

=
π√
3
2µ−3Γ

(

3µ− 5

6

)

Γ

(

3µ− 1

6

)(

µ− 1/3

µ− 1
∓ 1

)

. (130)Ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ èí-òåãðàëàìè
Ã1(µ) = 2

∞
∫

0

dεε2(1 + ε2)

∞
∫

0

xµ−1dxK2
1/3

(x

2
(1 + ε2)3/2

)

=

=2

∞
∫

0

dεε2(1+ε2)
2µ−3

Γ(µ)

[

(1+ε2)3/2

2

]−µ

Γ2
(µ

2

)

Γ

(

3µ+2

6

)

Γ

(

3µ−2

6

)

=

=
22µ−2

Γ(µ)
Γ2
(µ

2

)

Γ

(

3µ+ 2

6

)

Γ

(

3µ− 2

6

)

∞
∫

0

ε2dε

(1 + ε2)3µ/2−1
,(131)

Ã2(µ) = 2

∞
∫

0

dε(1 + ε2)2
∞
∫

0

xµ−1dxK2
2/3

(x

2
(1 + ε2)3/2

)

=

= 2

∞
∫

0

dε(1+ε2)2
2µ−3

Γ(µ)

[

(1+ε2)3/2

2

]−µ

Γ2
(µ

2

)

Γ

(

3µ+4

6

)

Γ

(

3µ−4

6

)

=

=
22µ−2

Γ(µ)
Γ2
(µ

2

)

Γ

(

3µ+ 4

6

)

Γ

(

3µ− 4

6

)

∞
∫

0

dε

(1 + ε2)3µ/2−2
.(132)278



Èíòåãðàëû ïî ε áåðóòñÿ ïîäñòàíîâêîé ε = shχ è ðàâíû ñîîòâåò-ñòâåííî
∞
∫

0

ε2dε

(1 + ε2)3µ/2−1
=

∞
∫

0

ch2 χ− 1

ch3µ−3 χ
dχ =

23µ−7

Γ(3µ− 5)
Γ2

(

3µ− 5

2

)

−

− 23µ−5

Γ(3µ− 3)
Γ2

(

3µ− 3

2

)

=
23µ−7

Γ(3µ− 5)
Γ2

(

3µ− 5

2

)

1

3µ−4
,(133)

∞
∫

0

dε

(1 + ε2)3µ/2−2
=

∞
∫

0

dχ

ch3µ−3 χ
=

23µ−7

Γ(3µ− 5)
Γ2

(

3µ−5

2

)

. (134)Îêîí÷àòåëüíî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ
Ã1(µ)=

π√
3
2µ−2Γ

(

3µ−5

6

)

Γ

(

3µ−1

6

)

1/3

µ−1
=

=
25µ−9Γ2

(µ

2

)

Γ(µ)Γ(3µ−5)
Γ

(

3µ+4

6

)

Γ

(

3µ−4

6

)

Γ2

(

3µ−5

2

)

, (135)
Ã2(µ)=

π√
3
2µ−2Γ

(

3µ−5

6

)

Γ

(

3µ−1

6

)

µ−2/3

µ−1
=

=
25µ−9Γ2

(µ

2

)

Γ(µ)Γ(3µ−5)(3µ−4)
Γ

(

3µ+2

6

)

Γ

(

3µ−2

6

)

Γ2

(

3µ−5

2

)

.(136)Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (135)�(136) îñóùåñò-âëÿåòñÿ ïðè ïîìîùüþ �îðìóë óäâîåíèÿ è óòðîåíèÿ äëÿ ãàììà-�óíêöèè (15) è (16). Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò ñìûñë ïðè µ > 5/3.Ïðèëîæåíèå Â. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëû1. Èíòåãðàëû ïî çåíèòíîìó ðàññòîÿíèþ. Â òåîðèè âñòðå÷àþò-ñÿ òàêèå èíòåãðàëû äâóõ âèäîâ.à. Èíòåãðàëû ïî ïîëíîìó ïðîìåæóòêó:
Imn(β) =

π
∫

0

sinϑ cosm ϑdϑ

(1 − β cosϑ)n
=

1
∫

−1

ηm

(1 − β η)n
dη. (137)279



Äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñî-îòíîøåíèÿ
Imn(β)=

Im−1n(β)−Im−1n−1(β)

β
, I ′mn(β)=n Im+1n+1(β). (138)Èíòåãðàëû ñ íå÷åòíûì ïåðâûì èíäåêñîì ïðîïîðöèîíàëüíû β,ìíîæèòåëè ó íèõ ïðè β, êàê è èíòåãðàëû ñ ÷åòíûì ïåðâûì èíäåê-ñîì, ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè �óíêöèÿìè β.Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ äëÿ ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ÷èñåë, îïóñòèâ èõ àðãóìåíò: I0 2 = 2γ2, I0 3 = 2γ4,

I0 4 =
2

3
(3 + β2)γ6, I0 5 = 2(1 + β2)γ8, I0 6 =

2

5
(5+10β2+β4)γ10,

I1 3 = 2βγ4, I1 4 =
8

3
βγ6, I1 5 =

2

3
β(5 + β2)γ8, (139)

I2 4 =
2

3
(1 + 3β2)γ6, I2 5 =

2

3
(1 + 5β2)γ8, I3 5 = 2β(1 + β2)γ8,

I1 6 =
4

5
β(5+3β2)γ10, I2 6 =

2

15
(5+38β2+5β4)γ10.Çäåñü ÷åðåç γ îáîçíà÷åí ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, åñëè ñ÷èòàòü,÷òî β � ýòî ñêîðîñòü. Ïðèâåäåì òàêæå ïðîèçâîäíóþ îò íåãî:

γ =
1

√

1 − β2
,

dγ

dβ
= βγ3. (140)Óäîáíî èìåòü ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè èíòåãðàëîâ:

I0 5 − I2 5 = 4γ6/3, I1 5 − I3 5 = 4βγ6/3. (141)á. ×åòíûå ïî β èíòåãðàëû:
In,m(β) =

1
∫

0

η2m

(1 − β2η2)n
dη. (142)Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷àþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîò-íîøåíèÿ

In,m =
In,m−1 − In−1,m−1

β2
, I ′n,m(β) = 2βnIn+1,m+1(β), (143)

In,m=
γ2(n−1)−(2m−1)In−1,m−1

2(n−1)β2
, In,0 =

γ2(n−1)+(2n−3)In−1,0

2(n− 1)
.(144)280



Îïÿòü ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ñ íåáîëüøèìè çíà-÷åíèÿìè èíäåêñîâ:
I0,m=

1

2m+1
, I1,0 =

1

2β
ln

1+β

1−β , I1,1 =
I1,0−1

β2
, (145)

I2,0 =
1

2

[

γ2 + I1,0
]

, I2,1 =
1

2β2

[

γ2 − I1,0
]

, (146)
I2,2 =

1

2β4

[

γ2 + 2 − 3I1,0
]

. (147)2. Èíòåãðàëû Un(β). Ýòî èíòåãðàëû âèäà
Un(β) =

π
∫

0

dϕ

(1 − β cosϕ)n
. (148)Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Un+1(β) = Un(β) +
β

n
U ′
n(β), n ≥ 1. (149)Ïåðâûå òàêèå èíòåãðàëû: U0(β) = π, U1(β) = πγ, U2(β) = πγ3,

U3(β)=
π

2
(2+β2)γ5, U4(β)=

π

2
(2+3β2)γ7, U5(β)=π

(

1+3β2+
3

8
β4

)

γ7.(150)3. Èíòåãðàëû Vn(β). Ýòè, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðåäû-äóùèõ èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê íèì:
Vn(β) =

π/2
∫

0

dϕ

(1 − β2 cos2 ϕ)n
=

π/2
∫

0

dϕ

[1 − β2(1 + cos 2ϕ)/2]n
=

=
1

2(1−β2/2)n

π
∫

0

dψ

(1−β2 cos2 ψ/(2−β2))n
=

Un

(

β2

1−β2

)

2(1−β2/2)n
. (151)Âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (150) è íèæå âåëè÷èíà γ =

1/
√

1 − β2.Äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ âûïîëíÿåòñÿ ïîõîæåå íà (149) ðåêóððåíò-íîå ñîîòíîøåíèå
Vn+1(β) = Vn(β) +

β

2n
V ′
n(β). (152)281



Ïåðâûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà: V0(β) = π/2,
V1(β) = πγ/2,

V2(β) =
π

4
(2 − β2)γ3, V3(β) =

π

16
(8 − 8β2 + 3β4)γ5, (153)

V4(β) =
π

32
(16 − 24β2 + 18β4 − 5β6)γ7. (154)4. Èíòåãðàëû ñ òðåìÿ èíäåêñàìè:

Ipmn =

∞
∫

0

vmdv

(1 + vp)n
. (155)Ýòè èíòåãðàëû çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y = 1/(1 + vp)ñâîäÿòñÿ ê áåòà-�óíêöèè:

Ipmn=
1

p
B

(

n−m+1

p
,
m+1

p

)

=
1

pΓ(n)
Γ

(

n−m+1

p

)

Γ

(

m+1

p

)

.(156)5. �èïåðáîëè÷åñêèå èíòåãðàëû. Èíòåãðàëû âèäà
Vn(x) =

∞
∫

−∞

dχ

(chχ− x)n
, |x| < 1, (157)ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ ïî x èñõîäíîãî èíòåãðàëà

∞
∫

−∞

dχ

chχ− x
=

2√
1 − x2

(π

2
+ arcsinx

)

, (158)êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé χ = ln(x+
√

1 − x2u). Â ðåçóëü-òàòå ïîñëå çàìåíû x = 1/ε íàéäåì
∞
∫

−∞

dχ

(ε chχ− 1)3
=

3

(ε2 − 1)2
+

ε2 + 2

(ε2 − 1)5/2

(

π

2
+ arcsin

1

ε

)

. (159)



Çàêëþ÷åíèåÂ ó÷åáíîì ïîñîáèè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ìåõàíèç-ìû èçëó÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îáúåêòàìè, èçó÷àåìûìè ãëàâíûì îá-ðàçîì àñòðî�èçèêîé âûñîêèõ ýíåðãèé è ÷àñòî íàçûâàåìûìè ðåëÿ-òèâèñòñêèìè. Èçó÷àþòñÿ êàê òåïëîâûå � òîðìîçíîé è ðåêîìáèíà-öèîííûé ìåõàíèçìû, à òàêæå êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå òåïëîâûìèýëåêòðîíàìè è ïðîöåññû ñ òåïëîâûì ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûì ãàçîì,òàê è íåòåïëîâûå ïðîöåññû � ìàãíèòíî-òîðìîçíîå, â òîì ÷èñëå ñèí-õðîòðîííîå èçëó÷åíèå. Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãëàâû, ïîñâÿ-ùåííûå îòäåëüíûì ïðîöåññàì, ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿýíåðãèè ó÷àñòâóþùèõ â ýòèõ ïðîöåññàõ ÷àñòèö è �îòîíîâ.Âî âñåõ ãëàâàõ, êðîìå îäíîé, èçëó÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ âîçíèêà-þùèì â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Îñîáíÿêîì ñòîèò ãëàâà IV, ãäåîïèñûâàþòñÿ ÷åðåíêîâñêîå è ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå, ïðîèñõîäÿùååâ ñðåäàõ.Îñíîâíûå óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå �îðìóë äëÿâåëè÷èí, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ êàêèçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü âåùåñòâà è ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ, êîòî-ðûå â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè èç-ëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ, à â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ òàêæå �óíêöèè ïåðå-ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå è íàïðàâëåíèÿì. Íàõîäèëèñüòàêæå ñðåäíèå ÷àñòîòû èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ.Òîëüêî â ãëàâå V ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíå-íèé, îïèñûâàþùèõ ìíîãîêðàòíîå âçàèìîäåéñòâèå (ðàññåÿíèå). Âîñòàëüíûõ äàåòñÿ îïèñàíèå îäíîêðàòíûõ ïðîöåññîâ. �àññìàòðèâà-åòñÿ â ïîñîáèè òîëüêî èçëó÷åíèå, ïðîöåññû ðåëàêñàöèè ÷àñòèö íåçàòðàãèâàþòñÿ, õîòÿ ýòè ïðîöåññû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ñà-ìîñîãëàñîâàííîì ðåøåíèè çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñ �îòîí-íûì ãàçîì. Îäíàêî îáðàùåíèå ê òàêèì çàäà÷àì ñèëüíî óâåëè÷èëîáû îáúåì êíèãè è èçìåíèëî áû åå õàðàêòåð.�àññìîòðåííûå êâàíòîâûå ïðîöåññû îòíîñÿòñÿ ê ïðîöåññàìâòîðîãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ. Ïðîöåññû òðåòüåãî ïîðÿä-êà, òàêèå êàê äâîéíîé ý��åêò Êîìïòîíà è òðåõ�îòîííûå ïðîöåñ-ñû ñ ïàðàìè, ðàññìàòðèâàëèñü â ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ[90, 88℄. Îäíàêî ýòè ïðîöåññû èìåþò, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíîìåíüøóþ âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ è ìîãóò áûòü èçó÷åíû ïîñëåîñâîåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ è áîëåå çíà÷èìûõ.Â êíèãå ìíîãî �îðìóë, áîëüøèíñòâî èç íèõ íå ïðèâîäèòñÿ â283



ãîòîâîì âèäå, à ïîäðîáíî âûâîäèòñÿ èç äðóãèõ �îðìóë, èçâåñòíûõèç �èçèêè èëè ìàòåìàòèêè. Ïðè ýòîì ãëóáèíà âûâîäà ýòèõ �îð-ìóë ðàçëè÷íà. Ôîðìóëû, îñíîâàííûå íà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-íàìèêå, âûâîäÿòñÿ, òàê ñêàçàòü, îò ïåðâûõ íà÷àë, ò. å. èñõîäÿ èçóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Â òî æå âðåìÿ ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ, îïèñû-âàåìûõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé, áåðóòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõðóêîâîäñòâ è ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ ê ïðèìåíåíèþ â àñòðî�èçèêå. Âïðèëîæåíèÿõ äàþòñÿ ñâåäåíèÿ î ìàòåìàòèêå, èñïîëüçóåìîé â ïðî-ìåæóòî÷íûõ âûêëàäêàõ.Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà âïåðâóþ î÷åðåäü àñòðî�èçèêàì, ñòóäåíòàì, àñïèðàíòàì è ìîëîäûìíàó÷íûì ñîòðóäíèêàì, ïðè÷èñëÿþùèì ñåáÿ ê òåîðåòèêàì. Îäíà-êî è äëÿ çàíèìàþùèõñÿ íàáëþäåíèÿìè è èõ èíòåðïðåòàöèåé èëèãîòîâÿùèõñÿ ê òàêîé äåÿòåëüíîñòè, êíèãà áóäåò ïîëåçíà, òàê êàêêîíå÷íûå, äîñòàòî÷íî ïðîñòûå �îðìóëû ñ ïîäðîáíûì ïîÿñíåíèåìèõ �èçè÷åñêîãî ñìûñëà â íåé ñîäåðæàòñÿ. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî è�èçèêè-òåîðåòèêè ñìîãóò íàéòè â êíèãå ïîëåçíûé äëÿ ñåáÿ ìàòå-ðèàë êàê ïðèìåíåíèå �èçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â ñìåæíîé íàóêå.Àâòîð áëàãîäàðåí ðåäàêòîðó êíèãè Â.Ê.Äóáðîâè÷ó, çàìå÷àíèÿêîòîðîãî ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ òåêñòà è, â ÷àñòíîñòè, óòî÷íå-íèþ �èçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü âûðàæàþÞ.É.Ïîóòàíåíó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è ìíîãî÷èñ-ëåííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.Êíèãà íàïèñàíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå âåäóùåé íàó÷íîéøêîëû ÍØ-8542.2006.2 è ãðàíòà �ÔÔÈ 06-02-17096à.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àðóòþíÿí �.À., Äæðáàøÿí Â. À., Íèêîãîñÿí À. �. Ýíåðãåòè÷åñêèåïîòåðè ïðè ðàññåÿíèè �îòîíîâ ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè // Àñòðî-�èçèêà 1988, Ò. 29, N 1, 119�131.[2℄ Àõèåçåð À.È., Áåðåñòåöêèé Â.Á. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Ì.,Íàóêà, 2002, 719 ñ.[3℄ Áåéòìàí �., Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå �óíêöèè. Ì., Íà-óêà, ò. I, 1973, 295 ñ.; ò. II, 1974, 296 ñ.[4℄ Áåêå�è Äæ. �àäèàöèîííûå ïðîöåññû â ïëàçìå. Ì., Ìèð, 1971, 438 ñ.[5℄ Áåðåñòåöêèé Â. Á., Ëè�øèö Å.Ì., Ïèòàåâñêèé Ë.Ï. Êóðñ òåîðåòè-÷åñêîé �èçèêè, òîì IV. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Ì., Ôèçìàò-ëèò, 2006, 720 ñ.[6℄ Áåòå �., Ñîëïèòåð Ý. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà àòîìîâ ñ îäíèì è äâóìÿýëåêòðîíàìè. Ì., Ôèçìàòãèç, 1960, 562 ñ.[7℄ �èíçáóðã Â.Ë. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà è àñòðî�èçèêà. Ì., Íàóêà,1987, 488 ñ.[8℄ �èíçáóðã Â.Ë., Ôðàíê È.Ì. Èçëó÷åíèå ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿýëåêòðîíà, âîçíèêàþùåå ïðè åãî ïåðåõîäå èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ// Æóðí. ýêñïåð. òåîð. �èç. 1946. Ò. 16. N 1. Ñ. 15�28.[9℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê È.Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ èïðîèçâåäåíèé. Ì., Íàóêà, 1108 ñ.[10℄ Åâãðà�îâ Ì.À. Àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè. Ì., Íàóêà, 1965, 424 ñ.[11℄ Æåëåçíÿêîâ Â.Â.. Èçëó÷åíèå â àñòðî�èçè÷åñêîé ïëàçìå. Ì., ßíóñ-Ê, 1997, 528 ñ.[12℄ Çàâëèí Â. Å., Øèáàíîâ Þ.À. Êîìïòîíèçàöèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó-÷åíèÿ â ïëàçìå àêêðåöèðóþùèõ íåéòðîííûõ çâåçä // Àñòðîí. æóðí.1989. Ò. 66. N 5. Ñ. 983�995.[13℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á. Âçàèìîäåéñòâèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðî-ìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì // Óñïåõè �èç. íàóê. 1975. Ò. 115. N 2. Ñ.161�197.[14℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á., Èëëàðèîíîâ À.Ô., Ñþíÿåâ �.À. Âëèÿíèå âûäåëå-íèÿ ýíåðãèè íà ñïåêòð èçëó÷åíèÿ â ãîðÿ÷åé Âñåëåííîé // Æóðí.ýêñïåð. òåîð. �èç. 1972. Ò. 62. N 4. Ñ. 1217�1227.[15℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á., Ëåâè÷ Å.Â. Áîçå-êîíäåíñàöèÿ è óäàðíûå âîëíû âñïåêòðå �îòîíîâ // Æóðí. ýêñïåð. òåîð. �èç. 1968. Ò. 55. N 6. Ñ.2423�2429.[16℄ Çåëüäîâè÷ß.Á., ÍîâèêîâÈ.Ä. Ñòðîåíèå è ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé. Ì.:Íàóêà, 1975, 736 ñ. 285



[17℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á., �àéçåðÞ.Ï.. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåì-ïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì., Íàóêà, 1966, 688 ñ.[18℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á., Ñþíÿåâ �.À. Ìåæãàëàêòè÷åñêèé ãàç â ñêîïëåíèÿõãàëàêòèê, ìèêðîâîëíîâîå �îíîâîå èçëó÷åíèå è êîñìîëîãèÿ. Àñòðî-�èçèêà è êîñìè÷åñêàÿ �èçèêà. Ì.: Íàóêà, 1982. Ñ. 9�65.[19℄ Èëëàðèîíîâ À.Ô., Ñþíÿåâ �.À. Êîìïòîí-ý��åêò íà òåïëîâûõ ýëåê-òðîíàõ â èñòî÷íèêàõ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ // Àñòðîí. æóðí.1972. Ò. 49. N 1. Ñ. 58�73.[20℄ Èëëàðèîíîâ À.Ô., Ñþíÿåâ �.À. Êîìïòîíèçàöèÿ, õàðàêòåðíûå ñïåê-òðû è òåïëîâîé áàëàíñ ðàçðåæåííîé ïëàçìû // Àñòðîí. æóðí. 1974.Ò. 51. N 4. Ñ. 698�711.[21℄ Èëëàðèîíîâ À.Ô., Ñþíÿåâ �.À. Êîìïòîíèçàöèÿ, ñïåêòð ðåëèêòî-âîãî èçëó÷åíèÿ è òåïëîâàÿ èñòîðèÿ Âñåëåííîé // Àñòðîí. æóðí.1974. Ò. 51. N 6. Ñ. 1162�1176.[22℄ Êàìêå Ý. Ñïðàâî÷íèê ïî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-íåíèÿì. Ì., Íàóêà, 1965, 704 ñ.[23℄ Êàïëàí Ñ.À., Ïèêåëüíåð Ñ. Á. Ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà. Ì., Íàóêà, 1963,532 ñ.[24℄ Êàïëàí Ñ. À., Ïèêåëüíåð Ñ. Á. Ôèçèêà ìåæçâåçäíîé ñðåäû. Ì., Íà-óêà, 1979, 592 ñ.[25℄ Êàïëàí Ñ. À., Öèòîâè÷ Â.Í.. Ïëàçìåííàÿ àñòðî�èçèêà. Ì., Íàóêà,1973, 440 ñ.[26℄ Êàðäàøåâ Í.Ñ. Î âîçìîæíîñòè îáíàðóæåíèÿ ðàçðåøåííûõ ëèíèéàòîìàðíîãî âîäîðîäà â ðàäèîäèàïàçîíå // Àñòðîí. æóðí. 1959. Ò.36. N 5. Ñ. 838�844.[27℄ Êîìïàíååö À.Ñ. Îá óñòàíîâëåíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäóêâàíòàìè è ýëåêòðîíàìè // Æóðí. ýêñïåð. òåîð. �èç. 1956. Ò. 31.N 5. Ñ. 876�885.[28℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Êóðñ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, òîì II.Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì., Ôèçìàòëèò, 2006, 533 ñ.[29℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Êóðñ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, òîì V.Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà, ÷. 1. Ì., Ôèçìàòëèò, 2005, 616 ñ.[30℄ Ëåâè÷ Å.Â., Ñþíÿåâ �.À. Íàãðåâ ãàçà âáëèçè êâàçàðîâ, ÿäåð ñåé-�åðòîâñêèõ ãàëàêòèê è ïóëüñàðîâ íèçêî÷àñòîòíûì èçëó÷åíèåì //Àñòðîí. æóðí. 1971. Ò. 48. N 3. Ñ. 461�470.[31℄ Ëþê Þ. Ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå �óíêöèè è èõ àïïðîêñèìà-öèè. Ì., Ìèð, 1980, 608 ñ.[32℄ Ìèõàëàñ Ä. Çâåçäíûå àòìîñ�åðû. Ò. 1. Ì., Ìèð, 1982, 352 ñ.286



[33℄ Íàãèðíåð Ä.È. �àññåÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî èçîòðîïíî-ãî èçëó÷åíèÿ íà õîëîäíîì ýëåêòðîííîì ãàçå // Àñòðî�èçèêà. 1984.Ò. 20. N 1. Ñ. 149�156.[34℄ Íàãèðíåð Ä.È. Äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèèýëåêòðîí�ïîçèòðîííûõ ïàð. I. Êèíåìàòèêà è ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ //Àñòðî�èçèêà. 1999. Ò. 42. N 1. Ñ. 101�118.[35℄ Íàãèðíåð Ä.È. Ëåêöèè ïî òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. ÑÏá, Èçä.ÑÏá�Ó, 2002, 284 ñ.[36℄ Íàãèðíåð Ä.È., Êèêåö Å. Â., Ïîóòàíåí Þ.É. Îäíîêðàòíîå êîìïòî-íîâñêîå ðàññåÿíèå // Ó÷. çàï. Ëåíèíãð. óí-òà. 1991. N 427. (ÒðóäûÀñòðîí. îáñåðâ. Ë�Ó. Ò. 43). Ñ. 28�70.[37℄ Íàãèðíåð Ä.È., Ëîñêóòîâ Â.Ì. Ôóíêöèÿ �ðèíà ëèíåéíîãî óðàâíå-íèÿ Êîìïàíåéöà // Àñòðî�èçèêà. 1997. Ò. 40. N 1. Ñ. 97�116.[38℄ Íàãèðíåð Ä.È., Ëîñêóòîâ Â.Ì.. Äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ðîæäåíèÿè àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí�ïîçèòðîííûõ ïàð. II. Êèíåòè÷åñêîå óðàâ-íåíèå äëÿ �îòîíîâ // Àñòðî�èçèêà. 1999. Ò. 42. N 2. Ñ. 275�294.[39℄ Íàãèðíåð Ä.È., Ëîñêóòîâ Â.Ì. Êîý��èöèåíò êîìïòîíîâñêîãîîñëàáëåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ìàêñâåëëîâñêèìè ýëåêòðîíàìè // Àñò-ðî�èçèêà. 2000. Ò. 43. N 3. Ñ. 473�482.[40℄ Íàãèðíåð Ä.È., Ëîñêóòîâ Â.Ì., �ðà÷åâ Ñ.È. Òî÷íûå è ÷èñëåííûåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà: ýâîëþöèÿ ñïåêòðà è ñðåäíèõ ÷à-ñòîò // Àñòðî�èçèêà. 1997. Ò. 40. N 3. Ñ. 349�364.[41℄ Íèêèòèí À.À., �óäçèêàñ Ç. Á. Îñíîâû òåîðèè ñïåêòðîâ àòîìîâ èèîíîâ. Ì., Íàóêà, 1983, 320 ñ.[42℄ Ïîçäíÿêîâ Ë.À., Ñîáîëü È.Ì., Ñþíÿåâ �.À. Êîìïòîíèçàöèÿ è �îð-ìèðîâàíèå ñïåêòðîâ ðåíòãåíîâñêèõ èñòî÷íèêîâ. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòîâìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Àñòðîíîìèÿ.Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1982. Ò. 21. Ñ. 238�307.[43℄ Ïîçäíÿêîâ Ë.À., Ñîáîëü È.Ì., Ñþíÿåâ �.À. Êîìïòîíèçàöèÿ è �îð-ìèðîâàíèå ñïåêòðîâ ðåíòãåíîâñêèõ èñòî÷íèêîâ. II // Èòîãè íàóêè èòåõíèêè. Ñåð. Àñòðîíîìèÿ. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1986. Ò. 31. Ñ. 267�331.[44℄ Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâÞ.À., Ìàðè÷åâÎ.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû.Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Ì., Íàóêà, 1981, 800 ñ.[45℄ Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâÞ.À., Ìàðè÷åâÎ.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû.Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Ì., Íàóêà, 1983, 752 ñ.[46℄ �àøåâñêèé Ï.Ê. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç. Ì.: Íà-óêà, 1964, 777 ñ.[47℄ Ñèëèí Â.Ï. Ââåäåíèå â êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ ãàçîâ. Ì., Íàóêà, 1971,332 ñ. 287



[48℄ Ñîáåëüìàí È.È. Ââåäåíèå â òåîðèþ àòîìíûõ ñïåêòðîâ. Ì., Íàóêà,1977, 319 ñ.[49℄ Ñîáîëåâ Â.Â. Êóðñ òåîðåòè÷åñêîé àñòðî�èçèêè. Ì., Íàóêà, 1985,504 ñ.[50℄ Ñîêîëîâ À.À., �àëüöîâÄ.Â., Êîëåñíèêîâà Ì.Ì. Òî÷íûé âûâîä �îð-ìóëû äëÿ ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõçàâåäåíèé. Ôèçèêà. 1971. N 4. Ñ. 14�24.[51℄ Ñîêîëîâ À.À., Òåðíîâ È.Ì. �åëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí. Ì., Íàóêà,1983, 304 ñ.[52℄ Ñîðî÷åíêî �.Ë. �îðäîí Ì.À. �åêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè: �è-çèêà è àñòðîíîìèÿ. Ì., Ôèçìàòãèç, 2003, 391 ñ.[53℄ Óèòòåêåð Ý. Å., Âàòñîí Äæ.Í. Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Ò. II. Ì.,Ôèçìàòãèç, 1963, 516 ñ.[54℄ Ôèçèêà êîñìîñà. Ìàëåíüêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. �åä. �.À.Ñþíÿåâ. Ì.,Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, 1986, 784 ñ.[55℄ Øêëîâñêèé È.Ñ. Ïðîáëåìà êîñìè÷åñêîãî ðàäèîèçëó÷åíèÿ //Àñòðîí. æóðí. 30, N 1, 15�30, 1953.[56℄ Babuel-Peyrissa
 J. P., Rouvillois G. Radiative transfer in an LTEatmosphere: an integral kernel formulation of the Compton s
attersour
e term // J. Quant. Spe
tros
. Radiat. Transfer. 1970. Vol. 10.N 12. P. 1277�1290.[57℄ Barboza D.D. A note on Compton s
attering // Astrophys. J. 1982.Vol. 254. N 1. P. 301�308.[58℄ Bjornsson G., Svensson R. Hot pair-dominated a

retion disks //Astrophys. J. 1992. Vol. 394. N 2. P. 500�514.[59℄ Charles Ph. Bla
k holes in our Galaxy: observation // Theory ofBla
k Holes A

retion Dis
s / Eds. M.A.Abramowi
z, G. B. Bj�ornsson,J. E. Pringle. Cambridge: Cambridge University Press, 1998. P. 1�21.[60℄ Cherry T.M. Uniform asymptoti
 expansions // J. London Math. So
.1949. Vol. 24. P. 121�130.[61℄ Churazov E., Sunyaev R., Sazonov S., Revnivtsev M., Varshalovi
h D.Positron annihilation spe
trum from the Gala
ti
 Center region observedby SPI/INTEGRAL // Mon. Not. Roy. Astron. So
. 2003. Vol. 357. N 4.P. 1377�1386.[62℄ Dermer C.D., Sturner S. J., S
hli
keiser R. Nonthermal Compton andsyn
hrotron pro
esses in jets of a
tive gala
ti
 nu
lei // Astrophys. J.Suppl. Ser. 1997. Vol. 109. N 1. P. 103�137.288



[63℄ Dolgov A.D., Doroshkevi
h A.G., Novikov D. I., Novikov I. D.Classi�
ation of singular points in polarization �eld of 
osmi
 mi
rowaveba
kground and eigenve
tors of Stokes matrix // Ïèñüìà â æóðí. ýñ-ïåðèì. òåîð. �èç. 1999. Ò. 69. N 6. Ñ. 395�401.[64℄ Frank J., King A., Raine D. A

retion Power in Astrophysi
s.Cambridge: Cambridge University Press, 1997. 294 p.[65℄ Ghisellini G. Pair produ
tion in steady syn
hrotron self-Comptonmodels // Mon. Not. Roy. Astron. So
. 1989. Vol. 238. N 2. P. 449�479.[66℄ Ghisellini G., Haardt F., Svensson R. Thermalization by syn
hrotronabsorption in 
ompa
t sour
es: ele
tron and photon distributions //Mon. Not. Roy. Astron. So
. 1998. Vol. 297. N 2. P. 348�354.[67℄ Ginzburg V.L., Syrovatskii S. I. Developments in the theory ofsyn
hrotron radiation and its reabsorption // Ann. Rev. Astron.Astrophys. 1969. Vol. 7. P. 375�420.[68℄ Gould R. J., S
hreder G. P. Pair produ
tion in photon-photon 
ollisions// Phys. Rev. 1967. Vol. 155. N 5. P. 1404�1407.[69℄ Guilbert P.W. Compton heating and 
ooling in thermal ele
tron gases// Mon. Not. Roy. Astron. So
. 1986. Vol. 218. N 1. P. 171�175.[70℄ Ma
iolek-Niedzwie
ki A., Zdziarski A.A., Coppi P. S. Ele
tron-positronpair produ
tion and annihilation spe
tral features from 
ompa
t sour
es.// Mon. Not. R. Astron. So
. 1995. Vol. 276. N 1. P. 273�282.[71℄ Madej J., Ro
za�nska A. X-ray irradiated model stellar atmospheres. II.Comprehensive treatment of Compton s
attering // Astron. Astrophys.2000. Vol. 363. P. 1055�1064.[72℄ Madejski G.M. Bla
k holes in a
tive gala
ti
 nu
lei: observation //Theory of Bla
k Holes A

retion Dis
s / Eds. M. A.Abramowi
z,G. B. Bj�ornsson, J. E. Pringle. Cambridge: Cambridge University Press,1998. P. 22�40.[73℄ Mars
her A. P., Gear W.K. Models for high-frequen
y radio outbursts inextragala
ti
 sour
es, with appli
ation to the early 1983 millimetre-to-infrared �are of 3C 273 // Astrophys. J. 1985. Vol. 298. N 1. P. 114�127.[74℄ MenzelD. Physi
al pro
esses in gaseous nebulae. I. Absorption andemission of radiation // Astrophys. J. 1937. V. 85. N 4. P. 330�339. (�óñ-ñêèé ïåðåâîä: Ä.Ìåíçåë. Ïîãëîùåíèå è èçëó÷åíèå ñâåòà â óñëîâèÿõãàçîâûõ òóìàííîñòåé. Ñ. 9 â ñá. �Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû â ãàçîâûõòóìàííîñòÿõ�, ïîä ðåä. Ä.Ìåíçåëà è äð. ÈË. 1948.)[75℄ Mirabel I. F., Rodr��gues L. F. Sour
es of relativisti
 jets in the Galaxy// Ann. Rev. Astron. Astropys. 1999. Vol. 37. P. 409�443.289



[76℄ Molnar S.M., Birkinshaw M. Inverse Compton s
attering in mildlyrelativisti
 plasma // Astrophys. J. 1999. Vol. 523. N 1. P. 78�86.[77℄ Moskalenko I.V., Strong A.W. Anisotropi
 inverse Compton s
atteringin the Galaxy // Astrophys. J. 2000. Vol. 528. N 1. P. 357�367.[78℄ Nagirner D. I., Poutanen J. Single Compton s
attering // Astrophys.Spa
e Phys. Rev. 1994. Vol. 9. P. 1�80.[79℄ Peterson B.M. An Introdu
tion to A
tive Gala
ti
 Nu
lei. Cambridge:Cambridge University Press, 1997. 238 p.[80℄ Poutanen J. A

retion dis
-
orona models and X/γ-ray spe
tra ofa

reting bla
k holes // Theory of Bla
k Holes A

retion Dis
s/ Eds. M.A.Abramowi
z, G. B. Bj�ornsson, J. E. Pringle. Cambridge:Cambridge University Press, 1999. P. 100�122.[81℄ Poutanen J., Svensson R. The two-phase pair 
orona model for a
tivegala
ti
 nu
lei and X-ray binaries: how to obtain exa
t solutions //Astrophys. J. 1996. Vol. 470. N 1. P. 249�268.[82℄ Puy D., Grena
her L., Jetzer Ph., Signore M. Aspheri
ity of gala
ti

lusters and Sunyaev�Zel'dovi
h e�e
t // Astron. Astrophys. 2000. Vol.363. 415�424.[83℄ Rephaeli Y. Comptonization of the 
osmi
 mi
rowave ba
kground: theSunyaev�Zeldovi
h e�e
t // Ann. Rev. Astron. Astrophys. 1995. Vol.33. P. 541�579.[84℄ Rybi
ki G. B., Lightman A.P. Radiative pro
esses in astrophysi
s.Wiley-Inters
ien
e. John Wiley & Sons. N. Y. 1979. 382 p.[85℄ Shestakov A. I., Kershaw D. S., Prasad M.K. Evaluation of integral ofCompton s
attering 
ross-se
tion // J. Quant. Spe
tros
. Rad. Trans.1988. Vol. 40. 577�589.[86℄ Sunyaev R.A., Titar
huk L. G. Comptonization of X-rays in plasma
louds. Typi
al radiation spe
tra // Astron. Astrophys. 1980. Vol. 86.N 1-2. P. 121�138.[87℄ Svensson R. The pair annihilation pro
ess in relativisti
 plasmas //Astrophys. J. 1982. Vol. 258. N 1-2. P. 321�334.[88℄ Svensson R. Ele
tron-positron pair equilibria in relativisti
 plasmas //Astrophys. J. 1982. Vol. 258. N 1. P. 335-348.[89℄ Svensson R. The thermal pair annihilation spe
trum: a detailed balan
eapproa
h // Astrophys. J. 1983. Vol. 270. N 1. P. 300�304.[90℄ Svensson R. Steady mildly relativisti
 thermal plasmas: pro
esses andproperties // Mon. Not. Roy. Astron. So
. 1984. Vol. 209. N 1. P. 175�208. 290



[91℄ Svensson R. Non-thermal pair produ
tion in 
ompa
t X-ray sour
es:�rst order Compton 
as
ades in soft radiation �elds // Mon. Not. Roy.Astron. So
. 1987. Vol. 227. N 2. P. 403�451.[92℄ Svensson R. The nonthermal pair model for the X-ray and gamma-rayspe
tra from a
tive gala
ti
 nu
lei // Astrophys. J. Suppl. 1994. Vol. 92.N 2. P. 585�592.[93℄ Svensson R. Thermalization me
hanisms in 
ompa
t sour
es // HighEnergy Pro
esses in A

reting Bla
k Holes / Eds. J. Poutanen andR. Svensson. Astronomi
al So
iety of the Pa
i�
. Conferen
e Series.1999. Vol. 161. P. 361�374.[94℄ Takahara F., Kusunose M. Ele
tron-positron pairs in a mildly relativisti
plasma in a
tive gala
ti
 nu
lei // Astrophys. Spa
e S
i. 1986. Vol. 119.N 1. P. 217�219.[95℄ Tritz B. G., Tsuruta S. E�e
ts of ele
tron-positron pairs on a

retion�ows // Astrophys. J. 1989. Vol. 340. N 1. P. 203�215.[96℄ Wardzi�nski G., Zdziarski A. Thermal syn
hrotron radiation and its
omptonization in 
ompa
t X-ray sour
es // Mon. Not. Roy. Astron.So
. 2000. Vol. 314. N 1. P. 183�198.[97℄ Westfold K.C. The polarization of syn
hrotron radiation // Astrophys.J. 1959. Vol. 130. N 1. P. 241�258.[98℄ Weymann R. The energy spe
trum of radiation in the expandinguniverse // Astrophys. J. 1966. Vol. 145. N 2. P. 560�571.[99℄ Xue Y.-J., Wu X.-P. Re
onstru
tion of radial temperature pro�le ofgalaxy 
lusters // Astron. Astrophys. 2000. Vol. 360. L43�L46.[100℄ Zdziarski A.A. Annihilation spe
trum of relativisti
 plasma // A
taAstronomi
a. 1980. Vol. 30. N 4. P. 371�391.[101℄ Zel'dovi
h Ya. B., Sunyaev R.A. The intera
tion of matter andradiation in a hot-model universe // Astrophys. Spa
e S
i. 1969. Vol.4. P. 301�316. (Çåëüäîâè÷ ß.Á., Ñþíÿåâ �.À. Âçàèìîäåéñòâèå âåùå-ñòâà è èçëó÷åíèÿ â ãîðÿ÷åé ìîäåëè Âñåëåííîé // Astrophys. Spa
eS
i. 1969. Vol. 4. P. 285�300.)



ÎãëàâëåíèåÂâåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3� ë à â à I. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ� 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è èõ ñëåäñòâèÿ . . . . . . . . . . . . . 51. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. 2. Ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå. 3. Ïîòåíöèà-ëû. 4. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. 5. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû.� 2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè . . . . 91. Ñîáûòèÿ è èíòåðâàë. 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. 3. Ñêàëÿðû. 4. Âåê-òîðû. 5. Ïðèìåðû âåêòîðîâ. 6. Ñêîðîñòü. 7. Èìïóëüñ. 8. Íåðåëÿòèâèñò-ñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû. 9. Óñêîðåíèå. 10. Êâàäðàò óñêî-ðåíèÿ. 11. Èìïóëüñ �îòîíà. 12. Ý��åêò Äîïëåðà. 13. Àáåððàöèÿ.14. Èíâàðèàíòû. 15. Âåêòîðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. 16. Îòíîñèòåëü-íàÿ ñêîðîñòü.� 3. Èçëó÷åíèå òî÷å÷íîãî çàðÿäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .231. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. 2. Âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëîâ. 3. Ïîòåíöèàëû íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. 4. Ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè-ÿõ. � 4. Èçëó÷åíèå ìåäëåííûõ è áûñòðûõ çàðÿäîâ . . . . . . . 321. Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå. 2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå áûñòðîãî çàðÿäà. 3. Óã-ëîâîå ðàñïðåäåëåíèå. 4. Èçëó÷àåìûå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. 5. Äâèæåíèå ïîïðÿìîé. � 5. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé çîíå . . . . . . . . . . . . . . . . 411. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïîòåíöèàëîâ. 2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåí-íîñòåé. 3. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. 4. �àçëîæåíèÿ Ôóðüå ïðè ïåðèîäè-÷åñêîì äâèæåíèè çàðÿäà. 5. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî çàðÿäà.6. Íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä.� 6. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49� ë à â à II. Òîðìîçíîé è ðåêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçìû� 1. Èçëó÷åíèå ïðè êóëîíîâñêîì âçàèìîäåéñòâèè . . . . 501. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. 2. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. 3. Èçëó÷åíèåýëåêòðîíà. 4. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà. 5. �àñ÷åò íà ïîòîê. 6. ×àñò-íûå ñëó÷àè. 292



� 2. Òîðìîçíîé ìåõàíèçì (íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ) 621. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. 2. Îöåíêà èçëó÷àåìîé ýíåðãèè. 3. Ñïåêòð èçëó÷å-íèÿ ýëåêòðîíà. 4. Óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì. 5. Ïîãëîùåíèå. 6. �àóíòîâ-ñêèå ìíîæèòåëè.� 3. �åëÿòèâèñòñêîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèå . . . . . . . . . . . . . 681. Îïèñàíèå ïðîöåññà. 2. Ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. 2. ×àñòíûå èïðåäåëüíûå ñëó÷àè. 4. Ñâÿçü ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè âåëè÷èíàìè. 5. Ïî-ãëîùåíèå è èçëó÷åíèå. 6. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ.� 4. �åêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 761. Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè. 2. Èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü. 3. Êîý��èöè-åíò èîíèçàöèè. 4. �åêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè.� ë à â à III. Ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì� 1. �åîìåòðèÿ è òåðìèíîëîãèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 871. Äâèæåíèå è èçëó÷åíèå çàðÿäà. 2. Ñèñòåìû îòñ÷åòà. 3. Ïîñòîÿííûå.4. Ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà. 5. Ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîëÿ. 6. Ïîëíîå èçëó÷åíèåè êëàññè�èêàöèÿ.� 2. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäàâ âîëíîâîé çîíå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 961. Èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. 2. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðèîäó. 4. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çà ïåðèîä.5. Âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè.� 3. Ñïåêòð ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿâ âîëíîâîé çîíå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1031. Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. 2. Ôîðìóëà Øîòòà. 3. Ïîëÿðèçàöèÿ â ëè-íèÿõ. 4. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. 5. Èìïóëüñ �îòîíà â ðàçëè÷íûõñèñòåìàõ. 6. Ñïåêòð â ñèñòåìàõ ïîëÿ. 7. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìàõïîëÿ. � 4. Ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 1141. Íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. 2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ.3. Èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ â ñèñòåìå ïîëÿ. 4. Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþýíåðãèé ýëåêòðîíîâ. 5. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ. 6. Î ïåðåíî-ñå ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. 7. Ïîëÿðèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ïîëÿ.8. Ïëàçìåííûé êîòåë.
293



� ë à â à IV. ×åðåíêîâñêîå è ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå� 1. Äâèæåíèå çàðÿäà â äèýëåêòðèêå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1341. Çàðÿä â äèýëåêòðèêå. 2. Ïîòåíöèàëû. 3. Ìîìåíòû âëèÿíèÿ. 4. Êîíóñ×åðåíêîâà. 5. Ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ. 6. Ïðèìå-ðû. � 2. Ïîòåíöèàëû çàðÿäà â äèýëåêòðèêå . . . . . . . . . . . . . . . 1421. Íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ. 2. Ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ.� 3. Èçëó÷åíèå ×åðåíêîâà è åãî ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . 1431. Ïîëå è èçëó÷åíèå. 2. Ñïåêòð ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. 3. Èçëó÷àåìàÿìîùíîñòü.� 4. Ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1471. Ïðèðîäà èçëó÷åíèÿ. 2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. 3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.4. �åøåíèÿ óðàâíåíèé. 5. Àìïëèòóäû âîëí. 6. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.� ë à â à V. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå� 1. Îïèñàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ . . . . . . . . . . . . . 1521. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. 2. Äâå ñèñòåìû îòñ÷å-òà. 3. �îëü êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. 4. Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññå-ÿíèÿ. � 2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïòîíîâñêîãîðàññåÿíèÿ è åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1591. �åëÿòèâèñòñêèå îáîçíà÷åíèÿ. 2. �åëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíå-íèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. 3. Ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. 4. Ïëîñ-êàÿ àòìîñ�åðà è îäíîðîäíîå áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî.� 3. Ñðåäíèå âåëè÷èíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1681. Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. 2. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà. 3. Óñðåäíåíèå ïî íà-ïðàâëåíèÿì. 4. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì. 5. Áàëàíñ ýíåðãèè.� 4. Âû÷èñëåíèå �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ . . . . . . . 1801. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî àçèìóòó. 2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî êîñè-íóñó ζ. 3. Îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. 4. ×àñòíûå ñëó÷àè èñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè. 5. Óñðåäíåíèå ÔÏ ïî íàïðàâëåíèÿì. 6. �åãóëÿ-ðèçàöèÿ ÔÏ.
294



� 5. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1891. Ïî÷òè íåðåëÿòèâèñòñêèå ýëåêòðîíû. 2. �àçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé�óíêöèè. 3. Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà. 4. Ïëîñêèé ñëîéè áåñêîíå÷íîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî. 5. Êîìïòîíèçàöèÿ.� 6. �åøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . 1961. Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà è åãî ñâîéñòâà. 2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå è �óíê-öèÿ �ðèíà. 3. Äè��óçèîííîå ðåøåíèå. 4. �åøåíèå ñòàöèîíàðíîãî ëèíåé-íîãî óðàâíåíèÿ. 5. �åøåíèå íåäè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ. 6. Ýâîëþöèÿîäíîðîäíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ.� 7. Àñòðî�èçè÷åñêèå îáúåêòû ñ áîëüøîé ðîëüþêîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1061. Äæåòû èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê. 2. Íåéòðîííûå çâåçäû è ÷åðíûåäûðû â äâîéíûõ ñèñòåìàõ. 3. �îðÿ÷èå êîðîíû àêêðåöèîííûõ äèñêîâ.4. �åëèêòîâîå èçëó÷åíèå. 5. �îðÿ÷èé ãàç â ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê. 6. Äðó-ãèå îáúåêòû.� ë à â à VI. Äâóõ�îòîííûå ðîæäåíèå è àííèãèëÿöèÿýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð� 1. Êèíåìàòèêà ïðîöåññîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2111. Îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñ ïàðàìè. 2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è èõ ñëåäñòâèÿ.3. Èìïóëüñû ïðè àííèãèëÿöèè. 4. Àííèãèëÿöèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.5. Èìïóëüñû ÷àñòèö ïðè ðîæäåíèè ïàðû. 6. Íåîäíîçíà÷íîñòü è åå óñòðà-íåíèå. 7. �îæäåíèå ïàðû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.� 2. Ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2241. Äè��åðåíöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ. 2. Ïîëíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ.3. Ñðåäíèå ñòåïåíè ÷àñòîòû �îòîíîâ.� 3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �îòîíîâïðè ïðîöåññàõ ñ ïàðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2291. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 2. Ôîðìóëèðîâêà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â �îðìå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.4. Ïîãëîùåíèå. 5. Èçëó÷åíèå.� 4. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2341. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî ïîãëîùåíèÿ. 2. Óñðåäíåíèå âû-íóæäåííîãî ïîãëîùåíèÿ. 3. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå. 4. Óñðåäíå-íèå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñîâ �îòîíîâ. 5. Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ.6. Óñðåäíåíèå èçëó÷åíèÿ. 7. Ñðåäíèå ÷àñòîòû.295



Ïðèëîæåíèå À. Î ãàììà-�óíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2521. Îïðåäåëåíèå è ïðîäîëæåíèå. 2. Áåòà-�óíêöèÿ. 3. Ôîðìóëû äîïîëíå-íèÿ, óäâîåíèÿ è óòðîåíèÿ. 4. �àììà-�óíêöèÿ îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà.5. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.Ïðèëîæåíèå Á. Î �óíêöèÿõ Áåññåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2561. Îïðåäåëåíèå. 2. Ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè. 3. Ñëó÷àé öåëîãî ïî-ðÿäêà. 4. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. 5. �åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.6. Âûðàæåíèÿ ÷åðåç �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà. 7. Ïîâåäåíèå âáëèçè íóëÿ.8. Àñèìïòîòèêè ïðè z → ∞. 9. Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ ïðè áîëüøèõ çíà-÷åíèÿõ ïîðÿäêà. 10. Ôîðìóëû Ëàíãåðà. 11. Âû÷èñëåíèå è àñèìïòîòèêè�óíêöèè Kiµ(z). 12. Ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ. 13. Äâà âñïîìîãà-òåëüíûõ èíòåãðàëà. 14. �ÿäû áåññåëåâûõ �óíêöèé. 15. Äâà ñîîòíîøåíèÿ.Ïðèëîæåíèå Â. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëû . . . . 2781. Èíòåãðàëû ïî çåíèòíîìó ðàññòîÿíèþ. 2. Èíòåãðàëû Un(β). 3. Èíòå-ãðàëû Vn(β). 4. Èíòåãðàëû ñ òðåìÿ èíäåêñàìè. 5. �èïåðáîëè÷åñêèå èí-òåãðàëû.Çàêëþ÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283


