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1 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè
1.1 Èíòåðâàë

s12 =
√

c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 − (y2 − y1)2 − (z2 − z1)2

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (1)

1.2 Âðåìåíèïîäîáíûå è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå èí-
òåðâàëû

t12 ≡ t2 − t1, l212 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

Â îäíîé ñèñòåìå
s2
12 = c2t212 − l212,

âî âòîðîé ñèñòåìå
s′212 = c2t′212 − l′212.

Ñèñòåìà, â êîòîðîé ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â îäíîé òî÷êå l′12 = 0

s2
12 = c2t212 − l212 = c2t′212 > 0,

ñâÿçàíû âðåìåíèïîäîáíûì èíòåðâàëîì (l12 < ct12).

t′12 =
1
c

√
c2t212 − l212 =

s12

c

Ñèñòåìà, â êîòîðîé ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â îäíî âðåìÿ t′12 = 0

s2
12 = c2t212 − l212 = −l′212 < 0,

ñâÿçàíû ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì èíòåðâàëîì (l12 > ct12).

l′12 =
√

l212 − c2t212 = is12
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1.3 Ñîáñòâåííîå âðåìÿ

dt′︸︷︷︸
ñîáñòâ.

= dt︸︷︷︸
íàáë.

√
1− dl2

c2dt2
= dt

√
1− v2

c2

2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
2.1 Ïîâîðîò â ïñåâäîïðîñòðàíñòâå
Ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå èíòåðâàë � ïîâîðîò â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâ-
äîïðîñòðàíñòâå.

x = x′ ch ψ + ct′ shψ (2)
ct = x′ sh ψ + ct′ ch ψ (3)

th ψ = V/c

shψ =
V/c√

1− V 2/c2
, chψ =

1√
1− V 2/c2

x =
x′ + V t′√
1− V 2/c2

, y = y′, z = z′, t =
t′ + (V/c2)x′√

1− V 2/c2
(4)

Ðèñ. 1: Ïîâîðîò â åâêëèäîâîì è ïñåâäîåêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâàõ

2.2 Ñîáñòâåííàÿ äëèíà

l︸︷︷︸
íàáë.

= l0︸︷︷︸
ñîáñòâ.

√
1− V 2/c2 (5)
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2.3 Ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

v =
r
dt

, v′ =
r′
dt

Íàõîäèì

vx =
v′x + V

1 + v′xV/c2
, vy =

v′y
√

1− V 2/c2

1 + v′xV/c2
, vz =

v′z
√

1− V 2/c2

1 + v′xV/c2
(6)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
v =

v′ + V

1 + v′V/c2
(7)

2.4 Àáåððàöèÿ
Ïóñòü ñêîðîñòü ÷àñòèöû ëåæèò â ïëîñêîñòè xy. Òîãäà â ñèñòåìå K ñêîðîñòü
÷àñòèöû èìååò êîìïîíåíòû

vx = v cos θ, vy = v sin θ,

à â ñèñòåìå K ′

v′x = v′ cos θ′, v′y = v′ sin θ′.

Ñ ïîìîùüþ (6) íàõîäèì:

tg θ =
v′

√
1− V 2/c2 sin θ′

v′ cos θ′ + V
. (8)

×àñòíûé ñëó÷àé v = v′ = c

tg θ =

√
1− V 2/c2

cos θ′ + V/c
sin θ′. (9)

sin θ =

√
1− V 2/c2

1 + (V/c) cos θ′
sin θ′, cos θ =

cos θ′ + V/c

1 + (V/c) cos θ′
. (10)

Â ñëó÷àå V << c ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà V/c

sin θ − sin θ′ = −V

c
sin θ′ cos θ′.

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ
∆θ = θ′ − θ =

V

c
sin θ′. (11)
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3 ×åòûðåõìåðíûå âåêòîðû
3.1 Îïðåäåëåíèå

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z.

×åòûðåõìåðíûé âåêòîð (4-âåêòîð) � ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ âåëè÷èí A0,
A1, A2, A3, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êàê êîìïîíåíòû
4-ðàäèóñ âåêòîðà

A0 =
A′0 + (V/c)A′1√

1− V 2/c2
, A1 =

A′1 + (V/c)A′0√
1− V 2/c2

, A2 = A′2, A3 = A′3. (12)

Êâàäðàò âåëè÷èíû 4-âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ:

(A0)2 − (A1)2 − (A2)2 − (A3)2

3.2 Äâà âèäà êîîðäèíàò
Äâà ¾ñîðòà¿ êîîðäèíàò

A0 = A0, A1 = −A1, A2 = −A2, A3 = −A3. (13)

Ai � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû, Ai � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû.

Ðèñ. 2: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî (äèôôåðåíöè-
àëüíîé 1-ôîðìû è êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Ñóììèðîâàíèå ïî íåìûì èíäåêñàì:

AiAi ≡
2∑

i=0

AiAi = A0A0 + A1A1 + A2A2 + A3A3.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

AiBi = A0B0 + A1B1 + A2B2 + A3B3.

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîâàðèàíòíîãî è êîíòðàâàðèàíòíîãî
áàçèñà

3.3 ×åòûðåõìåðíûå òåíçîðû
4-òåíçîð 2-ãî ðàíãà � ñîâîêóïíîñòü 16 âåëè÷èí Aik, êîòîðûå ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè êîîðäèíàò èçìåíÿþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò äâóõ 4-âåêòîðîâ.
Íàäî ðàçëè÷àòü êîíòðàâàðèàíòíûå Aik, êîâàðèàíòíûå Aik è ñìåøàííûå Ai

k

êîìïîíåíòû (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òàêæå Ai
k è A k

i ). Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå
âðåìåííîãî èíäåêñà (0) íå ìåíÿåò çíàê êîìïîíåíòû, à ïðîñòðàíñòâåííîãî
(1, 2, 3) ìåíÿåò.

A00 = A00, A01 = −A01, A11 = A11, . . . ,

A0
0 = A00, A 1

0 = A01, A0
1 = −A01, . . .

Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Aik = Aki, àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Aik = −Aki.
Ó ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âñå ñìåøàííûå êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò Ai

k. Ó àí-
òèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âñå äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0.

3.4 Ñëåä òåíçîðà

Ai
i = A0

0 + A1
1 + A2

2 + A3
3

� ñâåðòûâàíèå èëè óïðîùåíèå òåíçîðà.
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3.5 Åäèíè÷íûé òåíçîð

δk
i Ai = Ak (14)

δk
i =

{
1, i = k
0, i 6= k

(15)

3.6 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

gik = gik =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 (16)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ¾ïîäíÿòèÿ¿ è ¾îïóñêàíèÿ¿
çíà÷êîâ:

gikAk = Ai, gikAk = Ai. (17)
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

AiAi = gikAiAk = gikAiAk (18)

3.7 Åäèíè÷íûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð 4-ãî ðàíãà
(òåíçîð Ëåâè-×åâèòû)

eiklm � ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ ìåíÿåò çíàê. Îòëè÷íûå îò
íóëÿ êîìïîíåíòû ±1. Åñëè õîòÿ áû äâà èíäåêñà ñîâïàäàþò, òî êîìïîíåíòû
ðàâíà 0.

e0123 = +1 (19)
e0123e0123 = −24 (20)

eiklm � ïñåâäîòåíçîð. Ïñåâäîòåíçîðû âåäóò ñåáÿ, êàê òåíçîðû ïðè ïîâîðîòàõ
ÑÊ, íî íå ïðè îòðàæåíèÿõ.

Åñëè Aik � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, òî òåíçîð Aik è ïñåâäîòåíçîð

A∗ik = 1/2 eiklmAlm

íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè äðóã äðóãó.
Àíàëîãè÷íî eiklmAm � àíòèñèììåòðè÷íûé ïñåâäîòåíçîð 3-ãî ðàíãà äó-

àëüíûé âåêòîðó Ai.
Ïîëÿðíûå âåêòîðû ïðè îòðàæåíèè ÑÊ ìåíÿþò çíàêè êîìïîíåíò. Âåê-

òîðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåò � ýòî àêñèàëüíûé âåêòîð. Ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ïîëÿðíîãî è àêñèàëüíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì. Àêñè-
àëüíûé âåêòîð � ïñåâäîâåêòîð, äóàëüíûé àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó:

Cα =
1
2
eαβγCβγ , Cβγ = AβBγ −AγBβ .
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Êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî 4-òåíçîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
òàáëèöû:

Aik =




0 px py pz

−px 0 −az ay

−py az 0 −ax

−pz −ay ax 0


 (21)

Ìîæíî çàïèñàòü Aik = (p,a) è Aik = (−p,a)

3.8 Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå îïåðàöèè
3.8.1 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè
4-ãðàäèåíò ñêàëÿðà åñòü 4-âåêòîð

∂ϕ

∂xi
=

(
1
c

∂ϕ

∂t
,∇ϕ

)
.

Âîîáùå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì xi ∂
∂xi äîëæíû ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðíîãî 4-âåêòîðà. Èíî-
ãäà ïèøóò ∂i = ∂

∂xi èëè ϕ,i = ∂ϕ
∂xi

3.8.2 Èíòåãðàëüíûå îïåðàöèè
1. Èíòåãðàë ïî êðèâîé â 4-ïðîñòðàíñòâå. Ýë-ò èíòåãðèðîâàíèÿ 4-âåêòîð.

2. Èíòåãðàë ïî äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â 4-ïðîñòðàíñòâå. Ýë-ò èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñòðîåííûé íà äâóõ âåêòîðàõ dr è dr′, åãî
ýë-ò îïðåäåëÿåòñÿ df ik = dxidx′k − dxkdx′i. Âåêòîðà, íîðìàëüíîãî ê
¾ïîâåðõíîñòè¿, ïîñòðîèòü íåëüçÿ, íî ìîæíî ïîñòðîèòü äóàëüíûé òåí-
çîð

df∗ik =
1
2
eiklmdflm.

3. Èíòåãðàë ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ýë-ò èíòåãðèðîâàíèÿ � ïàðàëëåëåïè-
ïåä íà òðåõ 4-âåêòîðàõ dxi, dx′i, dx′′i:

dSikl =

∣∣∣∣∣∣∣

dxi dx′i dx′′i

dxk dx′k dx′′k

dxl dx′l dx′′l

∣∣∣∣∣∣∣

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü 4-âåêòîð dSi, äóàëüíûì òåíçîðó dSikl

dSi = −1
6
eiklmdSikl, dSikl = eiklmdSi.

Ïðè ýòîì dS0 = dS123, dS1 = dS023, . . .

4. Èíòåãðàë ïî ÷åòûðåõìåðíîìó îáúåìó ïî dΩ = dx0dx1dx2dx3 = c dt dV
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Îáîáùåíèå òåîðåìû Ãàóññà
∮

AidSi =
∫

∂Ai

∂xi
dΩ. (22)

Îáîáùåíèå òåîðåìû Ñòîêñà
∮

Aidxi =
∫

dfki ∂Ai

∂xk
=

1
2

∫
dfki

(
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk

)
. (23)

4 4-ñêîðîñòü

ui =
dxi

ds
(24)

ds = c dt
√

1− v2/c2

ui =

(
1√

1− v2/c2
,

v
c
√

1− v2/c2

)
(25)

4-ñêîðîñòü åñòü âåëè÷èíà áåçðàçìåðíàÿ, ãåîìåòðè÷åñêè � 4-âåêòîð êàñàòåëü-
íîé ê ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû. Åå êîìïîíåíòû íå íåçàâèñèìû:

uiui = 1 (26)

4-óñêîðåíèå
wi =

d2xi

ds2
=

dui

ds
(27)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (26) íàõîäèì ÷òî âåêòîðû 4-ñêîðîñòè è
4-óñêîðåíèÿ îðòîãîíàëüíû:

uiwi = 0 (28)

5 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
Äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

S = −α

∫ b

a

ds

Äåéñòâèå â âèäå èíòåãðàëà ïî âðåìåíè

S =
∫ t2

t1

Ldt
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L � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ ds
c = dt

√
1− v2

c2

íàõîäèì

S = −
∫ t2

t1

α c

√
1− v2

c2
dt, L = −α c

√
1− v2

c2

Ïðè c →∞ L → mv2

2

L = −α c

√
1− v2

c2
≈ −αc +

αv2

2c

Ñðàâíèâ ñ êëàññè÷åñêèì âûðàæåíèåì L = mv2/2, íàõîäèì α = mc. Òàêèì
îáðàçîì äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàâíî

S = −mc

∫ b

a

ds, (29)

à ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L = −mc2

√
1− v2

c2
. (30)

6 Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ
6.1 Èìïóëüñ ÷àñòèöû
p = ∂L/∂v Ñ ïîìîùüþ (30) íàõîäèì

p =
mv√

1− v2/c2
(31)

Ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè:

dp
dt

=
m√

1− v2/c2

dv
dt

(32)

Ñèëà íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè:

dp
dt

=
m

(1− v2/c2)3/2

dv
dt

(33)

6.2 Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû

E = pv− L.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (30) è (31) ïîëó÷èì:

E =
mc2

√
1− v2/c2

. (34)
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Ýíåðãèÿ 6= 0 ïðè v = 0!
E0 = mc2. (35)

Ïðè v << c, ðàçëàãàÿ â ðÿä (34):

E ≈ mc2 +
mv2

2
.

Ìàññà ñëîæíîãî òåëà íå ðàâíà ñóììå ìàññ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìíîå
äâèæåíèå åãî ÷àñòèö. Èìååò ìåñòî òîëüêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Âîçâîäÿ (31) è (34) â êâàäðàò è ñðàâíèâàÿ èõ íàéäåì

E2

c2
= p2 + m2c2. (36)

Ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç èìïóëüñ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà:

H = c
√

p2 + m2c2. (37)

Ïðè v << c

H ≈ mc2 +
p2

2m
.

Èç (31) è (34) ñëåäóåò
p =

Ev
c2

(38)

äëÿ ÷àñòèö ñ m 6= 0. Äëÿ ôîòîíîâ (m = 0) è ïðèáëèæåííî äëÿ óëüòðàðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ÷àñòèö èìååì

p =
E
c

(39)

6.3 ×åòûðåõìåðíûå ôîðìóëû äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà

δS = mc δ

∫ b

a

ds = 0.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ds =
√

dxidxi è ïîýòîìó

δS = −mc

∫ b

a

dxiδx
i

ds
= −mc

∫ b

a

uidδxi.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

δS = −mcuiδx
i|ba + mc

∫ b

a

δxi dui

ds
ds. (40)

Íà ïðåäåëàõ (δxi)a = (δxi)b = 0. Èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ δS = 0. Èç (40) ïîëó÷àåì dui/ds = 0 � ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû â ÷åòûðåõìåðíîì âèäå.
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Âàðèàöèÿ êàê ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò. Ñ÷èòàåì çàäàííîé òîëüêî îäíó òî÷êó
(δxi)a = 0

δS = −mcuidxi. (41)
4-èìïóëüñ

pi = − ∂S

dxi
. (42)

pi =
(E

c
,−p

)
, pi =

(E
c
,p

)
(43)

Èç (41) âèäíî
pi = mcui. (44)

Ïîäñòàâèâ ñþäà êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè èç (25) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ (31) è
(34). Èç îïðåäåëåíèÿ 4-èìïóëüñà (44) è òîæäåñòâà uiui = 1 èìååì

pipi = m2c2 (45)

6.4 4-ñèëà

gi =
dpi

ds
= mc

dui

ds
(46)

Êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó giu
i = 0 è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáû÷-

íûé 3-ìåðíûé âåêòîð f = dp/dt:

gi =

(
fv

c2
√

1− v2/c2
,

f
c
√

1− v2/c2

)
(47)

Âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé ñèëû.

7 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêå

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
L =

mv2

2
−mϕ, (48)

ãäå ϕ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

v̇ = −gradϕ. (49)
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8 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â ðåëÿòèâèñòñêîé ìå-
õàíèêå

Â ÈÑÎ èíòåðâàë
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ds2 íå áóäåò ñóììîé êâàäðàòîâ äèôôåðåíöèàëîâ
÷åòûðåõ êîîðäèíàò! À áóäåò íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îáùåãî âèäà:

ds2 = gik dxidxk, (50)

ãäå gik � íåêîòîðûå ôóíêöèè xi. ×åòûðåõìåðíàÿ ÑÊ x0, x1, x2, x3, ÿâëÿåò-
ñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîëüçîâàíèè íå ÈÑÎ êðèâîëèíåéíîé. Âåëè÷èíû gik

óñòàíàâëèâàþò ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Î÷åâèäíî gik = gki � âñåãî
10 íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí.
Åñëè

g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1, gik = 0, i 6= k, (51)
òî áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ÑÊ ãàëèëååâîé.

• Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå � èçìåíåíèå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè gik.

• Â íå ÈÑÎ gik ïîëó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò, îáðàòíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ìîæíî ïðèâåñòè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ê ãàëèëååâó
âèäó.

• Â èñòèííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, îäíàêî â ëþ-
áîé òî÷êå gik ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Âñåãäà áóäåò
g = |gik| < 0 (52)

Èçìåíåíèå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îçíà÷àåò òàêæå èçìåíåíèå è ÷è-
ñòî ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè. Â îáùåì ñëó÷àå ìåòðèêà íå òîëüêî íååâ-
êëèäîâà, íî åùå è ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ñàìî ïîíÿòèå ÑÎ íóæäàåòñÿ â
ïåðåñìîòðå.

9 Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé ÑÊ x0, x1, x2, x3 â äðóãóþ x′0, x′1, x′2,
x′3

xi = f i(x′0, x′1, x′2, x′3)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò èõ äèôôåðåíöèàëû ïðåîáðàçóþòñÿ

dxi =
∂xi

∂x′k
dx′k (53)
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Êîíòðàâàðèàíòíûé 4-âåêòîð � ñîâîêóïíîñòü 4 âåëè÷èí Ai, êîòîðûå ïðåîá-
ðàçóþòñÿ êàê èõ äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò:

Ai =
∂xi

∂x′k
A′k (54)

Ïóñòü ϕ � ñêàëÿð, ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî

∂ϕ

∂xi
=

∂ϕ

∂x′k
∂x′k

∂xi
(55)

Êîâàðèàíòíûé 4-âåêòîð � � ñîâîêóïíîñòü 4 âåëè÷èí Ai, êîòîðûå ïðåîáðà-
çóþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå îò ñêàëÿðà.

Ai =
∂x′k

∂xi
A′k (56)

Ðèñ. 4: Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîíòðà- è êîâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò â
êîñîóãîëüíîé ÑÊ

Êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð

Aik =
∂xi

∂x′l
∂xk

∂x′m
A′lm. (57)

Êîâàðèàíòíûé òåíçîð
Aik =

∂x′l

∂xi

∂x′m

∂xk
A′lm. (58)

Ñìåøàííûé òåíçîð
Ai

k =
∂xi

∂x′l
∂x′m

∂xk
A′lm. (59)
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Äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò dxi ñîñòàâëÿþò êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, à
ïðîèçâîäíûå ∂ϕ/∂xi � êîâàðèàíòíûé 4-âåêòîð.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòíî:

AiBi =
∂xi

∂x′l
∂x′m

∂xi
A′lB′

m =
∂x′m

∂x′l
A′lB′

m = A′lB′
l

Êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 = gikdxidxk (60)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
gik = gki (61)

Îáðàòíûå äðóã äðóãó òåíçîðû

AikBkl = δl
i (62)

Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð � îáðàòíûé ê êîâàðèàíòíîìó

gikgkl = δl
i (63)

Ñâÿçü ìåæäó êîíòðà- è êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè:

Ai = gikAk, Ai = gikAk (64)

Â ãàëèëååâîé ÑÊ

g
(0)
ik = gik(0) =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 (65)

Ôîðìóëû (64) äàþò èçâåñòíóþ ñâÿçü A0 = A0, A1,2,3 = −A1,2,3,

9.1 Àíòèñèììåòðè÷íûé ïñåâäîòåíçîð ê êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü x′i � ãàëèëååâû, à xi � ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû, ñîãëàñíî îáùèì
ïðàâèëàì

Eiklm =
∂xi

∂x′p
∂xk

∂x′r
∂xl

∂x′s
∂xm

∂x′t
eprst,

èëè
Eiklm = Jeiklm,

ãäå J � îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîäíûõ èëè ÿêîáèàí ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îò ãàëèëååâûõ êîðäèíàò ê ïðîèçâîëüíûì:

J =
∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x′0, x′1, x′2, x′3)
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Ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî J = 1/
√−g. Íàïèøåì ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:
gik =

∂xi

∂x′l
∂xk

∂x′m
glm(0),

è ïðèðàâíèâàåì îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåí-
ñòâà: îïðåäåëèòåëü îáðàòíîãî òåíçîðà |gik| = 1/g, à |glm(0)| = −1, Ïîýòîìó
1/g = −J2.

Eiklm =
1√−g

eiklm. (66)

Îïóñêàíèå èíäåêñîâ ó ýòîãî òåíçîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

eprstgipgkrglsgmt = −geiklm,

òàê ÷òî åãî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû

Eiklm =
√−geiklm

9.2 Ýëåìåíòû èíòåãðèðîâàíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîð-
äèíàòàõ

Â ãàëèëååâîé ñèñòåìå dΩ′ = dx′0dx′1dx′2dx′3 � ñêàëÿð. Â êðèâîëèíåéíîé
ñèñòåìå ñêàëÿð

1
J

dΩ =
√−gdΩ (67)

Ýëåìåíò ïëîùàäè � êîíòðàâàðèàíòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð dSikl, äó-
àëüíûé åìó âåêòîð:

√−gdSi = −1
6
eiklmdSklm√−g (68)

Ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè � df ik, äóàëüíûé åìó òåíçîð:

√−gdf∗ik =
1
2
√−geiklmdf lm (69)

Â òåîðåìå Ãàóññà ïîòðåáóåòñÿ çàìåíà

dSi → dΩ
∂

∂xi
(70)

10 Ðàññòîÿíèÿ è ïðîìåæóòêè âðåìåíè
10.1 Ñâÿçü âðåìåíè ñ êîîðäèíàòîé x0

Äâà ñîáûòèÿ â îäíîé òî÷êå, èíòåðâàë � ds = c dτ , ïîëàãàÿ dxα = 0, èìååì

ds2 = c2dτ2 = g00(dx0)2,
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îòêóäà
dτ =

1
c

√
g00dx0. (71)

Ïðîìåæóòîê ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîáûòèÿìè â îä-
íîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà:

τ =
1
c

∫ √
g00dx0. (72)

10.2 Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàññòîÿíèÿ dl

Ðèñ. 5: Ñâåòîâîé ñèãíàë A ↔ B

ds2 = gαβdxαdxβ + 2g0αdx0dxα + g00(dx0)2 (73)
Ðåøàÿ óðàâíåíèå ds2 = 0, íàõîäèì

dx0 (1,2) =
1

g00

(
−g0αdxα ∓

√
(g0αg0β − gαβg00)dxαdxβ

)
(74)

Ïîëíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè �

dx0 (2) − dx0 (1) =
2

g00

√
(g0αg0β − gαβg00)dxαdxβ (75)

Ïðîìåæóòîê ñîáñòâåííîãî âðåìåíè èç (71) ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà√g00/c,
à ðàññòîÿíèå � åùå óìíîæåíèåì íà c/2:

dl2 =
(
−gαβ +

g0αg0β

g00

)
dxαdxβ (76)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå:
dl2 = γαβdxαdxβ , (77)

ãäå
γαβ = −gαβ +

g0αg0β

g00
(78)

� òðåõìåðíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. gik çàâèñÿò îò x0 � γαβ ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì. Íåò ñìûñëà èíòåãðèðîâàòü ïî dl. Ðàññòîÿíèå òåðÿåò îïðåäåëåííîñòü
(òîëüêî â á.ì.).
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10.3 Ñâÿçü òðåõìåðíîãî è ÷åòûðåõìåðíîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðîâ

−γαβ � îáðàòíûé gαβ . Ðàñïèøåì gikgik = δi
k:

gαβgβγ + gα0g0γ = δα
γ ,

gαβgβ0 + gα0g00 = 0, (79)
g0βgβ0 + g00g00 = 1.

Îïðåäåëèâ gα0 èç âòîðîãî ðàâåíñòâà è ïîäñòàâèâ â ïåðâîå, ïîëó÷èì

−gαβγβγ = δα
γ .

Èíà÷å ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü, ÷òî −gαβ � êîíòðàâàð. òðåõìåðí. ìåòðè÷.
òåíçîð:

γαβ = −gαβ (80)
Îïðåäåëèòåëè g = |gik|, γ = |γαβ |:

−g = g00γ (81)

Ââåäåì òðåõìåðíûé âåêòîð
textbfg, åãî êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû:

gα = −g0α

g00
, (82)

êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû:

gα = γαβ ≡ −g0α. (83)

Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà (79) ñëåäóåò

g00 =
1

g00
− gαgα (84)

10.4 Ïîíÿòèå îäíîâðåìåííîñòè â ÎÒÎ
Ðàññìîòðèì îïÿòü (10.2). Îäíîâðåìåííûì ñ ìîìåíòîì x0 â òî÷êå A ñëåäóåò
ñ÷èòàòü ïîêàçàíèå ÷àñîâ â òî÷êå B, ëåæàùåå ïîñåðåäèíå ìåæäó ìîìåíòàìè
îòïðàâëåíèÿ è îáðàòíîãî ïðèáûòèÿ:

x0 + ∆x0 = x0 +
1
2
(dx0(2) + dx0(1)).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (74), íàõîäèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé x0 äëÿ äâóõ îäíîâðåìåí-
íûõ ñîáûòèé â áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷êàõ:

∆x0 = −g0αdxα

g00
≡ gαdxα. (85)
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Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äàëüøå, ìîæíî ñèíõðîíèçîâàòü ÷àñû
âäîëü ëþáîé íåçàìêíóòîé ëèíèè. Ñèíõðîíèçàöèÿ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòó-
ðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíà! Âåðíåìñÿ íàçàä â òî÷êó ñ ∆x0 6= 0. Òåì
áîëåå íåâîçìîæíà îäíîçíà÷íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.
Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü òàêèå ÑÎ, â êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû g0α

ðàâíû íóëþ.
Íåâîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì èìåííî ïðîèç-
âîëüíîé ÑÎ, à íå ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè êàê òàêîâîãî. Â ëþáîì ãðàâèòàöè-
îííîì ïîëå âñåãäà ìîæíî âûáðàòü (äàæå áåñ÷èñëåííûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ)
ÑÎ, ò.î. ÷òîáû îáðàòèòü â íóëü âñå òðè âåëè÷èíû g0α (ñèíõðîííàÿ ÑÎ)
Óæå â ÑÒÎ òå÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ðàçëè÷íî äëÿ ðàçíûõ ÑÎ. À â
ÎÒÎ â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà óæå ðàçíîå òå÷åíèå âðåìåíè äàæå â
îäíîé ÑÎ.

11 Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
11.1 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
Â ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ dAi � âåêòîð, ∂Ai/∂xk � òåíçîð, â êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàòàõ ýòî íå òàê. dAi � ðàçíîñòü âåêòîðîâ â ðàçíûõ (õîòü è
áåñêîíå÷íî áëèçêèõ) òî÷êàõ, â ðàçíûõ òî÷êàõ âåêòîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
ðàçíîìó! Óáåäèìñÿ â ýòîì.
Êîâàðèàíòíûé âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî

Ai =
∂x′k

∂xi
A′k,

ïîýòîìó

dAi =
∂x′k

∂xi
dA′k + A′kd

∂x′k

∂xi
=

∂x′k

∂xi
dA′k + A′k

∂2x′k

∂xi∂xl
dxl

Òîëüêî â ñëó÷àå åñëè 2-å ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0, ò.å. x′k ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè îò xk, dAi ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåêòîð.
Íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü òåíçîð ∂Ai/∂xk îò ãàëèëååâûõ êîîðäèíàò ê êðè-
âîëèíåéíûì.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàë
âåêòîðà, ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðîì, íåîáõîäèìî ¾ïåðåíåñòè¿ îäèí èç âåêòîðîâ
â òî÷êó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ âòîðîé, çàòåì îïðåäåëèòü ðàçíîñòü âåêòîðîâ
óæå â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðà â ãàëèëååâîé ñèñòåìå åãî êîîðäèíàòû
íå ìåíÿþòñÿ, à â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ìåíÿþòñÿ.
Ðàññìîòðèì êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð Ai â òî÷êå xi, â ñîñåäíåé òî÷êå xi +
dxi îí ðàâåí Ai +dAi. Âåêòîð Ai ïåðåíåñåì â xi +dxi, åãî èçìåíåíèå îáîçíà-
÷èì δAi. Ðàçíîñòü ìåæäó âåêòîðàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â îäíîé òî÷êå òåïåðü
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ðàâíà
DAi = dAi − δAi. (86)

Èçìåíåíèå δAi êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè á.ì. ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå:

δAi = −Γi
klA

kdxl, (87)

Γi
kl � íåêîòîðûå ôóíêöèè êîîðäèíàò (i-ÿ êîìïîíåíòà èçìåíåíèÿ ek ïðè ïà-

ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü el), âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò âûáîðà ÑÊ, â ãà-
ëèëååâîé ñèñòåìå âñå Γi

kl = 0. Γi
kl � íå òåíçîð! (Â ãàëèëååâîé =0, òî òåíçîð

áûë áû âåçäå 0). Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè1 òðåáóåò, ÷òîáû â á.ì. ó÷àñò-
êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî áûëî áû îáðàòèòü â 0 âåëè÷èíû Γi

kl. Íî âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå â èñêðèâëåííîé ÑÊ íåâîçìîæíî îáðàòèòü Γi

kl â íîëü âåçäå!
Âåëè÷èíû Γi

kl èãðàþò ðîëü íàïðÿæåííîñòè ãðàâ. ïîëÿ.
Âåëè÷èíû Γi

kl íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè èëè ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ.

Ââåäåì
Γi,kl = gimΓm

kl, îáðàíî: Γi
kl = gimΓm,kl. (88)

11.2 Èçìåíåíèå êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå

Ïóñòü Ai è Bi � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìå-
åì δ(AiB

i) = 0, òîãäà ñðàçó çàïèøåì

BiδAi = −AiδB
i = Γi

klB
kAidxl,

ìåíÿåì ðàñïîëîæåíèå èíäåêñîâ:

BiδAi = Γk
ilAkBidxl,

ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè Bi:

δAi = Γk
ilAkdxl, (89)

11.3 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
Ïîäñòàâèì (87) è dAi = ∂Ai

∂xl dxl â (86):

DAi =
(

∂Ai

∂xl
+ Γi

klA
k

)
dxl. (90)

Äëÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà íàõîäèì

DAi =
(

∂Ai

∂xl
− Γk

ilAk

)
dxl. (91)

1Íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà ýêâèâàëåíòà íåêîòîðîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ
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Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè, ò.ê. óìíîæåííûå íà âåêòîð îíè
ñíîâà äàþò âåêòîð. Ýòè òåíçîðû íîñÿò íàçâàíèå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âåêòîðîâ Ai è Ai. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Ai

; k è Ai; k:

DAi = Ai
; ldxl, DAi = Ai; ldxl. (92)

Ñàìè êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

Ai
; l =

∂Ai

∂xl
+ Γi

klA
k, (93)

Ai; l =
∂Ai

∂xl
− Γk

ilAk. (94)

Â ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ (Γi
kl = 0) êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåõîäÿò

â îáû÷íûå.

11.4 Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðà
Ðàññìîòðè êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð AiBk. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå
èìååì:

δ(AiBk) = AiδBk + BkδAi = −AiΓk
lmBldxm −BkΓi

lmAldxm.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îíî äîëæíî èìåòü ìåñòî äëÿ ëþ-
áîãî òåíçîðà Aik:

δAik = −(AimΓk
lm + AmkΓi

ml)dxl. (95)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â
DAik = dAik − δAik ≡ Aik

; ldxl,

íàõîäèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ òåíçîðà Aik:

Aik
; l =

∂Aik

∂xl
+ Γi

mlA
mk + Γk

mlA
im. (96)

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñìåøàííîãî è êîâàðèàíòíîãî òåíçîðîâ

Ai
k; l =

∂Ai
k

∂xl
− Γm

klA
i
m + Γi

mlA
m
k , (97)

Aik; l =
∂Aik

∂xl
− Γm

il Amk − Γm
klAim. (98)

11.5 Ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ

(AiBk); l = Ai; lBk + AiBk; l.

Êîíòðàâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

A ; k
i = gklAi; l, Ai; k = gklAi

; l.
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11.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê äðóãîé ÑÊ

Ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùóþ ëþ-
áóþ èç êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

Γi
kl = Γ′mnp

∂xi

∂x′m
∂x′n

∂xk

∂x′p

∂xl
+

∂2x′m

∂xk∂xl

∂xi

∂x′m
(99)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå âåäåò ñåáÿ êàê òåíçîð, âòîðîå ðàâíî íóëþ ëèøü ïðè ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñèììåòðè÷íî ïî k è
l, âûïàäàåò äëÿ Si

kl = Γi
kl − Γi

lk:

Si
kl = S′mnp

∂xi

∂x′m
∂x′n

∂xk

∂x′p

∂xl
,

� òåíçîð êðó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Ïðè âûïîëíåíèè ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè Si

kl = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ëîêàëüíîé ãàëèëååâîé ÑÊ Γi
kl = 0, ñëåäîâà-

òåëüíî è Si
kl = 0, à ýòî òåíçîð, ò.å. îí ðàâåí íóëþ â ëþáîé ÑÊ. Ñëåäîâà-

òåëüíî:
Γi

kl = Γi
lk, Γi,kl = Γi,lk, (100)

ò.î. èìååòñÿ âñåãî 40 óíèêàëüíûõ çíà÷åíèé.
Ôîðìóëà (99) ïðè óñëîâèè (100) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü óòâåðæäåíèå î âîçìîæ-
íîñòè âûáîðà òàêîé ÑÊ, â êîòîðîé âñå Γi

kl îáðàùàþòñÿ â íóëü â ëþáîé íàïå-
ðåä çàäàííîé òî÷êå2. Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò ëîêàëüíî-èíåðöèàëüíîé èëè
ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷åñêîé. Ïóñòü çàäàííàÿ òî÷êà xi âûáðàíà â êà÷åñòâå íà÷à-
ëà ÑÊ è Γi

kl èìåþò â íåé çíà÷åíèå (Γi
kl)0. Ïðîèçâåäåì âáëèçè ýòîé òî÷êè

ïðåîáðàçîâàíèå:
x′i = xi +

1
2
(Γi

kl)0x
kxl, (101)

òîãäà
∂2x′m

∂xk∂xl

∂xi

∂x′m
= (Γi

kl)0 (102)

è ñîãëàñíî (99) âñå Γ′mnp = 0.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (101)

(
∂x′i

∂xk

)

0

= δi
k,

ïîýòîìó îíî íå ìåíÿåò çíà÷åíèé ëþáîãî òåíçîðà, ïîýòîìó îäíîâðåìåííî
ìîæíî ïðèâåñòè è gik ê ãàëèëååâó âèäó.

2Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàäëåæàùèì âûáîðîì ÑÊ ìîæíî îáðàòèòü â íóëü âñå Γi
kl âäîëü

çàäàííîé ìèðîâîé ëèíèè
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12 Ñâÿçü ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ñ ìåòðè÷å-
ñêèì òåíçîðîì

12.1 Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà

Äîêàæåì, ÷òî gik; l = 0. Çàìåòèì, ÷òî

DAi = gikDAk.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ai = gikAk, ïîýòîìó

DAi = D(gikAk) = gikDAk + AkDgik.

Â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè Ai ïîëó÷àåì Dgik = 0, ïîýòîìó

gik; l = 0. (103)

Ò.î. ïðè êîâàðèàíòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè gik ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîñòîÿííûå.

12.2 Âûðàæåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð

gik; l =
∂gik

∂xl
− gmkΓm

il − gimΓm
kl =

∂gik

∂xl
− Γk, il − Γi, kl = 0

Ïðîèçâîäíûå îò gik âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Çàïèøåì,
ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû:

gik, l = Γk, il + Γi, kl, gli, k = Γi, kl + Γl, ik, −gkl, i = −Γl, ki − Γk, li

Âçÿâ ïîëóñóììó ýòèõ ðàâåíñòâ (ïîìíÿ Γi, kl = Γi, lk

Γi, kl =
1
2

(
∂gik

∂xl
+

∂gil

∂xk
− ∂gkl

∂xi

)
. (104)

Γi
kl =

1
2
gim

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
. (105)

12.3 Íåêîòîðûå ïîëåçíûå âûðàæåíèÿ
12.3.1 Óïðîùåííûé ñèìâîë Êðèñòîôôåëÿ
Íàéäåì Γi

ki, äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì dg, âçÿâ äèôôåðåíöèàë êàæäîé êîìïî-
íåíòû gik è óìíîæèâ åå íà ñâîé êîýôôèöèåíò â îïðåäåëèòåëå (ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìèíîð). Êîìïîíåíòû îáðàòíîãî òåíçîðà gik ðàâíû ìèíîðàì îïðåäå-
ëèòåëÿ èç âåëè÷èí gik, äåëåííûì íà ýòîò îïðåäåëèòåëü. Ïîýòîìó ìèíîðû
îïðåäåëèòåëÿ g ðàâíû ggik, ò.î.

dg = ggikdgik = −ggikdgik (106)
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Γi
ki =

1
2
gim

(
∂gmk

∂xi
+

∂gmi

∂xk
− ∂gki

∂xm

)
.

Ìåíÿÿ èíäåêñû m è i â 3-ì è 1-ì ÷ëåíàõ, âèäèì, ÷òî îíè ñîêðàùàþòñÿ:

Γi
ki =

1
2
gim ∂gim

∂xk
,

èëè ñîãëàñíî (106)
Γi

ki =
1
2g

∂g

∂xk
=

∂ ln
√−g

∂xk
. (107)

12.3.2 Âûðàæåíèå äëÿ gklΓi
kl:

gklΓi
kl =

1
2
gklgim

(
∂gmk

∂xl
+

∂glm

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
= gklgim

(
∂gmk

∂xl
− 1

2
∂gkl

∂xm

)
.

Ñ ïîìîùüþ (106) ïðåîáðàçóåòñÿ ê

gklΓi
kl = − 1√−g

∂(
√−ggik)
∂xk

. (108)

12.3.3 Ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ îò êîíòðà- è êîâàðèàíòíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà

gil
∂glk

∂xm
= −glk ∂gil

∂xm
(109)

� ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ðàâåíñòâà gilg
lk = δk

l

12.3.4 Âûðàæåíèå ïðîèçâîäíûõ îò gik ÷åðåç Γi
kl

Èç òîæäåñòâà gik
; l = 0 ñëåäóåò:

∂gik

∂xl
= −Γi

mlg
mk − Γk

mlg
im. (110)

12.4 Äèâåðãåíöèÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
Îáîáùåíèå äèâåðãåíöèè Ai

; i, èñïîëüçóÿ (107) èìååì

Ai
; i =

∂Ai

∂xi
+ Γi

liA
l =

∂Ai

∂xi
+ Ai ∂ ln

√−g

∂xi
,

èëè îêîí÷àòåëüíî
Ai

; i =
1√−g

∂
√−gAi

∂xi
. (111)

Äèâåðãåíöèÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aik
; k =

∂Aik

∂xk
+ Γi

mkAmk + Γk
mkAim
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Ïîñêîëüêó Amk = −Akm, òî Γi
mkAmk = −Γi

kmAkm = 0, ïîäñòàâëÿÿ (107)
íàõîäèì:

Aik
; k =

1√−g

∂
√−gAik

∂xk
. (112)

Ïóñòü Aik � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, îïðåäåëèì âûðàæåíèå Ak
i; k äëÿ ñìåøàí-

íûõ êîìïîíåíò:

Ak
i; k =

∂Ai
k

∂xk
+ Γk

lkAl
i − Γl

ikAk
l =

1√−g

(∂Ak
i

√−g)
∂xk

− Γl
kiA

k
l .

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí

−1
2

(
∂gil

∂xk
+

∂gkl

∂xi
− ∂gik

∂xl

)
Akl.

Â ñèëó ñèììåòðèè Akl äâà ÷ëåíà â ñêîáêàõ âçàèìîñîêðàùàþòñÿ:

Ak
i; k =

1√−g

∂
√−gAk

i

∂xk
− 1

2
∂gkl

∂xi
Akl. (113)

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ∂Ai

∂xk − ∂Ak

∂xi � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ � ýòî Ai; k−Ak; i, îäíàêî â âèäó òîãî ÷òî Γi

kl = Γi
lk

Ai; k −Ak; i =
∂Ai

∂xk
− ∂Ak

∂xi
. (114)

12.5 Àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà (Äàëàáìåðà)
∂2ϕ

∂xi∂xi â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ϕ; i
; i. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâà-

íèå ñêàëÿðà � îáû÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå: ϕ; i = ∂ϕ/∂xi, ïîäíèìàÿ èíäåêñ

ϕ; i = gik ∂ϕ

∂xk

ϕ; i
; i =

1√−g

∂

∂xi

(√−ggik ∂ϕ

∂xk
.

)
(115)

12.6 Òåîðåìà Ãàóññà
∮

Ai√−g dSi =
∫

Ai
; i

√−g dΩ. (116)
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13 Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
13.1 Äâèæåíèå ÷àñòèöû
Â ÑÒÎ äâèæåíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ:

δS = −mc δ

∫
ds = 0. (117)

Â ãàëèëååâîé 4-ñèñòåìå êîîðäèíàò ðåøåíèå � dui/ds = 0 èëè dui = 0, ãäå
ui = dxi/ds. Â êðèâîëèíåéíîé ÑÊ ýòî óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â

Dui = 0. (118)

Èç (90) èìååì dui + Γi
klu

k dxl, ðàçäåëèâ íà ds:

d2xi

ds2
+ Γi

kl

dxk

ds

dxl

ds
= 0. (119)

d2xi

ds2 � 4-óñêîðåíèå, Γi
klu

kul � 4-ñèëà, gik � ¾ïîòåíöèàëû¿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ, åãî ïðîèçâîäíûå Γi

kl � ¾íàïðÿæåííîñòü¿ ïîëÿ.
Â êîâàðèàíòíûõ êîîðäèíàòàõ Dui = 0 ïðèâîäèò ê

du
i

ds
− Γk

ilu
kul = 0. (120)

Ïîäñòàíîâêà (104) äàåò

du
i

ds
− 1

2
∂gkl

∂xi
ukul = 0. (121)

Âûáîð ÑÊ, â êîòîðîé Γi
kl = 0, îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

4-èìïóëüñ ÷àñòèöû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå è åãî êâàäðàò:

pi = mcui, pip
i = m2c2. (122)

Ïîäñòàâèâ ñþäà −∂S/∂xi âìåñòî pi íàéäåò óð-å Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

gik ∂S

∂xi

∂S

∂xk
−m2c2 = 0. (123)

13.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà
Äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà óð-å (119) íåïðèìåíèìî (ds = 0). Âîëíîâîé
âåêòîð: ki = dxi/dλ, ãäå λ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ìåíÿþùèéñÿ âäîëü ëó÷à.
Â ÑÒÎ dki = 0, â ãðàâ. ïîëå Dki = 0 èëè

dki

dλ
+ Γi

klk
kkl = 0. (124)
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Êâàäðàò âîëíîâîãî 4-âåêòîðà ðàâåí íóëþ3

kik
i = 0. (125)

Óð-å ýéêîíàëà4

gik ∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xk
= 0. (126)

13.3 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (äîáàâëåíà −mc2)

L = −mc2 +
mv2

2
−mϕ, (127)

S =
∫

Ldt = −mc

∫ (
c− v2

2c
+

ϕ

c

)
dt.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ S = −mc
∫

ds, ìû âèäèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

ds =
(

c− v2

2c
+

ϕ

c

)
dt

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è c →∞, íàõîäèì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v dt = dr

ds2 = (c2 + 2ϕ)dt2 − dr2. (128)

Òàêèì îáðàçîì,
g00 = 1 +

2ϕ

c2
. (129)

Ñëåäîâàëî áû îæèäàòü, ÷òî gαβ = δαβ , g0α = 0, íî ýòî íå òàê. Ïîïðàâêè ê
íèì òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è äëÿ g00.

14 Ïîñòîÿííîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
14.1 Ñòàòè÷åñêîå è ñòàöèîíàðíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì, åñëè ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ÑÎ, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû gik íå çàâèñÿò îò x0 (ìèðîâîå âðåìÿ). Åñëè
ñîçäàþùåå ïîëå òåëî íåïîäâèæíî, òî îáà íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè ýêâèâàëåíò-
íû è âñå êîìïîíåíòû g0α = 0. Òàêèå ïîëÿ áóäåì íàçûâàòü ñòàòè÷åñêèìè.
Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âðàùàþùåãîñÿ òåëà � íå ñòàòè÷åñêîå (g0α 6= 0), íî
ñòàöèîíàðíîå.
Ñìûñë ìèðîâîãî âðåìåíè â ïîñòîÿííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå: ïðîìåæóòîê
â ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ ïðî-
ìåæóòêîì ñ îäíîâðåìåííûìè ñîáûòèÿìè â äðóãîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Íî

3k = ω
c
n, ki =

�
ω
c

,k�
4f = aei(−kixi+α) = aeiψ, ψ � ýéêîíàë, k = gradψ, ki = − ∂ψ

∂xi
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îäèíàêîâûì ïðîìåæóòêàì ìèðîâîãî âðåìåíè x0 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå
(êîíå÷íûå, à íå òîëüêî áåñêîíå÷íî ìàëûå (71)) ïðîìåæóòêè ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè τ :

τ =
1
c

√
g00x

0. (130)

Â ñëàáîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå:

τ =
x0

c

(
1 +

ϕ

c2

)
. (131)

Âðåìÿ òå÷åò òåì ìåäëåííåå, ÷åì ìåíüøå ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë (ϕ <
0). Åñëè èç äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñîâ îäíè íàõîäèëèñü â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå,
òî îíè îêàæóòñÿ îòñòàâøèìè.

Â ñòàòè÷åñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå g0α = 0 � ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíà, à

dl2 = −gαβdxαdxβ . (132)

Â ñòàöèîíàðíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå g0α 6= 0 � ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå íåâîçìîæíà. gik íå çàâèñÿò x0, òî (85) ìîæíî ïåðåïèñàòü

∆x0 = −
∫

g0αdxα

g00
, (133)

ïðè ñèíõðîíèçàöèè âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàçíîñòü çíà÷åíèé ìèðîâîãî
âðåìåíè ðàâíà

∆x0 = −
∮

g0αdxα

g00
. (134)

14.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
×àñòîòà ñâåòà � ïðîèçâîäíàÿ (ñ îáðàòíûì çíàêîì) ïî âðåìåíè îò ýéêîíàëà
ψ. ×àñòîòà, èçìåðåííàÿ â ìèðîâîì âðåìåíè x0/c ðàâíà ω0 = −c ∂ψ/∂x0. Ïî-
ñêîëüêó óðàâíåíèå ýéêîíàëà (126) â ïîñòîÿííîì ïîëå íå ñîäåðæèò x0ÿâíî,
òî ω0 îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëó÷à ñâåòà. ×àñòîòà â ñîá-
ñòâåííîì âðåìåíè ω = −∂ψ/∂τ � ðàçëè÷íà â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà:

∂ψ

∂τ
=

∂ψ

∂x0

∂x0

∂τ
=

∂ψ

∂x0

c√
g00

,

îêîí÷àòåëüíî èìååì:
ω =

ω0√
g00

. (135)

Â ñëàáîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííî:

ω = ω0

(
1− ϕ

c2

)
. (136)

×àñòîòà ñâåòà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì |ϕ|, ò.å. âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæå-
íèè ê ñîçäàþùèì ïîëå òåëàì; íàîáîðîò, ïðè óäàëåíèè ëó÷à îò ýòèõ òåë
÷àñòîòà ñâåòà óìåíüøàåòñÿ.
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Åñëè ëó÷ ñâåòà èñïóùåí èç òî÷êè ñ ïîòåíöèàëîì ϕ1 ñ ÷àñòîòîé ω, òî
ïðèäÿ â òî÷êó ñ ïîòåíöèàëîì ϕ2, îí áóäåò èìåòü ÷àñòîòó (â ñîáñòâåííîì
âðåìåíè ýòîé òî÷êè)

ω

(
1− ϕ2

c2

)
(
1− ϕ1

c2

) ≈ ω

(
1− ϕ1 − ϕ2

c2

)
(137)

Òàêèì îáðàçîì ñäâèã ÷àñòîòû ñîñòàâèò

∆ω =
ϕ1 − ϕ2

c2
ω, (138)

ãäå ϕ1 è ϕ2 � ïîòåíöèàëû â ìåñòå èñïóñêàíèÿ è ìåñòå íàáëþäåíèÿ. Ïðè íà-
áëþäåíèè ñïåêòðà Ñîëíöà íà Çåìëå |ϕ1| > |ϕ2| è |∆ω| < 0 � ãðàâèòàöèîííîå
êðàñíîå ñìåùåíèå.

14.3 Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ åå ýíåðãèÿ (−c ∂S/∂x0). Ýòî âðåìåííàÿ
êîìïîíåíòà êîâàðèàíòíîãî 4-âåêòîðà èìïóëüñà pk = mcuk = mcgkiu

i. Â
ñòàòè÷åñêîì ïîëå ds2 = g00(dx0)2 − dl2 è ýíåðãèÿ åñòü:

E0 = mc2g00
dx0

ds
= mc2g00

x0

√
g00(dx0)2 − dl2

Ââåäåì ñêîðîñòü ÷àñòèöû, èçìåðåííóþ â ñîáñòâåííîì âðåìåíè:

v =
dl

dτ
=

c dl√
g00dx0

Òîãäà ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû:

E0 =
mc2√g00√
1− v2/c2

. (139)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî (139) äëÿ ýíåðãèè îñòàåòñÿ â ñèëå è â ñòàöèîíàðíîì ïî-
ëå, åñëè èçìåðÿòü v â ñîáñòâåííîì âðåìåíè, ñèíõðîíèçîâàííûì âäîëü òðà-
åêòîðèè ÷àñòèöû.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñëàáîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ïîäñòàâëÿÿ â (139)
g00 = 1 + 2ϕ/c2 ïîëó÷èì

E0 ≈ mc2 +
mv2

2
+ mϕ. (140)

15 Âðàùåíèå
Îñîáûé ñëó÷àé ñòàöèîíàðíûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé � ðàâíîìåðíî âðàùà-
þùàÿñÿ ÑÎ. Â íåïîäâèæíîé öèëèíäðè÷åñêîé ÑÊ r′, ϕ′, z′, t èíòåðâàë

ds2 = c2dt2 − dr′2 − r′2dϕ′2 − dz′2. (141)
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Âî âðàùàþùåéñÿ ÑÊ r, ϕ, z, åñëè îñü âðàùåíèÿ z, z′, r′ = r, z′ = z, ϕ′ =
ϕ + Ωt (Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ)

ds2 = (c2 − Ω2r2)dt2 − 2Ωr2dϕdt− dz2 − r2dϕ2 − dr2. (142)

Âðàùàþùåéñÿ ÑÎ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äî ðàññòîÿíèé c/Ω!
Íà âðàùàþùåìñÿ òåëå ÷àñû íå ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî ñèíõðîíèçîâàíû âî
âñåõ òî÷êàõ. Ïðîâîäÿ ñèíõðîíèçàöèþ âäîëü çàìêíóòîé ëèíèè, âîçâðàòÿñü â
èñõîäíóþ òî÷êó ïîëó÷èì ðàçíîñòü

∆t = −1
c

∮
g0α

g00
dxα =

1
c2

∮
Ω2r2dϕ

1− Ω2r2/c2

Ïðåäïîëàãàÿ Ωr/c ¿ 1

∆t =
Ω
c2

∫
r2dϕ = ±2Ω

c2
S, (143)

ãäå S � ïëîùàäü ïðîåêöèè êîíòóðà íà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè
âðàùåíèÿ.
Ïóñòü ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó äëèíîé L ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ëó÷ ñâåòà. Âû-
÷èñëèì (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà v/c) âðåìÿ t ìåæäó îòïðàâëåíèåì
è âîçâðàùåíèåì åãî â èñõîäíóþ òî÷êó. Ñêîðîñòü ñâåòà åñòü c, åñëè âðåìÿ
ñèíõðîíèçèðóåòñÿ âäîëü çàìêíóòîé ëèíèè è â êàæäîé òî÷êå ìû ïîëüçóåìñÿ
ñîáñòâåííûì âðåìåíåì. Ðàçíîñòü ìåæäó ñîáñòâåííûì âðåìåíåì è ìèðîâûì
ïîðÿäêà v2/c2, òî ýòèì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó èìååì

t ≈ L

c
± 2Ω

c2
S.

Ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü ñâåòà, èçìåðåííàÿ êàê îòíîøåíèå L/t ðàâíà

c± 2Ω
S

L
. (144)

16 Òåíçîð êðèâèçíû
16.1 Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
Áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � ïåðåíîñ, ïðè êîòîðîì êîìïîíåí-
òû âåêòîðà íå ìåíÿþòñÿ â ÑÊ, ãàëèëååâîé â äàííîì á.ì. ýëåìåíòå îáúåìà.
Åñëè xi = xi(s) (s � äëèíà äóãè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîé òî÷êè), òî
ui = dxi/ds � åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê êðèâîé. Äëÿ ãåîäåçè÷å-
ñêîé êðèâîé Dui = 0, ò.å. ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ui èç xi â xi + dxi îí
ñîâïàäåò ñ ui + dui, ïî-ïðåæíåìó, êàñàòåëüíîì â íîâîé òî÷êå.

• Ïðè ïåðåäâèæåíèè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé âåêòîð êàñàòåëüíîé ïåðåíî-
ñèòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå.
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• Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è êàñàòåëüíîé ïðè ïàð. ïåðåíîñå âäîëü ãåîäå-
çè÷åñêîé îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

• Ïàð. ïåðåíîñ äàåò ðàçíûå ðåçóëüòàòû, åñëè îí ñîâåðøàåòñÿ ïî ðàçíûì
ïóòÿì (÷àñòíûé ñëó÷àé � çàìêíóòûé êîíòóð).

Ðèñ. 6: Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

16.2 Èçìåíåíèå âåêòîðà ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó

Ýòî èçìåíåíèå ∆Ak ìîæíî çàïèñàòü êàê
∮

δAk, ïîäñòàâëÿÿ (89) èìååì

∆Ak =
∮

Γi
klAidxl; (145)

ãäå Ai ìåíÿåòñÿ ïî ìåðå åãî ïåðåíîñà âäîëü êîíòóðà, íî íåîäíîçíà÷íî,
îäíàêî íåîäíîçíà÷íîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñ òî÷íîñòü äî ïåðâîãî ïîðÿäêà
δAi = Γn

ilAndxl, ò.å.
∂Ai

∂xl
= Γn

ilAn. (146)

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (145) òåîðåìó Ñòîêñà (23), ó÷èòûâàÿ, ÷òî á.ì. ïëî-
ùàäü îãèáàåìîé ïîâåðõíîñòè åñòü ∆f lm, ïîëó÷èì

∆Ak =
1
2

[
∂(Γi

kmAi)
∂xl

− ∂(Γi
klAi)

∂xm

]
∆f lm =

=
1
2

[
∂Γi

km

∂xl
Ai − ∂Γi

kl

∂xm
Ai + Γi

km

∂Ai

∂xl
− Γi

kl

∂Ai

∂xm

]
∆f lm.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (146) íàõîäèì

∆Ak =
1
2
Ri

klmAi∆f lm, (147)
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ãäå Ri
klm � òåíçîð êðèâèçíû èëè òåíçîð Ðèìàíà:

Ri
klm =

∂Γi
km

∂xl
− ∂Γi

kl

∂xm
+ Γi

nlΓ
n
km − Γi

nmΓn
kl. (148)

Ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà Ak.
Ïðè ïàð. ïåðåíîñå ñêàëÿðû íå ìåíÿþòñÿ: ∆(AkBk) = 0.

∆(AkBk) = Ak∆Bk + Bk∆Ak =
1
2
AkBiR

i
klm∆f lm + Bk∆Ak =

= Bk

(
∆Ak +

1
2
AiRk

ilm∆f lm

)
= 0,

â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè Bk:

∆Ak = −1
2
Rk

ilmAi∆f lm. (149)

16.3 Äâîéíîå êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
Åñëè äâàæäû êîâàðèàíòíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü Ai ïî xk è ïî xl, òî ðå-
çóëüòàò çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

Ai; k; l −Ai; l; k = AmRm
ikl, (150)

Ai
; k; l −Ai

; l; k = −AmRi
mkl. (151)

Àíàëîãè÷íî äëÿ òåíçîðà:

Aik; l; m −Aik; m; l = AinRn
klm + AnkRn

ilm. (152)

16.4 Ïëîñêîå è èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî
• Â ïëîñêîì 4-ïðîñòðàíñòâå âåçäå Γi

kl = 0, ïîýòîìó è Ri
klm = 0.

• Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè Ri
klm = 0, òî ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå.

• Åñëè âûáðàíà â êðèâîì ïðîñòðàíñòâå ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷åñêàÿ ÑÊ, òî
Γi

kl = 0, íî Ri
klm 6= 0, ò.ê. ïðîèçâîäíûå îò Γi

kl íå îáðàùàþòñÿ â íóëü
îäíîâðåìåííî ñ ñàìèìè Γi

kl.

17 Ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû
17.1 Ñâîéñòâà ñèììåòðèè

Riklm = gimRn
klm

31



Riklm =
1
2

(
∂2gim

∂xk∂xl
+

∂2gkl

∂xi∂xm
− ∂2gil

∂xk∂xm
− ∂2gkm

∂xi∂xl

)
+gnp (Γn

klΓ
p
im − Γn

kmΓp
il) .

(153)
Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò

Riklm = −Rkilm = −Rikml (154)

Riklm = Rlmik (155)
Àíòèñèììåòðè÷åí ïî êàæäîé èç ïàð èíäåêñîâ ik è lm è ñèììåòðè÷åí ê
ïåðåñòàíîâêå ýòèõ äâóõ ïàð. Â ÷àñòíîñòè âñå êîìïîíåíòû, äèàãîíàëüíûå ïî
ïàðå èíäåêñîâ ik èëè lm, ðàâíû íóëþ.
Ðàâíà íóëþ öèêëè÷åñêàÿ ñóììà èç êîìïîíåíò, îáðàçîâàííàÿ ïî ëþáûì èç
òðåõ èíäåêñîâ, íàïðèìåð:

Riklm + Rimkl + Rilmk = 0. (156)

Òîæäåñòâî Áèàíêè

Rn
ikl; m + Rn

imk; l + Rn
ilm; k = 0. (157)

Äîêàæåì â ëîêàëüíî-èíåðöèàëüíîé ÑÊ. Äèôôåðåíöèðóåì (148) è ïîëàãàåì
çàòåì Γi

kl = 0, íàõîäèì:

Rn
ikl; m =

∂Rn
ikl

∂xm
=

∂2Γn
il

∂xm∂xk
− ∂2Γn

ik

∂xm∂xl
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òîæäåñòâà
Áèàíêè.

17.2 Óïðîùåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû
17.2.1 Òåíçîð Ðè÷÷è
Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè óïðîùåíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî îäíèì
ñïîñîáîì:

Rik = glmRlimk = Rl
ilk. (158)

Ñîãëàñíî (148) èìååì

Rik =
∂Γl

ik

∂xl
− ∂Γl

il

∂xk
+ Γl

ikΓm
lm − Γm

il Γl
km. (159)

Ýòîò òåíçîð, î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷åí:

Rik = Rki. (160)
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17.2.2 Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
Óïðîùàÿ Rik, ïîëó÷àåì

R = gikRik = gilgkmRiklm (161)

Óïðîùåíèå òîæäåñòâà Áèàíêè (157) ïî ïàðàì ik è ln äàåò

Rl
m; l =

1
2

∂R

∂xm
(162)

17.3 ×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2-õ èçìåðåíèé. Ïóñòü òåíçîð êðèâèçíû Pabcd, à ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð � γab. Èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ òîëüêî 1, 2. Â ýòîì
ñëó÷àå âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ëèáî ðàâíû, ëèáî ðàçëè÷àþòñÿ
çíàêîì. Ò.î. èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåçàâèñèìàÿ êîìïîíåíòà, íàïðèìåð P1212.
Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðè ýòîì ðàâíà

P =
2P1212

γ
, γ ≡ |γαβ | = γ11γ22 − (γ12)2. (163)

Âåëè÷èíà P/2 ñîâïàäàåò ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè K :

P

2
= K =

1
ρ1ρ2

. (164)

Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð êðèâèçíû Pαβγδ, à ìåòðè÷åñêèé òåíçîð γαβ .
Ïàðû èíäåêñîâ αβ è αβγδ ïðîáåãàþò òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ íàáîðà
çíà÷åíèé: 32, 31, 12. Ïîñêîëüêó òåíçîð Pαβγδ ñèììåòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ
ê ïåðåñòàíîâêå ýòèõ ïàð, òî èìååòñÿ âñåãî 3 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû, à
òàêæå 3 êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìè � âñåãî 6 êîìïîíåíò. Ñòîëüêî
æå êîìïîíåíò èìååò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Pαβ . Åñëè æå ïðèâåñòè òåíçîð
ê ãëàâíûì îñÿì, òî îñòàíåòñÿ âñåãî òðè ÷èñëà.
Â 4-ïðîñòðàíñòâå ïàðû èíäåêñîâ ik è lm ïðîáåãàþò 6 ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ,
ïîýòîìó èìååòñÿ 6 êîìïîíåíò Riklm c îäèíàêîâûìè è 6 ·5/2 = 15 êîìïîíåíò
ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìè èíäåêñîâ. Ïîñëåäíèå â ñèëó òîæäåñòâà (156) ñâÿçàíû

R0123 + R0312 + R0231 = 0 (165)

Â 4-ïðîñòðàíñòâå òåíçîð êðèâèçíû èìååò 20 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò.
Âûáèðàÿ ÑÊ, ãàëèëååâó â äàííîé òî÷êå, è ðàññìàòðèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîâîðà÷èâàþùèå ýòó ñèñòåìó, ìîæíî äîáèòüñÿ îáðàùåíèÿ â íîëü åùå 6 êîì-
ïîíåíò. Â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ 14 âåëè÷èí, îïðåäåëÿþùèõ êðèâèçíó ïðî-
ñòðàíñòâà. Åñëè Rik = 05, òî â ïðîèçâîëüíîé ÑÊ òåíçîð êðèâèçíû èìååò âñå-
ãî 10 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Åñëè æå ïðèâåñòè òåíçîð Riklm (â çàäàííîé
òî÷êå) ïðèâåñòè ê ¾êàíîíè÷åñêîìó¿ âèäó, òî åãî êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ
÷åðåç 4 íåçàâèñèìûõ âåëè÷èíû.

5Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òåíçîð êðèâèçíû äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïóñòîòå
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18 Äåéñòâèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
Äåéñòâèå Sg =

∫
G
√−gdΩ, âçÿòûé ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è ïî âðåìåí-

íîé êîîðäèíàòå x0 ìåæäó äâóìÿ çíà÷åíèÿìè. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äîëæíû ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíûå îò ¾ïî-
òåíöèàëîâ¿ ïîëÿ íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûðà-
æåíèå G ñîäåðæàëî ïðîèçâîäíûå îò gik âûøå 1-ãî ïîðÿäêà, ò.å. G äîëæíî
ñîäåðæàòü òîëüêî òåíçîð gik è âåëè÷èíû Γi

kl, îäíàêî èç íèõ íåâîçìîæíî
ïîñòðîèòü ñêàëÿð. Ñóùåñòâóåò åùå è R, êîòîðûé ñîäåðæèò íàðÿäó ñ gik è
ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, åùå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò gik, íî ïîñëåäíèå
âõîäÿò òîëüêî ëèíåéíî. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà èíòåãðàë

∫
R
√−g dΩ

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàë îò âûðàæåíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ:

∫
R
√−g dΩ =

∫
G
√−g dΩ +

∫
∂(
√−gwi)
∂xi

dΩ,

ãäå G ñîäåðæèò òîëüêî òåíçîð gik è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Âòîðîå ñëà-
ãàåìîå � äèâåðãåíöèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû wi, ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà åãî
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàë ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé 4-
îáúåì. Ïðè âàðüèðîâàíèè, âàðèàöèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâíî íóëþ, ò.ê.
íà ãðàíèöå îáëàñòè âàðèàöèÿ åñòü íîëü:

δ

∫
R
√−g dΩ = δ

∫
G
√−g dΩ.

Ñëåâà � ñêàëÿð, ñëåäîâàòåëüíî è ñïðàâà � ñêàëÿð, õîòÿ G ñêàëÿðîì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ. Â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö ìû ìîæåì çàïèñàòü

δSg = − c3

16πk
δ

∫
G
√−gdΩ = − c3

16πk
δ

∫
R
√−gdΩ, (166)

çäåñü k � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äåéñòâèå èìååò ðàçìåðíîñòü ã ·
ñì2 · ñ−1; âñå êîîðäèíàòû èìåþò ðàçìåðíîñòü ñì, gik � áåçðàçìåðíûå, ñëå-
äîâàòåëüíî R èìååò ðàçìåðíîñòü ñì−2, â ðåçóëüòàòå ðàçìåðíîñòü k åñòü
ã−1 · ñì3 · ñ−2, åå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå

k = 6.67 · 10−8 ñì3 · ã−1 · ñ−2. (167)

Ìîæíî áûëî áû ïîëîæèòü k ðàâíîé åäèíèöå, ïðè ýòîì îïðåäåëèëñÿ áû
âûáîð åäèíèöû äëÿ èçìåðåíèÿ ìàññû6.

Âû÷èñëèì G â (166). Èç (159) äëÿ Rik èìååì
√−gR =

√−ggikRik =
6Åñëè ïîëîæèòü k = c2, òî ìàññà áóäåò èçìåðÿòüñÿ â ñì, ïðè÷åì 1 ñì = 1.35 · 1028 ã.

Èíîãäà âìåñòî k èñïîëüçóþò κ = 8πk
c2

= 1.86 ·10−27 ñì · ã−1, êîòîðóþ íàçûâàþò ýéíøòåé-
íîâñêîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé.
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√−g

(
gik ∂Γl

ik

∂xl
− gik ∂Γl

il

∂xk
+ gikΓl

ikΓm
lm − gikΓm

il Γl
km

)
.

Ïðåäñòàâèì ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå êàê

√−ggik ∂Γl
ik

∂xl
=

∂

∂xl
(
√−ggikΓl

ik)− Γl
ik

∂

∂xl
(
√−ggik),

√−ggik ∂Γl
il

∂xk
=

∂

∂xk
(
√−ggikΓl

il)− Γl
il

∂

∂xk
(
√−ggik),

Îïóñêàÿ ïîëíûå ïðîèçâîäíûå, íàõîäèì
√−gG = Γm

im

∂

∂xk
(
√−ggik)− Γl

ik

∂

∂xl
(
√−ggik)− (Γm

il Γl
km − Γl

ikΓm
lm)gik√−g.

Ñ ïîìîùüþ (107�110) íàõîäèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàâíû
√−g

(
2Γl

ikΓi
lmgmk − Γm

imΓi
klg

kl − Γl
ikΓm

imgik
)

= 2
√−ggik

(
Γm

il Γl
km − Γl

ikΓm
lm

)
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

G = gik
(
Γm

il Γl
km − Γl

ikΓm
lm

)
. (168)

Âåëè÷èíàìè, îïðåäåëÿþùèìè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåí-
òû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ïîýòîìó âàðüèðîâàíèþ ïîäëåæàò èìåííî âåëè÷è-
íû gik. Îäíàêî, íå âñÿêîå èçìåíåíèå gik ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ìåòðèêè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ò.ê. âîçìîæíû ïðîñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÊ. ×òîáû
èñêëþ÷èòü íå ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ìåòðèêè èçìåíåíèÿ gik íåîáõîäèìî
íàëîæèòü ÷åòûðå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ, ïðè ñîáëþäåíèè êîòîðûõ äåé-
ñòâèå èìååò ìèíèìóì ïî îòíîøåíèþ ê âàðüèðîâàíèþ.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé.
Â êà÷åñòâå ÷åòûðåõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîòðåáóåì:

g0α = 0, |gαβ | = const;

â ñèëó ïîñëåäíåãî èç ýòèõ óñëîâèé:

gαβ ∂gαβ

∂x0
=

∂

∂x0
|gαβ | = 0.

×ëåíû, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå îò gik ïî x0:

−1
4
g00gαβgγδ ∂gαγ

∂x0

∂gβδ

∂x0

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà. Âûáèðàÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ
ÑÊ, êîòîðàÿ áûëà áû äåêàðòîâîé â äàííîé òî÷êå â äàííûé ìîìåíò âåðìåíè
(òàê ÷òî gαβ = gαβ = −δαβ , ïîëó÷èì

−1
4
g00

(
∂gαβ

∂x0

)2

,
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ïîñêîëüêó g00 = 1/g00 > 0, òî çíàê î÷åâèäåí.
Äîñòàòî÷íî áûñòðûì èçìåíåíèåì êîìïîíåíò gαβ ñî âðåìåíåì x0 ìîæíî ñäå-
ëàòü âåëè÷èíó −G ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Åñëè áû ïîñòîÿííàÿ k áûëà áû
îòðèöàòåëüíîé, òî äåéñòâèå ïðè ýòîì íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàëîñü áû (íå
èìåëî áû ìèíèìóìà).

19 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà
19.1 Îïðåäåëåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñèñòåìó, èíòåãðàë äåéñòâèÿ äëÿ êîòîðîé èìååò âèä

S =
∫

Λ
(

q,
∂q

∂xi

)
dV dt =

1
c

∫
ΛdΩ, (169)

ãäå Λ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò âåëè÷èí q, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.
Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó

∫
Λ dV � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Λ �

ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
îäíó âåëè÷èíó q. Îáîçíà÷èì q, i ≡ ∂q/∂xi. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ S:

δS =
1
c

∫ (
∂Λ
∂q

δq +
∂Λ
∂q, i

δq, i

)
=

1
c

∫ [
∂Λ
∂q

δq +
∂

∂xi

(
∂Λ
∂q, i

δq

)
− δq

∂

∂xi

∂Λ
∂q, i

]

Âòîðîé ÷ëåí èñ÷åçàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó (ò-ìà
Ãàóññà) è ìû íàõîäèì ¾óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ¿:

∂

∂xi

∂Λ
∂q, i

− ∂Λ
∂q

= 0 (170)

Äàëåå ïèøåì
∂Λ
∂xi

=
∂Λ
∂q

∂q

∂xi
+

∂Λ
∂q, k

∂q, k

∂xi

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (170) è çàìå÷àÿ, ÷òî q,k,i = q,i,k, íàõîäèì

∂Λ
∂xi

=
∂

∂xk

(
∂Λ
∂q,k

)
q,i +

∂Λ
∂q,k

∂q,i

∂xk
=

∂

∂xk

(
q,i

∂Λ
∂q,k

)
.

Çàìåíèâ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

∂Λ
∂xi

= δk
i

∂Λ
∂xk

è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
T k

i = q,i
∂Λ
∂q,k

− δk
i Λ, (171)
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íàïèøåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå

∂T k
i

∂xk
= 0. (172)

Åñëè èìååòñÿ íå îäíà à íåñêîëüêî âåëè÷èí q(l), òî

T i
k =

∑

l

q
(l)
,i

∂Λ

∂q
(l)
,k

− δk
i Λ. (173)

Óðàâíåíèå (172) (äèâåðãåíöèÿ, íî òåíçîðà ïî îäíîìó èíäåêñó) ýêâèâàëåíòíî
óòâðåæäåíèþ

P i = const ·
∫

T ik dSk.

Ýòîò âåêòîð äîëæåí áûòü îòîæäåñòâëåí ñ 4-èìïóëüñîì ñèñòåìû. Êîíñòàíòó
ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû P 0 áûëà ïî-ïðåæíåìó ðàâíà ýíåðãèè ñèñòåìû, äåëåí-
íîé íà c.

P 0 = const ·
∫

T 0k dSk = const ·
∫

T 00 dV,

åñëè èíòåãðèðîâàòü ïî ãèïåðïëîñêîñòè x0 = const. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñî-
ãëàñíî (171)

T 00 = q̇
∂Λ
∂q̇

− Λ,

ãäå q̇ ≡ ∂q/∂t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ôîðìóëîé, ñâÿçûâàþùåé ýíåðãèè
ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, ýòó âåëè÷èíó íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü
ýíåðãèè, è ïîýòîìó

∫
T 00dV � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Ò.î.

P i =
1
c

∫
T ik dSk. (174)

Òåíçîð T ik íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèñòåìû.

19.2 Ñìûñë êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
Ñóùåñòâóåò íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè T ik (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé
âåëè÷èíû). Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 4-
òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà âûðàæàëñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

M ik =
∫

(xidP k − xkdP i) =
1
c

∫
(xiT kl − xkT il)dSl, (175)

ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò

T ik = T ki. (176)

Åñëè ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ãèïåðïëîñêîñòè x0 = const, òî

P i =
1
c

∫
T i0 dV. (177)
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Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû Pα îáðàçóþò 3-âåêòîð èìïóëüñà ñèñòåìû, à
c · P 0 � ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó âåêòîð

1
c
Tα0

íàçîâåì ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà, à

W = T 00

� ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè.
Âûÿñíèì ñìûñë îñòàëüíûõ êîìïîíåíò, âûïèñàâ óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ (172),
îòäåëèâ ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ïðîèçâîäíûå:

1
c

∂T 00

∂t
+

∂T 0α

∂xα
= 0,

1
c

∂Tα0

∂t
+

∂Tαβ

∂xβ
= 0. (178)

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî íåêîòîðîìó îáúåìó ïðîñòðàíñòâà V , èìååì

1
c

∂

∂t

∫
T 00dV +

∫
∂T 0α

∂xα
dV = 0,

ïðåîáðàçóÿ âòîðîé èíòåãðàë ïî òåîðåìå Ãàóññà:

1
c

∂

∂t

∫
T 00dV = −c

∮
T 0αdfα. (179)

Ñëåâà � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè â îáúåìå V , ñïðàâà � êîëè÷åñòâî ýíåð-
ãèè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ãðàíèöó ýòîãî îáúåìà. Âåêòîð S ñ ñîñòàâëÿþùèìè

cT 0α

� ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, ïðîòåêàþùåãî â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäè-
íèöó ïîâåðõíîñòè.
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (178) àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

∂

∂t

∫
1
c
Tα0dV = −

∮
Tαβdfβ . (180)

Ñëåâà � èçìåíåíèå èìïóëüñà ñèñòåìû â îáúåìå V â åäèíèöó âðåìåíè, ïî-
ýòîìó

∮
Tαβdfβ � êîëè÷åñòâî èìïóëüñà, âûòåêàþùåãî â åäèíèöó âðåìåíè èç

ýòîãî îáúåìà. Tαβ ñîñòàâëÿþò 3-òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà, îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç −σαβ (òåíçîð íàïðÿæåíèé).
Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè (ñêàëÿðà) � âåêòîð, ïëîòíîñòü ïîòîêà èìïóëüñà
(âåêòîðà) � òåíçîð. Îêîí÷àòåëüíî

T ik =




W Sx/c Sy/c Sz/c
Sx/c −σxx −σxy −σxz

Sy/c −σyx −σyy −σyz

Sz/c −σzx −σzy −σzz


 . (181)
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Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà ðàâåí

Tik = (p + ε)uiuk − pgik. (182)

Ïîòîê èìïóëüñà ÷åðåç ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè òåëà � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
ýòîò ýëåìåíò, ïîýòîìó −σαβ dfβ åñòü α-êîìïîíåíòà ñèëû. Â ÑÎ, â êîòîðîé
òåëî ïîêîèòñÿ, èìååò ìåñòî çàêîí Ïàñêàëÿ: σαβdfβ = −p dfα, îòêóäà òåíçîð
íàïðÿæåíèé σαβ = −p δαβ . ×òî êàñàåòñÿ êîìïîíåíò Tα0, òî â ðàññìàòðè-
âàåìîé ÑÎ îíè ðàâíû 0. Êîìïîíåíòà T 00 ðàâíà ïëîòíîñòè ýíåðãèè òåëà
ε, à ε/c2 � ïëîòíîñòü ìàññû. Ò.î., â ðàññìàòðèâàåìîé ÑÎ òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà äëÿ äàííîãî ó÷àñòêà òåëà èìååò âèä

T ik =




ε 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


 (183)

19.3 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â êðèâîëèíåéíîé ÑÊ
Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðàë (169) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

S =
1
c

∫
Λ
√−g dΩ. (184)

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è íà çàäàííîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè.
Äàäèì íîâûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé ñðàçó
ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷íîìó âûðàæåíèþ. Ïðîèçâåäåì â (184) ïðåîáðàçîâà-
íèå îò êîîðäèíàò xi ê x′i = xi + ξi, ãäå ξi � ìàëûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì
ïðåîáðàçîâàíèè êîìïîíåíòû gik ïðåîáðàçóþòñÿ, ñîãëàñíî

g′ik(x′l) = glm(xl)
∂x′i

∂xl

∂x′k

∂xm
= glm

(
δi
l +

∂ξi

∂xl

)(
δk
m +

∂ξk

∂xm

)

≈ gik(xl) + gim ∂ξk

∂xm
+ gkl ∂ξi

∂xl
.

×òîáû ïðèâåñòè òåíçîðû g′ik è gik ê ôóíêöèÿì îò îäíèõ êîîðäèíàò, ðàçëî-
æèì g′ik(xl + ξl) ïî ñòåïåíÿì ξl. Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âûñøåãî ïîðÿäêà ïî
ξl, íàõîäèì

g′ik(xl) = gik(xl)− ξl ∂gik

∂xl
+ gil ∂ξk

∂xl
+ gkl ∂ξi

∂xl
.

Ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òðè ïîñëåäíèõ
÷ëåíà ìîãóò áûòü íàïèñàíû â âèäå ξi;k + ξk;i, ò.î. íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

g′ik = gik + δgik, δgik = ξi;k + ξk;i. (185)
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g′ik = gik + δgik, δgik = −ξi;k − ξk;i. (186)
Ïîñêîëüêó äåéñòâèå S � ñêàëÿð, îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÑÊ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû íàéäåì âàðèàöèþ δS ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÑÊ. Ïóñòü q
� îáîçíà÷àþò âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå òó ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, ê êîòîðîé
îòíîñèòñÿ äåéñòâèå S. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò âåëè÷èíû q ìåíÿþò-
ñÿ íà δq. Îäíàêî ïðè âû÷èñëåíèè δS ìîæíî íå ïèñàòü ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ
èçìåíåíèÿìè q. Â ñèëó ¾óðàâíåíèé äâèæåíèÿ¿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ýòè ÷ëå-
íû âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ (ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè S ïî âåëè÷èíàì
q). Äîñòàòî÷íî âûïèñàòü ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèå gik. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Ãàóññà è ïîëàãàÿ íà ãðàíèöàõ èíòåãðèðîâàíèÿ δgik = 0, íàõîäèì

δS =
1
c

∫ (
∂
√−gΛ
∂gik

δgik +
∂
√−gΛ

∂ ∂gik

∂xl

δ
∂gik

∂xl

)
dΩ =

=
1
c

∫ (
∂
√−gΛ
∂gik

− ∂

∂xl

∂
√−gΛ

∂ ∂gik

∂xl

)
δgik dΩ

Ââåäåì òåïåðü îáîçíà÷åíèå

1
2
√−g Tik =

∂
√−gΛ
∂gik

− ∂

∂xl

∂
√−gΛ

∂ ∂gik

∂xl

, (187)

òîãäà δS ïðèìåò âèä

δS =
1
2c

∫
Tik δgik√−g dΩ = − 1

2c

∫
T ik δgik

√−g dΩ. (188)

Çàìå÷àåì, ÷òî gikδgik = −gikδgik, è ïîýòîìó T ikδgik = −Tikδgik. Ïîäñòàâëÿÿ
ñþäà âûðàæåíèå (185) äëÿ δgik è ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé Tik ïîëó÷àåì:

δS =
1
2c

∫
Tik(ξi;k + ξk;i)

√−g dΩ =
1
c

∫
Tikξi;k√−g dΩ.

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δS =
1
c

∫
(T k

i ξi);k
√−g dΩ−

∫
1
c
T k

i;kξi√−g dΩ. (189)

Ïåðâûé èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ (111) ìîæåò áûòü íàïèñàí â âèäå

1
c

∫
∂

∂xk
(
√−g T k

i ξi)dΩ

è ïðåîáðàçîâàí â èíòåãðàë ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöàõ
èíòåãðèðîâàíèÿ ξi îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî ýòîò èíòåãðàë èñ÷åçàåò. Ïðèðàâ-
íèâàÿ δS íóëþ, íàõîäèì:

δS = −1
c

∫
T k

i;kξi√−g dΩ = 0.
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Â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè ξi îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T k
i k = 0. (190)

Ñðàâíèâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ (172), ìû âèäèì, ÷òî òåíçîð Tik äîëæåí áûòü
îòîæäåñòâëåí ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïî-ïðåæíåìó, äëÿ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ òåë òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà ðàâåí

Tik = (p + ε)uiuk − pgik. (191)

Îòìåòèì, ÷òî T00 > 0.
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20 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà
20.1 Âûâîä óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
δ(Sm + Sg) = 0, Sg è Sm � äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìàòåðèè. Âà-
ðüèðîâàíèþ ïîäëåæàò âåëè÷èíû gik. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ δSg:

δ

∫
R
√−gdΩ = δ

∫
gikRik

√−gdΩ =

=
∫

(Rik

√−g δgik + Rikgikδ
√−g + gik√−gδRik) dΩ.

Ïîäñòàâëÿÿ (106)

δ
√−g = − 1

2
√−g

δg = −1
2
√−ggikδgik,

íàõîäèì

δ

∫
R
√−g dΩ =

∫ (
Rik − 1

2
gikR

)
δgik√−g dΩ +

∫
gikδRik

√−g dΩ. (192)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ δRik çàìåòèì, ÷òî δΓi
kl îáðàçóþò òåíçîð ( δΓi

klAk dxl �
ðàçíîñòü âåêòîðîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âåêòîðîâ â
îäíó òî÷êó � âåêòîð). Âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷åñêîé ÑÊ (âñå Γi

kl =
0), ñ ïîìîùüþ (159) äëÿ Rik èìååì (ïîìíÿ, ÷òî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò gik

ðàâíû òåïåðü 0):

gik δRik = gik

(
∂

∂xl
δΓl

ik −
∂

∂xk
δΓl

il

)
= gik ∂

∂xl
δΓl

ik − gil ∂

∂xl
δΓk

ik =
∂wl

∂xl
,

ãäå
wl = gikδΓl

ik − gilδΓl
lk.

Ïîñêîëüêó wl � âåêòîð, òî ìû ìîæåì íàïèñàòü ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â
ëþáîé ÑÊ:

gikδRik =
1
−g

∂

∂xl
(
√−gwl).

Ñëåäîâàòåëüíî âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (192) ðàâåí
∫

gikδRik

√−g dΩ =
∫

∂
√−gwl

∂xl
dΩ.

è ïî òåîðåìå Ãàóññà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â èíòåãðàë îò wl ïî ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùèé âåñü 4-îáúåì. Ïîñêîëüêó íà ïðåäåëàõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âàðèàöèÿ ïîëÿ ðàâíà 0, òî âåñü èíòåãðàë èñ÷åçàåò. Ò.î.

δSg = − c3

16πk

∫ (
Rik − 1

2
gikR

)
δgik√−gdΩ. (193)
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Ìîæíî áûëî áû èñõîäèòü äëÿ äåéñòâèÿ ïîëÿ èç âûðàæåíèÿ:

Sg = − c3

16πk

∫
G
√−g dΩ,

òîãäà ìû ïîëó÷èëè áû

δSg = − c3

16πk

∫ (
∂(G

√−g)
∂gik

− ∂

∂xl

∂(G
√−g)

∂ ∂gik

∂xl

)
δgikdΩ.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (193), íàõîäèì

Rik − 1
2
gikR =

1√−g

(
∂(G

√−g)
∂gik

− ∂

∂xl

∂(G
√−g)

∂ ∂gik

∂xl

)
. (194)

Äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ìàòåðèè ñîãëàñíî (188)

δSm =
1
2c

∫
Tikδgik√−g dΩ. (195)

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë îáû÷íî äëÿ Tik íàäî ïèñàòü âûðàæåíèå (191).
Èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ δSm + δSg = 0 íàõîäèì

− c3

16πk

∫ (
Rik − 1

2
gikR− 8πk

c4
Tik

)
δgik√−gdΩ = 0,

îòêóäà â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè δgik

Rik − 1
2
gikR =

8πk

c4
Tik, (196)

èëè â ñìåøàííûõ êîìïîíåíòàõ

Rik − 1
2
δk
i R =

8πk

c4
T k

i . (197)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ � îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ÎÒÎ.
Èõ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà.
Óïðîùàÿ (197) ïî èíäåêñàì i è k, íàõîäèì (T i

i ≡ T ):

R = −8πk

c4
T. (198)

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ïîëÿ ìîæíî íàïèñàòü òàêæå â âèäå

Rik =
8πk

c4

(
Tik − 1

2
gikT

)
. (199)

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íåëèíåéíû � íåñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè
(òîëüêî ïðèáëèæåííî äëÿ ñëàáûõ ïîëåé).
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Â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå Tik = 0 è óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñâîäÿòñÿ
ê

Rik = 0. (200)
Íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå (äëÿ ýòîãî òðåáóåò-
ñÿ Riklm = 0) Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ÝÌ-ïîëÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
T i

i = 0, ò.î. ïðè íàëè÷èè îäíîãî òîëüêî ÝÌ-ïîëÿ (áåç ãðàâèòèðóþùèõ ìàññ)
ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàâíà 0.
Èçâåñòíî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâíà 0:

T k
i; k = 0. (201)

Ïîýòîìó ðàâíà íóëþ è äèâåðãåíöèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (197). Ò.î. óðàâ-
íåíèÿ ñîäåðæàò â ñåáå íå òîëüêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íî è çàêîíû ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è äâèæå-
íèÿ ìàòåðèè ñëåäóåò äîáàâèòü åùå è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà (ñâÿçû-
âàþùåå äàâëåíèå è ïëîòíîñòü, à òàêæå òåìïåðàòóðó, íî ïîñëåäíåå â òåîðèè
òÿãîòåíèÿ îáû÷íî íåñóùåñòâåííî).
×åòûðå êîîðäèíàòû xi ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû ïðîèçâîëüíîìó ïðåîáðà-
çîâàíèþ, ïîýòîìó íåçàâèñèìûìè îñòàþòñÿ øåñòü èç âåëè÷èí gik. Â ñèëó
uiu

i = 1, îñòàåòñÿ òîëüêî òðè íåçàâèñèìûõ âåëè÷èíû èç 4-ñêîðîñòè, âõî-
äÿùåé â òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì 10 óðàâíåíèé
ïîëÿ äëÿ 10 íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí:

• 6 èç êîìïîíåíò gik

• 3 èç êîìïîíåíò ui

• ïëîòíîñòü ìàòåðèè ε/c2

Äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïóñòîòå îñòàåòñÿ âñåãî 6 íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí
gik

20.2 Îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà. Îäíàêî â óðàâíåíèÿ âõîäÿò âòîðûå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò âòîðûå
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè íå îò âñåõ 10 êîìïîíåíò gik. Èç (153) âèäíî, ÷òî
−g̈αβ/2 ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî â êîìïîíåíòàõ R0α0β , âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò
êîìïîíåíò g0α è g00 âîîáùå îòñóòñòâóþò. ßñíî, ÷òî ïîëó÷àþùèéñÿ ïóòåì
óïðîùåíèÿ òåíçîð Rik òîæå ñîäåðæàò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ëèøü
îò øåñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò gαβ , êîòîðûå âõîäÿò ëèøü â óðàâ-
íåíèÿ

Rβ
α −

1
2
δβ
αR =

8πk

c4
T β

α . (202)

Óðàâíåíèÿ æå
R0

0 −
1
2
R =

8πk

c4
T 0

0 , R0
α =

8πk

c4
T 0

α, (203)
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ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ëèøü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Áîëåå òîãî, ëåâûå
÷àñòè óðàâíåíèé (203) íå ñîäåðæàò è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ġ0α è ġ00 (à ëèøü
ïðîèçâîäíûå ġαβ .
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äîëæíû çàäàâàòü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìàòåðèè è
òðåõ êîìïîíåíò åå ñêîðîñòè, à òàêæå åùå 4 âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâî-
áîäíîå (íå ñâÿçàííîå ñ ìàòåðèåé) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (âñåãî 8 âåëè÷èí),
äëÿ ñâîáîäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïóñòîòå, îñòàåòñÿ âñåãî 4 ïîñëåäíèå
âåëè÷èíû.

21 Ïñåâäîòåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ

Ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëü-
ñà ìàòåðèè âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂T ik

∂xk
= 0,

îáîáùåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèå (190):

T k
i; k =

1√−g

∂(T k
i

√−g)
∂xk

− 1
2

∂gkl

∂xi
T kl = 0. (204)

Â òàêîì âèäå, ýòî óðàâíåíèå íå âûðàæàåò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Â ãðàâèòàöè-
îííîì ïîëå äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ íå 4-èìïóëüñ îäíîé ìàòåðèè, à 4-èìïóëüñ
ìàòåðèè âìåñòå ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîé âåëè÷èíû
âûáåðåì ÑÊ òàê, ÷òîáû â íåêîòîðîé òî÷êå âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå gik ïî
êîîðäèíàòàì îáðàòèëèñü â íóëü, òîãäà â ýòîé òî÷êå âòîðîé ÷ëåí óðàâíåíèÿ
(204) îáðàòèòñÿ â íóëü, à √−g ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé:

∂

∂xk
T k

i = 0èëè ∂

∂xk
T ik = 0.

Âåëè÷èíû, òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó óðàâíåíèþ, ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå

T ik =
∂

∂xl
ηikl,

ãäå
ηikl = −ηilk.

Íåòðóäíî ïðèâåñòè T ik ê òàêîìó âèäó. Èñõîäÿ èç óðàâíåíèé ïîëÿ:

T ik =
c4

8πk

(
Rik − 1

2
gikR

)
,

à äëÿ Rik èìååì, ñîãëàñíî (153):

Rik =
1
2
gimgkpgln

(
∂2glp

∂xm∂xn
+

∂2gmn

∂xl∂xp
− ∂2gln

∂xm∂xp
− ∂2gmp

∂xl∂xn

)
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Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé òåíçîð T ik ìîæåò ïðèâåäåí ê âèäó

T ik =
∂

∂xl

{
c4

16πk

1
−g

∂

∂xm

[
(−g)(gikglm − gilgkm)

]}
.

Ñòîÿùåå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ êàê ðàç è åñòü ηikl. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

hikl =
∂

∂xm
λiklm, (205)

λiklm =
c4

16πk
(−g)(gikglm − gilgkm); (206)

Âåëè÷èíû hikl àíòèñèììåòðè÷íû ïî äâóì ïîñëåäíèì èíäåêñàì:

hikl = −hilk. (207)

Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü
∂hikl

∂xl
= (−g)T ik,

ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè ∂gik/∂xl = 0. Â ïðî-
èçâîëüíîé ÑÊ îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ∂hikl/∂xl − (−g)T ik ÷åðåç (−g)tik, òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ:

(−g)(T ik + tik) =
∂hikl

∂xl
. (208)

tik � ñèììåòðè÷åí:
tik = tki. (209)

tik ÿâíî âûðàæàåòñÿ (äîâîëüíî ãðîìîçäêî) ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
èëè ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Âåëè÷èíû tik íå
îáðàçóþò òåíçîðà, îäíàêî âåäóò ñåáÿ êàê òåíçîð ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîðäèíàò (êàê è Γi

kl).
Èç îïðåäåëåíèÿ (208) ñëåäóåò:

∂

∂xk
(−g)(T ik + tik) = 0. (210)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

P i =
1
c

∫
(−g)(T ik + tik) dSk. (211)

Ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ äàííûé
èíòåãðàë ïåðåõîäèò â îáû÷íûé 4-èìïóëüñ ìàòåðèè. Ïîýòîìó âåëè÷èíû (211)
äîëæíû áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ïîëíûì 4-èìïóëüñîì ìàòåðèè âìåñòå ñ ãðà-
âèòàöèîííûì ïîëåì. Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí tik íàçûâàþò ïñåâäîòåíçîðîì
ýíåðãèè èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
Èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü ïî ëþáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè
ïî x0 = const:

P i =
1
c

∫
(−g)(T i0 + ti0) dV. (212)
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Ñèììåòðèÿ ïî èíäåêñàì i, k îçíà÷àåò, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ è4-ìîìåíò èìïóëüñà:

M ik =
∫

(xidP k − xkdP i) =
1
c

∫ [
xi(T kl + tkl)− xk(T il + til)

]
(−g)dSl.

(213)
Âûáèðàÿ ÑÊ, èíåðöèàëüíóþ â äàííîì ýëåìåíòå îáúåìà, ìîæíî îáðàòèòü
âñå tik â íóëü, ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî ïîëó÷èòü îòëè÷íûå îò íóëÿ tik

â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèâîëèíåéíîé ÑÊ. Íå èìååò
ñìûñëà ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííîé ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå!
Âåëè÷èíû æå P i èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ñìûñë: âûäåëèì îáëàñòü ïðî-
ñòðàíñòâà, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ðàññìàòðèâàåìûå ìàññû. Â 4-ïðîñòðàíñòâå
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îáëàñòü ïðîðåçûâàåò ¾êàíàë¿, âíå êàíàëà ïîëå óáûâàåò,
òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ïëîñêîìó. Â ñîãëà-
ñèè ñ ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì âåëè÷èíû P i îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû îò ÑÊ
âíóòðè êàíàëà. Òàê êàê tik ÿâëÿþòñÿ òåíçîðîì ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì ÑÊ, òî è P i îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì, â ÷àñòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà.
4-èìïóëüñ ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäå èíòåãðàëà ïî óäàëåííîé òðåõìåðíîé
ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé âñå ¾ïðîñòðàíñòâî¿. Ïîäñòàâèâ (208) â (211),
íàõîäèì

P i =
1
c

∫
∂hikl

∂xl
dSk.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
P i =

1
2c

∮
hikldf∗kl. (214)

Åñëè â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â (211) âûáðàòü ãèïåðïîâåðõíîñòü
x0 = const, òî ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïîâåðõíîñòüþ:

P i =
1
c

∮
hi0αdfα. (215)

Çàìåòèì, ÷òî êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, âåëè÷èíû hi0α óáûâàþò â ñòàöè-
îíàðíîì ñëó÷àå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òåë ïî çàêîíó 1/r2, òàê ÷òî
èíòåãðàë (215) îñòàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè óäàëåíèè ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

M ik =
1
c

∮
(xihk0α − xkhi0α + λi0αk) dfα. (216)
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22 Ñèíõðîííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà
22.1 Ïîñòðîåíèå ñèíõðîííîé ÑÎ
Óñëîâèå, äîïóñêàþùåå ñèíõðîíèçàöèþ õîäà ÷àñîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà g0α = 0, åñëè êðîìå òîãî g00 = 1, òî âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà x0 = t
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííîå âðåìÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà7. Ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

g00 = 1, g0α = 0 (217)

íàçîâåì ñèíõðîííîé. Ýëåìåíò èíòåðâàëà â òàêîé ÑÎ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ds2 = dt2 − γαβdxαdxβ , (218)

ïðè÷åì
γαβ = −gαβ . (219)

Â ñèíõðîííîé ÑÎ ëèíèè âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè â 4-
ïðîñòðàíñòâå. 4-âåêòîð ui = dxi/ds êàñàòåëüíûé ê ìèðîâîé ëèíèè x1, x2,
x3 = const, èìååò ñîñòàâëÿþùèå uα = 0, u0 = 1 è àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâî-
ðÿåò ãåîäåçè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

dui

ds
+ Γi

klu
kul = Γi

00 = 0,

ïîñêîëüêó ïðè óñëîâèÿõ (217) Γα
00, Γ0

00 ðàâíû íóëþ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ëèíèè íîðìàëüíû ê ãèïåðïîâåðõíîñòÿì t = const. 4-
âåêòîð íîðìàëè ê òàêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ni = ∂t/∂xi èìååò êîâàðèàíòíûå
êîìïîíåíòû nα = 0, n0 = 1, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïî-
íåíòû ïðè óñëîâèè (217) òîæå ðàâíû nα = 0, n0 = 1, ò.å. ñîâïàäàþò ñ
êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà ui êàñàòåëüíûõ ê ëèíèÿì âðåìåíè.
Îáðàòíî, ýòèìè ñâîéñòâàìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïîñòðîåíèÿ ñèíõðîííîé ÑÎ. Òàêîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíî âñåãäà (äà åùå è
íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè)! Àíàëèòè÷åñêè ïðåîáðàçîâàíèå ê ñèíõðîííîé ÑÎ
ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (îïóñòèì ïî-
êà).

22.2 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ÑÎ
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

καβ =
∂γαβ

∂t
. (220)

Ýòî 3-òåíçîð, ïåðåìåùåíèå çíà÷êîâ è êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ â 3-ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé γαβ . Îòìåòèì, ÷òî

κα
α = γαβ ∂γαβ

∂t
=

∂

∂t
ln γ, γ ≡ |γαβ | = −g. (221)

7â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëîæèì c = 1
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Äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ íàõîäèì âûðàæåíèÿ

Γ0
00 = Γα

00 = Γ0
0α = 0, Γ0

αβ =
1
2
καβ , Γα

0β =
1
2
κα

β , Γα
βγ = λα

βγ , (222)

ãäå λα
βγ � 3-ìåðíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, îáðàçîâàííûå èç òåíçîðà γαβ

âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëå (159) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ Rik:

R00 = −1
2

∂

∂t
κα

α −
1
4
κβ

ακα
β , R0α =

1
2
(κβ

α; β − κβ
β; α), (223)

Rαβ = Pαβ +
1
2

∂

∂t
καβ +

1
4
(καβκγ

γ − 2κγ
ακβγ).

Çäåñü Pαβ � òðåõìåðíûé òåíçîð Ðè÷÷è, ïîñòðîåííûé èç γαβ òàê æå, êàê è
Rik ñòðîèòñÿ èç gik.
Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà çàïèøåì â ñìåøàííûõ êîìïîíåíòàõ

R0
0 = −1

2
∂

∂t
κα

α −
1
4
κβ

ακα
β = 8πk

(
T 0

0 −
1
2
T

)
, (224)

R0
α =

1
2
(κβ

α; β − κβ
β; α) = 8πkT 0

α, (225)

Rβ
α = −P β

α −
1

2
√

γ

∂

∂t
(
√

γκβ
α) = 8πk

(
T β

α −
1
2
δβ
αT

)
. (226)

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ñèíõðîííûõ ñèñòåì îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ èõ íåñòàöèî-
íàðíîñòü: â òàêîé ñèñòåìå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííûì.
Â ïîñòîÿííîì ïîëå áûëî áû καβ = 0, ìåæäó òåì ïðè íàëè÷èè ìàòåðèè îá-
ðàùåíèå καβ ïðîòèâîðå÷èëî õîòÿ áû óðàâíåíèþ (224). Çàïîëíÿþùàÿ ïðî-
ñòðàíñòâî ìàòåðèÿ íå ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèí-
õðîííîé ÑÎ. ×àñòèöû ìàòåðèè, â êîòîðîé äåéñòâóþò ñèëû äàâëåíèÿ, íå
äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì! Èñêëþ÷åíèå ¾ïûëåâèäíàÿ¿ ìàòåðèÿ (p = 0),
÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (íàäî åùå, ÷òîáû è âðàùåíèÿ
íå áûëî).
Èç óðàâíåíèÿ (224) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà −g = γ
îáðàòèòñÿ â íóëü çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ëþáîì
ðàñïðåäåëåíèè ìàòåðèè ïîëîæèòåëüíî. Èç (191) èìååì

T 0
0 −

1
2
T =

1
2
(ε + 3p) +

(p + ε)v2

1− v2

Èç (224) èìååì
−R0

0 =
1
2

∂

∂t
κα

α +
1
4
κβ

ακα
β 6 0. (227)

Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

κβ
ακα

β > 1
3
(κα

α)2
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ìîæíî ïåðåïèñàòü (227) â âèäå

∂

∂t
κα

α +
1
6
(κα

α)2 6 0

èëè
∂

∂t

1
κα

α

> 1
6
. (228)

Îòñþäà ñëåäóåò, ïîñêîëüêó κα
α = ∂ ln γ/∂t, ÷òî îïðåäåëèòåëü γ îáðàùàåòñÿ â

íóëü (íå áûñòðåå, ÷åì t6). Íî ýòà îñîáåííîñòü � ôèêòèâíàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ÑÎ,
ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû (ïëîòíîñòü ìàòåðèè, èíâàðèàíòû òåíçîðà êðèâèçíû)
îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Â ñèíõðîííîé ÑÎ ëèíèè âðåìåíè íåïðåìåííî ïåðåñå-
êàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, íî ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé, à íå ôèçè÷åñêèé ýôôåêò.

23 Òåòðàäíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé Ýéí-
øòåéíà

Îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è � ãðîìîçäêàÿ ïðîöåäóðà. Îäèí èç
âûõîäîâ � âûðàæåíèå òåíçîðà êðèâèçíû â òåòðàäíîì âèäå.
Ââåäåì ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåïåðíûõ 4-âåêòîðîâ
ei
(a) (a � íîìåð âåêòîðà), ïîä÷èíåííûõ òðåáîâàíèþ

ei
(a)e(b)i = ηab, (229)

ãäå ηab � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ñèãíàòóðîé + � � �;
îáðàòíóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ηab (ηacηcb = δa

b ).
Íàðÿäó ñ òåòðàäîé âåêòîðîâ ei

(a), ââåäåì ÷åòâåðêó âçàèìíûõ ñ íèìè âåê-
òîðîâ e(a)i, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè

e
(a)
i ei

(b) = δa
b , (230)

ò.å. êàæäûé èõ âåêòîðîâ e
(a)
i îðòîãîíàëåí òðåì âåêòîðàì ei

(b) ñ b 6= a. Óìíî-
æèâ (230) íà ek

(a), ïîëó÷èì (ek
(a)e

(a)i)ei
(b) = ej

(b), îòêóäà âèäíî, ÷òî

e
(a)
i ek

(a) = δk
i . (231)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ei
(a)e(c)i = ηac íà ηbc, ïîëó÷èì

ei
(a)(η

bce(c)i) = δb
a;

ñðàâíèâ ñ (230), íàõîäè, ÷òî

e
(b)
i = ηbce(c)i, e(b)i = ηbce

(c)
i . (232)

Ò.å. îïóñêàíèå è ïîäíèìàíèå ðåïåðíûõ èíäåêñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöàìè
ηbc è ηbc. Çíà÷åíèå ðåïåðíûõ âåêòîðîâ â òîì, ÷òî ÷åðåç íèõ ìîæåò áûòü
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âûðàæåí ìåòðè÷åñêèé òåíçîð: èìååì e
(a)
i = gila

(a)l; óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî
íà e(a)k è èñïîëüçîâàâ (231) è (232), íàéäåì:

gik = e(a)ie
(a)
k = ηabe

(a)
i e

(b)
k . (233)

Êâàäðàò ýëåìåíòà èíòåðâàëà ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì (233) ïðèíèìàåò âèä

ds2 = ηab(e
(a)
i dxi)(e(b)

k dxk). (234)

Ìàòðèöà ηab � ïðîèçâîëüíà, íàèáîëåå åñòåñòâåííî � ¾ãàëèëååâà¿ ôîðìà
(1,−1,−1,−1), ïðè ýòîì ðåïåðíûå âåêòîðû âçàèìíî îðòîãîíàëüíû (îäèí
� âðåìåíèïîäîáåí, òðè � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíû). Íî ýòî íà îáÿçàòåëüíî,
â ñèëó îñîáåííîñòåé çàäà÷è (ñèììåòðèè ìåòðèêè), ìîæíî âûáðàòü è íåîð-
òîãîíàëüíóþ òåòðàäó.
Òåòðàäíûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà Ai (è òåíçîðîâ, àíàëîãè÷íî) îïðåäåëÿþò-
ñÿ êàê ¾ïðîåêöèè¿ íà ðåïåðíûå 4-âåêòîðû:

A(a) = ei
(a)Ai, A(a) = e

(a)
i Ai = η(ab)A(b). (235)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ai = e
(a)
i A(a), Ai = ei

(a)A
(a). (236)

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ¾âäîëü íàïðàâëåíèÿ a¿:

ϕ,(a) = ei
(a)

∂ϕ

∂xi
.

Îïðåäåëèì ¾êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è¿:

γabc = e(a)i; kei
(b)e

k
(c) (237)

è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

λabc = γabc − γacb =

= (e(a))i; k − e(a))k; i)ei
(b)e

k
(c) = (e(a))i, k − e(a))k, i)ei

(b)e
k
(c). (238)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (114). Îáðàòíîå âûðàæåíèå:

γabc =
1
2
(λabc + λbca − λcab). (239)

Ýòè âåëè÷èíû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè

γabc = −γbac, λabc = λacb. (240)

Îïðåäåëåíèå òåòðàäíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû. Íàäî èñõîäèòü èç
îïðåäåëåíèÿ (150), ïðèìåíåííîãî ê êîâàðèàíòíûì ïðîèçâîäíûì ðåïåðíûõ
âåêòîðîâ:

e(a)i; k; l − e(a)i; l; k = em
(a)Rmikl
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èëè
R(a)(b)(c)(d) = (e(a)i; k; l − e(a)i; l; k)ei

(b)e
k
(c)e

l
(d).

Ýòî âûðàæåíèå ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç γabc, ïîëüçóÿñü e(a)i; k = γabce
(b)ie(c)k è

òåì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû γabc ñîâïàäàåò
ñ åå ïðîñòîé ïðîèçâîäíîé:

R(a)(b)(c)(d) = γabc,d − γabd,c + γabf (γf
cd − γf

dc) + γafcγ
f
bd − γafdγf

bc, (241)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì γa
bc = ηadγdbc. Óïðîùåíèå ïî ïàðå

èíäåêñîâ a è c äàåò èñêîìûå òåòðàäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è:

R(a)(b) = −1
2
(λ c

ab ,c + λ c
ba ,c + λc

ab,c + λc
cb,a) + λcd

bλcda + λcd
bλdca−

−1
2
(λ cd

b λacd + λc
cdλ

d
ab + λc

cdλ
d

ba ). (242)

24 Çàêîí Íüþòîíà
Ìàëûå ñêîðîñòè ÷àñòèö è ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ.

g00 = 1 +
2ϕ

c2

Äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæå-
íèåì T k

i = µc2uiu
k, ãäå µ � ïëîòíîñòü ìàññû òåëà (ñóììà ìàññ ïîêîÿ ÷àñòèö

â åäèíèöå îáúåìà). Äëÿ ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü uα = 0,
u0 = u0 = 1. Èç âñåõ êîìïîíåíò T k

i îñòàåòñÿ òîëüêî

T 0
0 = µc2, T i

i = T = µc2 (243)

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íàïèøåì â ôîðìå (199):

Rik =
8πk

c4

(
Tik − 1

2
gikT

)
.

ïðè i=k=0
R0

0 =
4πk

c2
µ.

Ïðè âû÷èñëåíèè R0
0 ïî îáùåé ôîðìóëå (159), çàìå÷àåì, ÷òî ÷ëåíû, ñîäåð-

æàùèå ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èí Γi
kl, èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè. ×ëåíû,

ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî x0 = ct ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðî-
èçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòàì aα. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ R0

0 = R00 = ∂Γα
00/∂xα.

Ïîäñòàâëÿÿ
Γα

00 ≈ −1
2
gαβ ∂g00

∂xβ
=

1
c2

∂ϕ

∂xα
,

íàõîäèì
R0

0 =
1
c2

∂ϕ

∂xα
≡ 1

c2
4ϕ.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äàþò:

4ϕ = 4πkµ. (244)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå
- óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Åãî ðåøåíèå:

ϕ = −k

∫
µ

r
dV, (245)

â ÷àñòíîñòè äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ îäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m:

ϕ = −km

r
, (246)

ñëåäîâàòåëüíî ñèëà F = −m′ ∂ϕ
∂r , äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ìàññîé m′, ðàâíà

F = −k
mm′

r2
. (247)

Ýòî � çàêîí òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà!

25 Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå

Ðàññìîòðèì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå: öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì äîëæíî áûòü
íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå, íî è äâèæåíèå âåùåñòâà! Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, ò.å. âûðàæåíèå äëÿ èíòåðâàëà ds, äîëæíà áûòü îäèíàêîâà âî âñåõ
òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà. Â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ýòî ðàññòîÿíèå � ðàäèóñ-âåêòîð, â íååâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
(ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ) íåò âåëè÷èíû, êîòîðàÿ îáëàäàëà áû
ñâîéñòâîì ðàäèóñ-âåêòîðà (îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
è äåëåíîé íà 2π äëèíå îêðóæíîñòè). Ïîýòîìó âûáîð ¾ðàäèóñ-âåêòîðà¿ òå-
ïåðü ïðîèçâîëåí.
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ íàèáîëåå îáùèì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì
âûðàæåíèåì äëÿ ds2 ÿâëÿåòñÿ

ds2 = h(r, t) dr2 + k(r, t)(sin2 θ · dϕ2 + dθ2) + l(r, t) dt2 + a(r, t) dr dt, (248)

ãäå a, h, k, l � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò ¾ðàäèóñ-âåêòîðà¿ r è ¾âðåìåíè¿ t. Â
âèäó ïðîèçâîëüíîñòè â âûáîðå ÑÎ â ÎÒÎ, ìû ìîæåì ïîäâåðãíóòü êîîðäè-
íàòû ëþáîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, íå íàðóøàþùåìó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè
ds; ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåò ïðåîáðàçîâàòü êîîðäèíàòû êîîðäèíàòû r è t
ïîñðåäñòâîì ôîðìóë

r = f1(r′, t′), t = f2(r′, t′),

ãäå f1, f2 � ëþáûå ôóíêöèè îò íîâûõ êîîðäèíàò r′, t′. Âûáåðåì êîîðäèíàòó
r è âðåìÿ t ò.î., ÷òîáû êîýôôèöèåíò (a, r) îáðàòèëñÿ â íóëü, à êîýôôèöèåíò
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k(r, t) = r2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð r îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû
äëèíà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò áûëà ðàâíà 2πr. Îñòàëü-
íûå âåëè÷èíû óäîáíî áóäåò çàïèñàòü êàê h = −eλ, l = c2eν , ãäå λ è ν �
íåêîòîðûå ôóíêöèè îò r è t:

ds2 = eνc2dt2 − r2(dθ2 + sin2 θ · dϕ2)− eλdr2. (249)

Ïîäðàçóìåâàÿ ïîä x0, x1, x2, x3 ñîîòâåòñòâåííî ct, r, θ, ϕ, ìû èìååì ñëåäî-
âàòåëüíî äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

g00 = eν , g11 = −eλ, g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

g00 = e−ν , g11 = −e−λ, g22 = −r−2, g33 = −r−2 sin−2 θ.

Ïî ôîðìóëå (105) íàéäåì âåëè÷èíû Γi
kl (øòðèõ � äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî

r, à òî÷êà íàä áóêâîé � äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ct):

Γ1
11 =

λ′

2
, Γ0

10 =
ν′

2
, Γ2

33 = − sin θ cos θ, Γ0
11 =

λ̇

2
eλ−ν ,

Γ1
22 = −re−λ, Γ1

00 =
ν′

2
eλ−ν , Γ2

12 = Γ3
13 =

1
r
. (250)

Γ3
23 = ctg θ, Γ0

00 =
ν̇

2
, Γ1

10 =
λ̇

2
, Γ1

33 = −r sin2 θe−λ.

Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû Γi
kl (êðîìå òåõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâ-

êîé èíäåêñîâ k, l) ðàâíû íóëþ. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé íàäî âû÷èñëèòü
ïî ôîðìóëå (159) êîìïîíåíòû òåíçîðà Ri

k. Çàòåì ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðè-
âîäÿò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

8πk

c4
T 1

1 = −e−λ

(
ν′

r
+

1
r2

)
+

1
r2

, (251)

8πk

c4
T 2

2 =
8πk

c4
T 3

3 =

= −1
2
e−λ

(
ν′′ +

v2

2
+

ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1
2
e−ν

(
λ̈ +

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)
, (252)

8πk

c4
T 0

0 = −e−λ

(
1
r2
− λ′

r

)
+

1
r2

, (253)

8πk

c4
T 1

0 = −e−λ λ′

r
. (254)

îñòàëüíûå êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (197) òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â 0.
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Óðàâíåíèÿ (251)�(254) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû äî êîíöà â î÷åíü âàæ-
íîì ñëó÷àå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ â ïóñòîòå, ò.å. âíå ñîçäàþùèõ
åãî ìàññ. Ïîëàãàÿ â ýòîì ñëó÷àå T i

k = 0, ïîëó÷èì:

e−λ

(
ν′

r
+

1
r2

)
− 1

r2
= 0, (255)

e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1
r2

= 0, (256)

λ̇ = 0 (257)
Óðàâíåíèå (252) íå âûïèñûâàåòñÿ, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëü-
íûõ òðåõ óðàâíåíèé. Èç (257) ñëåäóåò, ÷òî λ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ñêëà-
äûâàÿ (255) è (256), íàõîäèì λ′ + ν′ = 0, ò.å.

λ + ν = f(t), (258)

ãäå f(t) � ôóíêöèÿ òîëüêî îò t. Âûáðàâ èíòåðâàë â âèäå (249), ìû îñòà-
âèëè çà ñîáîé âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè âèäà
t = f(t′). Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ïðèáàâëåíèþ ê ν ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè âðåìåíè, ñ åãî ïîìîùüþ âñåãäà ìîæíî îáðàòèòü f(t) â 0, ò.å.
ìîæíî ñ÷èòàòü λ + ν = 0. Îòìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîëå â
ïóñòîòå àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêèì.
Óðàâíåíèå (256) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò:

e−λ = eν = 1 +
const

r
. (259)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü ïðè r → ∞ e−λ = eν = 1, ò.å. âäàëè îò ãðàâèòè-
ðóþùèõ òåë ìåòðèêà îêàçûâàåòñÿ ãàëèëååâîé. Ïîñòîÿííóþ ëåãêî âûðàçèòü
÷åðåç ìàññó òåëà, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ âûïîëíÿëñÿ
çàêîí Íþòîíà 8 Äîëæíî áûòü g00 = 1 + 2ϕ/c2, ãäå ïîòåíöèàë ϕ = −km/r.
Îòñþäà const = −2km/c. Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò ãðàâèòàöèîííûì ðàäèó-
ñîì òåëà:

rg =
2km

c2
(260)

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ìåòðèêó â âèäå:

ds2 =
(
1− rg

r

)
c2dt2 − r2(sin2 θdϕ2 + dθ2)− dr2

1− rg/r
. (261)

Ýòî ðåøåíèå íàéäåíî Øâàðöøèëüäîì (1916). Ýòà ìåòðèêà ñïðàâåäëèâà è
â ñëó÷àå ïóëüñàöèè òåëà. Åñòü çàâèñèìîñòü òîëüêî îò ìàññû òåëà (êàê è â
Íüþòîíîâñêîé òåîðèè).

8Äëÿ ïîëÿ âíóòðè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè const = 0, èíà÷å áûëà áû îñîáåííîñòü ïðè r =
0, òàêèì îáðàçîì ìåòðèêà âíóòðè ïîëîñòè îêàçûâàåòñÿ ãàëèëååâîé, êàê è â íþòîíîâñêîé
òåîðèè
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Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

dl2 =
dr2

1− rg/r
+ r2(sin2 θdϕ2 + dθ2). (262)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîîðäèíàòû r îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî äëèíà îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â öåíòðå ïîëÿ ðàâíà 2πr. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
r1 è r2 ïðè îäíîì è òîì æå ðàäèóñå åñòü

∫ r2

r1

dr√
1− rg/r

> r2 − r1. (263)

Äàëåå, ìû âèäèì, ÷òî g00 6 1, â ñâÿçè ñ (71) dτ =
√

g00dt/c ñëåäóåò

dτ 6 dt. (264)

Ïðîèñõîäèò ¾çàìåäëåíèå¿ âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì íà áåñêîíå÷-
íîñòè (ãäå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî)
Ïðèâåäåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ds2 íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò:

ds2 = ds2
0 −

2km

c2
(dr2 + c2dt2). (265)

Âòîðîé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ ïîïðàâêó ê ãàëèëååâîé ìåòðèêå.
Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ âñå ïîëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû, ïîýòîìó (265)
îïðåäåëÿåò ìåòðèêó âäàëè îò ëþáîé ñèñòåìû òåë.

26 Äâèæåíèå â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå

26.1 Äâèæåíèå ÷àñòèöû
Äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Âûáåðåì ïëîñêîñòü θ =
π/2 Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè

gik ∂S

∂xi

∂S

∂xk
−m2c2 = 0, (266)

çäåñü m � ìàññà ÷àñòèöû (ìàññó öåíòðàëüíîãî òåëà îáîçíà÷èì êàê m′. Ñ
ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì (261) ïîëó÷àåì:

(
1− rg

r

)−1
(

∂S

c ∂t

)2

−
(
1− rg

r

)−1
(

∂S

∂r

)2

− 1
r2

(
∂S

∂ϕ

)2

−m2c2 = 0, (267)

ãäå rg = 2m′k/c2 � ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ öåíòðàëüíîãî òåëà. Ïî îáùèì
ïðàâèëàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èùåì S â âèäå:

S = −E0t + Mϕ + Sr(r) (268)
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ñ ïîñòîÿííûìè ýíåðãèåé E0 è ìîìåíòîì èìïóëüñà M . Ïîäñòàâèâ (268) â
(267), íàéäåì ïðîèçâîäíóþ dSr/dr è çàòåì

Sr =
∫ [E2

0

c2

(
1− rg

r

)−2
(

m2c2 +
M2

r2

) (
1− rg

r

)−1
]1/2

dr. (269)

Çàâèñèìîñòü r = r(t) äàåòñÿ (êàê èçâåñòíî èç ìåõàíèêè) ∂S/∂E0 = const,
îòêóäà

ct =
E2
0

mc2

∫
dr

(
1− rg

r

) [( E0
mc2

)2 − (
1 + M2

m2c2r2

) (
1− rg

r

)]1/2

.

(270)

Òðàåêòîðèÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì ∂S/∂M = const, îòêóäà

ϕ =
∫

M

r2

[(E2
0

c2

)
−

(
m2c2 +

M2

r2

) (
1− rg

r

)]1/2

dr. (271)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê óäîáíî èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ
(269) ðàäèàëüíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ äî åãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî M . Çàìå-
íèì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîãëàñíî r(r − rg) = r′2, r − rg

2 ≈ r′, â
ðåçóëüòàòå M2, M2/r′2. Â îñòàëüíûõ æå ÷ëåíàõ ïðîèçâîäèì ðàçëîæåíèå ïî
ñòåïåíÿì rg/r′ è ïîëó÷àåì ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ:

Sr =
∫ [(

2E ′m +
E ′2
c2

)
+

1
r
(2m2m′k + 4E ′mrg)− 1

r2

(
M2 − 3m2c2r2

g

2

)]1/2

dr,

(272)
ãäå äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèëè øòðèõ ó r′ è ââåëè íåðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåðãèþ
E ′ (áåç ýíåðãèè ïîêîÿ). Ïîïðàâî÷íûå êîýôôèöèåíòû â ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíàõ
îòðàæàþòñÿ ëèøü íà èçìåíåíèå ñâÿçè ìåæäó ýíåðãèåé è ìîìåíòîì ÷àñòèöû
è ïàðàìåòðàìè íüþòîíîâñêîé îðáèòû. Èçìåíåíèå æå êîýôôèöèåíòà ïðè
1/r2 ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó âåêîâîìó ñìåùåíèþ ïåðèãåëèÿ îðáèòû.
Òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ϕ+ ∂Sr

∂M = const, òî èçìåíåíèå óãëà ϕ
çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ïëàíåòû ïî îðáèòå åñòü

∆ϕ = − ∂

∂M
∆Sr,

ðàçëàãàÿ Sr ïî ñòåïåíÿì ïîïðàâêè ê êîýôôèöèåíòå ïðè 1/r2, ïîëó÷èì

∆Sr = ∆S(0)
r − 3m2c2r2

g

4M

∂∆S
(0)
r

∂M
,

ãäå ∆S
(0)
r ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî íåñìåùàþùåìóñÿ çàìêíóòîìó ýëëèï-

ñó. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî M è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

− ∂

∂M
∆S(0)

r = ∆ϕ(0) = 2π,
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íàéäåì
∆ϕ = 2π +

3πm2c2r2
g

2M2
= 2π +

6πk2m2m′2

c2M2
.

Âòîðîé ÷ëåí è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîå óãëîâîå ïåðåìåùåíèå δϕ íüþòî-
íîâñêîãî ýëëèïñà çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà. Âûðàæàÿ åãî ÷åðåç äëèíó áîëü-
øîé ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà e ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû
M2/(km′m2) = a(1− e2), ïîëó÷èì 9

δϕ =
6πk2m2m′2

c2M2
(273)

26.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà
Ïóòü ñâåòà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà (126)

gik ∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xk
= 0.

îòëè÷àþùèìñÿ îò óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè òîëüêî òåì, ÷òî â íåì íà-
äî ïîëîæèòü m = 0. Ïîýòîìó òðàåêòîðèþ ëó÷à ìîæíî ïîëó÷èòü èç (271),
ïîëîæèâ â íåé m = 0; âìåñòî ýíåðãèè ÷àñòèöû E0 íàäî ïèñàòü ÷àñòîòó ñâåòà
ω0 = −∂ψ/∂t. Ââåäÿ âìåñòî ïîñòîÿííîé M ïîñòîÿííóþ ρ = cM/ω0, ïîëó÷èì

ϕ =
∫

dr

r2
√

1
ρ2 − 1

r2

(
1− rg

r

) . (274)

Ïðè rg → 0 ýòî óðàâíåíèå äàåò r = ρ/ cos ϕ � óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
íà ðàññòîÿíèè ρ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ
ïîïðàâîê ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ÷àñòèöû.
Äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ýéêîíàëà èìååì (ñð. (269)):

ψr =
ω0

c

∫ √
r2

(r − rg)2
− ρ2

r(r − rg)
dr.

Ïðîèçâîäÿ òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ñëóæèë äëÿ ïåðåõîäà îò (269)
ê (272) ïîëó÷èì

ψr =
ω0

c

√
1 +

2rg

r
− ρ2

r2

Ðàçëàãàÿ òåïåðü ïîäûíòèãðàëüíîå âûðàæåíèå ïî ñòåïåíÿì rg/r, èìååì

ψr = ψ(0)
r +

rgω0

c

∫
dr√

r2 − ρ2
= ψ(0)

r +
rgω0

c
Arch

r

ρ
,

9×èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïî ôîðìóëå (273) äëÿ Ìåðêóðèÿ è Çåìëè 43.0"è 3.8"çà 100 ëåò.
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ãäå ψ
(0)
r îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîìó ïðÿìîëèíåéíîìó ëó÷ó. Ïîëíîå èçìåíåíèå

ψr ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëó÷à îò íåêîòîðîãî î÷åíü áîëüøîãî R äî áëèæàé-
øåé òî÷êè r = ρ è çàòåì ñíîâà íà ðàññòîÿíèå R åñòü

∆ψr = ∆ψ(0)
r + 2

rgω0

c
Arch

R

ρ
.

Èçìåíåíèå æå ïîëÿðíîãî óãëà ϕ âäîëü ëó÷à ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì ïî M = ρω0/c:

∆ϕ = −∂ψr

∂M
= −∂ψ

(0)
r

∂M
+

2rgR

ρ
√

R2 − ρ2
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó R →∞ è çàìå÷àÿ, ÷òî ïðÿìîëèíåéíîìó ëó÷ó ñîîòâåò-
ñòâóåò ∆ϕ = π, ïîëó÷èì

∆ϕ = π +
2rg

ρ
.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ïîä âëèÿíèåì ïîëÿ òÿãîòåíèÿ ëó÷ èñêðèâëÿåòñÿ, à óãîë
ìåæäó àñèìïòîòàìè îòëè÷àåòñÿ îò π íà

δϕ =
2rg

ρ
=

4km′

c2ρ
. (275)

Ëó÷, ïðîõîäÿùèé íà ðàññòîÿíèè ρ îò öåíòðà ïîëÿ, îòêëîíÿåòñÿ íà óãîë δϕ
10.

27 Ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ ñôåðè÷åñêîãî òå-
ëà

Â øâàðöøèëüäîâñêîé ìåòðèêå (261) g00 îáðàùàåòñÿ â 0, à g11 � â ∞ ïðè
r = rg. Âîçìîæíî ëè ñóùåñòâîâàíèå òåë ñ ¾ðàäèóñîì¿, ìåíüøèì ãðàâèòà-
öèîííîãî? Îïðåäåëèòåëü g = −r4 sin2 θ íå èìååò íèêàêîé îñîáåííîñòè. Ìû
óâèäèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî îñóùåñòâëåíèå ïðè r < rg æåñòêîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ èñòèííîãî õàðàêòåðà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåò-
ðèêè â ýòîé îáëàñòè ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âèäà

cτ = ±ct±
∫

f(r)dr

1− rg/r
, R = ct +

∫
dr

(1− rg/r)f(r)
. (276)

Òîãäà
ds2 =

1− rg/r

1− f2
(c2dτ2 − f2dR2)− r2(dθ2 + sin2 θdϕ2).

10Äëÿ ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî ìèìî êðàÿ Ñîëíöà, δϕ = 1.75”
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Óñòðàíèì îñîáåííîñòü ïðè r = rg, âûáðàâ f(r) òàê, ÷òîáû áûëî f(rg) = 1.
Åñëè ïîëîæèòü f(r) =

√
rg/r, òî íîâàÿ ÑÊ áóäåò è ñèíõðîííîé (gττ = 1).

Âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåðõíèå çíàêè:

R− cτ =
∫

(1− f2)dr

(1− rg/r)f
=

∫ √
r

rg
dr =

2
3

r3/2

r
1/2
g

èëè (ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàåì ðàâíîé 0)

r =
[
3
2
(R− cτ)

]2/3

r1/3
g (277)

Ýëåìåíò èíòåðâàëà:

ds2 = c2dτ2− dR2

[
3

2rg
(R− cτ)

]2/3
−

[
3
2
(R− cτ)

]4/3

r2/3
g (dθ2 +sin2 θdϕ2). (278)

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ îñîáåííîñòü íà øâàðöøèëüäîâîé ñôåðå îòñóòñòâóåò
(çäåñü ýòîé îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóåò 3

2 (R − cτ) = rg). Ìåòðèêà � íåñòà-
öèîíàðíà. Ëèíèè âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, äðóãèìè ñëîâàìè ïî-
êîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî ÑÎ ¾ïðîáíûå¿ ÷àñòèöû � ýòî ÷àñòèöû, ñâîáîäíî
äâèæóùèåñÿ â äàííîì ïîëå. Çàäàííûì çíà÷åíèÿì r îòâå÷àþò ìèðîâûå ëè-

Ðèñ. 7: Ìèðîâûå ëèíèè ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè rg

íèè R − cτ = const (íàêëîííûå ëèíèè íà ðèñ.27) Ìèðîâûå ëèíèè ÷àñòèö,
ïîêîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî ÑÎ � âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, ÷àñòèöû ïåðåäâèãà-
þòñÿ è ïàäàþò çà êîíå÷íîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ â öåíòð ïîëÿ (r = 0), ãäå åñòü
èñòèííàÿ îñîáåííîñòü ìåòðèêè.
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Ðàñïðîñòðàíåíèå ðàäèàëüíûõ ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ: ds2 = 0 (ïðè θ, ϕ = const
äàåò äëÿ ïðîèçâîäíîé dτ/dR âäîëü ëó÷à:

c
dτ

dR
= ±

[
3

2rg
(r − cτ)

]−1/3

= ±
√

rg

r
, (279)

äâà çíàêà îòâå÷àþò äâóì ãðàíèöàì ñâåòîâîãî êîíóñà. Ïðè r > rg (òî÷êà a
íà ðèñ.27) íàêëîí ýòèõ ãðàíèö |cdτ/dr| < 1, òàê ÷òî ïðÿìàÿ r = const ïîïà-
äàåò âíóòðü êîíóñà. Â îáëàñòè æå r < rg (òî÷êà a′) èìååì |cdτ/dr| > 1 òàê
÷òî ïðÿìàÿ r = const ëåæèò âíå êîíóñà. Îáå ãðàíèöû êîíóñà íà êîíå÷íîì
ðàññòîÿíèè ïåðåñåêàþò ëèíèþ r = 0. Ïîñêîëüêó íèêàêèå ïðè÷èííî ñâÿ-
çàííûå ñîáûòèÿ íå ìîãóò ëåæàòü íà ìèðîâîé ëèíèè âíå ñâåòîâîãî êîíóñà,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè r < rg íèêàêèå ÷àñòèöû íå ìîãóò îñòàâàòüñÿ
íåïîäâèæíûìè. Âñå âçàèìîäåéñòâèÿ è ñèãíàëû çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè τ ïàäàþò ê öåíòðó.
Èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òåëà äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ìàññû ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêîå òåëî
äîëæíî íåîãðàíè÷åííî ñæèìàòüñÿ (ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ).
Â íå ñâÿçàííîé ñ òåëîì ãàëèëååâîé íà áåñêîíå÷íîñòè ÑÎ ðàäèóñ öåíòðàëü-
íîãî òåëà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì rg. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïî ÷àñàì óäàëåí-
íîãî íàáëþäàòåëÿ ðàäèóñ ñæèìàþùåãîñÿ òåëà ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè ïðè
t → ∞ ñòðåìèòüñÿ ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäèóñó. ×àñòèöà íà ïîâåðõíîñòè
ñæèìàþùåãîñÿ òåëà íàõîäèòñÿ â ïîëå ïîñòîÿííîé ìàññû m. Ïðè r − rg ñè-
ëû òÿãîòåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü áîëüøèìè, à ïëîòíîñòü òåëà (è äàâëåíèå)
îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Ïðåíåáðåãàÿ ñèëàìè äàâëåíèÿ, îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü
ðàäèóñà òåëà îò âðåìåíè, ò.å. ðàññìîòðèì ïðîñòî ñâîáîäíîå ïàäåíèå ïðîá-
íîé ÷àñòèöû â ïîëå ìàññû m. Çàâèñèìîñòü r(t) äàåòñÿ (270), ïðè÷åì äëÿ
÷èñòî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ M = 0. Åñëè ïàäåíèå íà÷èíàåòñÿ íà ¾ðàññòî-
ÿíèè¿ r0 îò öåíòðà ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ â ìîìåíò t0, òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû
E0 = mc2

√
1− rg/r0 è äëÿ âðåìåíè t äîñòèæåíèÿ åþ ¾ðàññòîÿíèÿ¿ r èìååì

c(t− t0) =
√

1− rg/r0

∫ r0

r

dr

(1− rg/r)
√

rg/r − rg/r0

. (280)

Ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè r → rg êàê −rg ln(r − rg). Îòñþäà àñèìïòî-
òè÷åñêèé çàêîí ïðèáëèæåíèÿ r ê rg:

r − rg = const · e−ct/rg . (281)

Ïðèáëèæåíèå êîëëàïñèðóþùåãî òåëà ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäèóñó ïðîèñõî-
äèò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ î÷åíü ìàëûì õàðàêòåðíûì âðåìåíåì
∼ rg/c.

Õîòÿ ñêîðîñòü íàáëþäàåìîãî èçâíå ñæàòèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ñêîðîñòü
v ïàäàþùèõ ÷àñòèö, èçìåðåííàÿ â èõ ñîáñòâåííîì âðåìåíè, íàïðîòèâ, ñòðå-
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ìèòñÿ ê ñêîðîñòè ñâåòà. Äåéñòâèòåëüíî11

v2 =
(√−g11 dr√

g00 dt

)2

.

Âçÿâ g11 è g00 èç (261), à dr/dt èç (280), íàéäåì

1− v2

c2
=

1− rg/r

1− rg/r0
. (282)

Ïðèáëèæåíèå ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäèóñó â ñîïóòñòâóþùåé ÑÊ çàíèìàåò
êîíå÷íîå âðåìÿ, ýòî ÿñíî óæå èç ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà, íî ìîæíî íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

cτ =
∫

ds =
∫ (

c2g00
dt2

dr2
+ g11

)1/2

dr.

Âçÿâ dr/dt èç (280), íàõîäèì äëÿ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ïàäåíèÿ èç r0 â r:

τ − τ0 =
1
c

∫ r0

r

(
rg

r
− rg

r0

)−1/2

dr. (283)

Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè r → rg.
Âñå ÷àñòèöû ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè äîñòèãíóò öåíòðà çà êîíå÷íîå ñîá-
ñòâåííîå âðåìÿ. Âåñÿ ïðîöåññ ñæàòèÿ ïîä øâàðöøèëüäîâîé ñôåðîé íå íà-
áëþäàåì èç âíåøíåé ÑÎ. Ìîìåíòó ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòüþ òåëà ýòîé
ñôåðû îòâå÷àåò t = ∞ (âåñü ïðîöåññ ñæàòèÿ ïðîèñõîäèò çà âðåìåííîé áåñêî-
íå÷íîñòüþ!). ×àñòèöû è ëó÷è ìîãóò ïåðåñåêàòü ýòó ñôåðó (â ñîïóòñòâóþùåé
ÑÎ) òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè �âíóòðü. Òàêóþ ïîâåðõíîñòü ¾îäíîñòîðîí-
íåãî êëàïàíà¿ íàçûâàþò ãîðèçîíòîì ñîáûòèé.
Ïî îòíîøåíèþ êî âíåøíåìó íàáëþäàòåëþ ñæàòèå ê ãðàâèòàöèîííîìó ðàäè-
óñó ñîïðîâîæäàåòñÿ ¾ñàìîçàìûêàíèåì¿ òåëà. Âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñû-
ëàåìûõ ñ òåëà ñèãíàëîâ ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî ds2 =
0, â øâàðöøèëüäîâîé ñôåðå èìååì c dt = dr/(1− rg/r); âðåìÿ îò r äî íåêî-
òîðîãî r0 > r äàåòñÿ èíòåãðàëîì:

c ∆t =
∫ r0

r

dr

1− rg/r
= r0 − r + rg ln

r0 − rg

r − rg
, (284)

ðàñõîäÿùèìñÿ ïðè r → rg.
Èíòåðâàëû ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòè òåëà ñîêðàùåíû ïî îò-
íîøåíèþ ê èíòåðâàëàì âðåìåíè t áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ â
îòíîøåíèè

√
g00 =

√
1− rg

r
; (285)

11ïîëüçóÿñü vα = c dxα
√

g00(dx0+g0α/g00 dxα)
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ïðè r → rg âñå ïðîöåññû íà òåëå ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåìó íàáëþäàòåëþ
¾çàñòûâàþò¿. ×àñòîòà ñïåêòðàëüíîé ëèíèè, èñïóñêàåìîé íà òåëå, óìåíüøà-
åòñÿ íå òîëüêî èç-çà ãðàâèòàöèîííîãî êðàñíîãî ñìåùåíèÿ, íî è èç-çà ýôôåê-
òà Äîïëåðà îò äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà ê öåíòðó âìåñòå ñ ïîâåðõíîñòüþ øàðà.
Êîãäà ðàäèóñ øàðà óæå áëèçîê ê rg (ñêîðîñòü ïàäåíèÿ áëèçêà ê c), ýòîò
ýôôåêò óìåíüøàåò ÷àñòîòó â

√
1− v2/c2

1 + v/c
≈ 1

2

√
1− v2

c2
(286)

ðàç. Ïîä âëèÿíèåì îáîèõ ýôôåêòîâ ÷àñòîòà èçëó÷àåìîãî ñâåòà ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ ïðè r → rg ïî çàêîíó

ω = const
(
1− rg

r

)
. (287)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ êîëëàïñ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ ¾çàñòûâøåãî¿ òåëà, êîòîðîå íå ïîñûëàåò íèêàêèõ ñèãíàëîâ è âçàè-
ìîäåéñòâóåò ñ âíåøíèì ìèðîì òîëüêî ñâîèì ñòàòè÷åñêèì ãðàâèòàöèîííûì
ïîëåì. Òàêîå îáðàçîâàíèå íàçûâàþò ÷åðíîé äûðîé èëè êîëëàïñàðîì.

28 Ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ ïûëåâèäíîé ñôå-
ðû

Âûÿñíåíèå õîäà èçìåíåíèÿ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ êîëëàïñèðóþùåãî òåëà
òðåáóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ìà-
òåðèàëüíîé ñðåäå. Ïðåíåáðåãàÿ äàâëåíèåì âåùåñòâà, èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ ¾ïûëåâèäíîé¿ ìàòåðèè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèíõðîííóþ (îäíî-
âðåìåííî è ñîïóòñòâóþùóþ) ÑÊ. Ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò èí-
òåðâàëà

ds2 = dτ2 − eλ(τ,R)dR2 − r2(τ, R)(dθ2 + sin2 θ dϕ) (288)
Ôóíêöèÿ r(τ, R) � ¾ðàäèóñ¿, îïðåäåëåííûé òàê, ÷òî 2πr åñòü äëèíà îêðóæ-
íîñòè. Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è äëÿ ýòîé ìåòðèêè ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

−e−λr′2 + 2rr̈ + ṙ2 + 1 = 0, (289)

−e−λ

r
(2r′′ − r′λ′) +

ṙλ̇

r
+ λ̈ +

λ̇2

2
+

2r̈

r
= 0, (290)

−e−λ

r2
(2rr′′ + r′2 − rr′λ′) +

1
r2

(rṙλ̇ + ṙ2 + 1) = 8πkε, (291)

2ṙ′ − λ̇r′ = 0, (292)
ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî R, à òî÷êà � ïî τ .
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Óðàâíåíèå (292) íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóåòñÿ ïî âðåìåíè, äàâàÿ

eλ =
r′2

1 + f(R)
, (293)

ãäå f(R) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèøü óñëîâèþ 1+f >
0, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (289), ïîëó÷èì

2rr̈ + ṙ2 − f = 0

Ïåðâûé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

ṙ2 = f(R) +
F (R)

r
, (294)

ãäå F (R) � åùå îäíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îòñþäà

τ = ±
∫

dr√
f + F/r

.

Ïîëó÷àþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòü r(τ,R) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

r =
F

2f
(ch η − 1), τ0(R)− τ =

F

2f2/3
(sh η − η), f > 0 (295)

r =
F

−2f
(1− cos η), τ0(R)− τ =

F

2(−f)3/2
(η − sin η), f < 0 (296)

ãäå τ0(R) � ñíîâà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè æå f = 0, òî

r =
(

9F

4

)1/3

(τ0(R)− τ ]2/3, f = 0 (297)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïîäñòàâèâ (293) â (291) è èñêëþ÷èâ f ñ ïîìîùüþ (294)
ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèè:

8πkε =
F ′

r′r2
. (298)

Ôèãóðèðóþò òðè íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, íî èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê
äâóì, ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ R = R(R′). Ýòè ôóíêöèè
êàê ðàç è îïðåäåëÿþò ðàäèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè è ðàäèàëüíîé
ñêîðîñòè ìàòåðèè.
Ïîñêîëüêó ÑÎ ñîïóòñòâóåò ìàòåðèè, òî êàæäîé ÷àñòèöå âåùåñòâà îòâå÷à-
åò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå R, ôóíêöèÿ r(τ, R) îïðåäåëÿåò çàêîí äâèæåíèÿ
äàííîé ÷àñòèöû, à ṙ åñòü åå ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü. Âàæíîå ñâîéñòâî ïîëó-
÷åííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäàíèå âõîäÿùèõ â íåãî ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé â èíòåðâàëå îò 0 äî íåêîòîðîãî R0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîâåäå-
íèå ñôåðû ýòîãî ðàäèóñà, îí íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé ïðè
R > R0. àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé ñôåðû.
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29 Ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ íåñôåðè÷åñêèõ è
âðàùàþùèõñÿ òåë

29.1 Íàðóøåíèå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè
• Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà äëÿ òåë ñ íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè îò ñôå-

ðè÷åñêîé ñèììåòðèè òà æå.

• Âîçìóùåíèÿ â ñèììåòðèè íàðàñòàþ â ïðîöåññå êîëëàïñà.

• Åñëè âîçìóùåíèÿ ìàëû, òî îíè è îñòàíóòñÿ íåáîëüøèìè è â ìîìåíò
äîñòèæåíèÿ òåëîì ãðàâèòàöèîííîãî ðàäèóñà.

Çà ãîðèçîíòîì ñîáûòèé íèêàêèõ âîçìóùåíèé ìû íå óâèäèì! Îñòàíóòñÿ
ëèøü âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, êîòîðûå äîëæíû ðàññå-
ÿòñÿ â âèäå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Îñòàíåòñÿ ëè àñèììåòðèÿ ïîä ãîðèçîíòîì
ñîáûòèé � âîïðîñ íå ÿñåí äî ñèõ ïîð.

29.2 Âðàùåíèå êîëëàïñàðà
Äîëæåí ñîõðàíÿòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà. Âîçìóùåíèå, ñâÿçàííîå ñ âðàùåíèåì
òåëà îïèñûâàåòñÿ äîáàâêîé ê øâàðöøèëüäîâñêîìó ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó

g03 =
2kM

r
sin2 θ.12 (299)

Ïîëó÷àþùååñÿ ïîëå óæå íå ñòàòè÷íî, à ëèøü ñòàöèîíàðíî. Ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ, ñâîéñòâà âîçíèêàþùåãî
â ðåçóëüòàòå êîëëàïñà îáðàçîâàíèÿ íå çàâèñÿò íè îò êàêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïåðâîíà÷àëüíîãî òåëà, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü åãî ïîëíûõ ìàññû m è ìîìåí-
òà M 13. Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âðàùàþùåãîñÿ êîëëàïñàðà äàåòñÿ àêñèàëüíî-
ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêîé Êåððà.

ds2 =
(

1− rgr

ρ2

)
dt2 − ρ2

∆
dr2 − ρ2 dθ2−

−
(

r2 + a2 +
rgra

2

ρ2
sin2 θ

)
sin2 θ dϕ2 +

2rgra

ρ2
sin2 θ dϕ dt, (300)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

∆ = r2 − rgr + a2, ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, (301)

à rg ïî-ïðåæíåìó ðàâíî 2mk. Ýòà ìåòðèêà çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: m
è a. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ∼ 1/r èìååì

g00 ≈ 1− rg

r
, g03 ≈ rga

r
sin2 θ;

12Â ýòîì ïàðàãðàôå c = 1
13Ìû íå ðàññìàòðèâàåì òåë, íåñóùèõ íà ñåáå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä
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ñðàâíåíèå ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ñ (265), à âòîðîãî ñ (299) ïîêàçûâàåò, ÷òî m
� ìàññà òåëà, à a ñâÿçàí ñ ìîìåíòîì M ñîîòíîøåíèåì

M = ma (= mac â îáû÷íûõ åäèíèöàõ). (302)
Ìåòðèêà ïåðåõîäèò â Øâàðöèøèëüäîâó ïðè a = 0. Åñòü ñèììåòðèÿ ïî âðå-
ìåíè (ïðè t → −t, a → −a). Îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èç (300):

−g = ρ4 sin2 θ. (303)
Ìåòðèêà (300) èìååò ôèêòèâíûå îñîáåííîñòè, íî â øâàðöøèëüäîâîì ñëó÷àå
íà ïîâåðõíîñòè r = rg ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå g00 = 0 è g11 =
∞, â ìåòðèêå Êåððà ýòè äâå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëåíû. g00 = 0 ïðè ρ2 = rrg;
á�îëüøèé èç äâóõ êîðíåé ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åñòü

r0 =
rg

2
+

√(rg

2

)2

− a2 cos2 θ (g00 = 0). (304)

Îáðàùåíèå g11 â áåñêîíå÷íîñòü èìååò ìåñòî ïðè ∆ = 0; á�îëüøèé èç äâóõ
êîðíåé ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

rhor =
rg

2
+

√(rg

2

)2

− a2 (g11 = ∞). (305)

Ðèñ. 8: Ýðãîñôåðà âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû

Ïîâåðõíîñòü r = r0 îáîçíà÷èì S0 (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëþñíóòóþ ôèãó-
ðó âðàùåíèÿ), Ïîâåðõíîñòü r = rhor îáîçíà÷èì Shor (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñôåðó), çàêëþ÷åíà âíóòðè S0, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â ïîëþñàõ. Îáå ïîâåðõ-
íîñòè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè a 6 rg/2. Ïðè a > rg/2 ïîÿâëÿþòñÿ òàêèå
îñîáåííîñòè ìåòðèêè14, êîòîðûå íàðóøàþò ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè.

14Íàïðèìåð, çàìêíóòûå âðåìåíèïîäîáíûå òðàåêòîðèè (ìîæíî îòïðàâèòüñÿ â ïðîøëîå
è ïîïàñòü â áóäóùåå!)
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Ïîòåðÿ ñìûñëà ìåòðèêîé Êåððà ïðè a > rg/2 îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå

amax =
rg

2
, Mmax =

mr

2
(306)

äàåò âåðõíþþ ãðàíèöó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ìîìåíòà âðàùåíèÿ êîëëàïñàðà.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå ðàäèóñû

r0 =
rg

2
(1 + sin θ), rhor =

rg

2
. (307)

Ïîêàæåì, ÷òî Shor ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòîì ñîáûòèé. Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì
ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî ñâîéñòâîì îäíîñòîðîííåãî ïðîïóñêàíèÿ îá-
ëàäàåò âñÿêàÿ íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü � íîðìàëü ê êîòîðîé â êàæäîé åå
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì 4-âåêòîðîì. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü f(xi) = const,
íîðìàëü ê íåé íàïðàâëåíà âäîëü 4-ãðàäèåíòà ni = ∂f/∂xi. Äëÿ íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè èìååì nin

i = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàïðàâëåíèå íîðìàëè
ëåæèò â ñàìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ò.å. df = nidxi = 0, ýòî ðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ, êîãäà íàïðàâëåíèå dxi è ni ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì ýëåìåíò äëèíû
íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ds = 0. Ãèïåðïîâåðõíîñòü êàñàåòñÿ ñâåòîâîãî êîíóñà,
ïîñòðîåííîãî èç äàííîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûå ñâåòîâûå êîíó-
ñû (íàïðèìåð, â ñòîðîíó áóäóùåãî) ëåæàò öåëèêîì ïî îäíó èç ñòîðîí. Ýòî
ñâîéñòâî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè ÷àñòèö èëè ñâåòîâûõ ëó-
÷åé ìîãóò ïåðåñåêàòü ãèïåðïîâåðõíîñòü ëèøü â îäíó ñòîðîíó. Ýòî âûðàæå-
íèå íîñèò òðèâèàëüíûé õàðàêòåð, îòðàæàþùèé íåâîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ
ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðîñòè ñâåòà (ïðîñòåéøèé ïðèìåð, ãèïåðïëîñêîñòü
x = t â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè).
Íåòðèâèàëüíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü íå ïðî-
ñòèðàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ áåñêîíå÷íîñòü. Åå ñå÷åíèÿ (t = const) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâåðõíîñòè. Òàêîé æå ÿâëÿ-
åòñÿ è ïîâåðõíîñòü Shor â ïîëå Êåððà. Óñëîâèå nin

i = 0 äëÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè f(r, θ) = const èìååò âèä

g11

(
∂f

∂r

)2

+ g22

(
∂f

∂θ

)2

=
1
ρ2

[
∆

(
∂f

∂r

)2

+
(

∂f

∂θ

)2
]

= 0 (308)

Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà Shor (äëÿ êîòîðîé ∂f/∂θ = 0, ∆ = 0), íî íå
âûïîëíÿåòñÿ íà S0.
Ïðîäîëæåíèå ìåòðèêè Êåððà ïîä ãîðèçîíò ñîáûòèé (êàê ýòî áûëî ñäåëà-
íî äëÿ ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà) íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ýôôåêòû
íåñôåðè÷íîñòè â ñîïóñòâóþùåé ÑÎ íàðàñòàþò, è ïîýòîìó íåò íèêàêèõ îñíî-
âàíèé îæèäàòü, ÷òî ïîëå ïîä ãîðèçîíòîì ìîãëî îïðåäåëÿòüñÿ âñåãî ëèøü
ïîëíîé ìàññîé è ìîìåíòîì òåëà.

29.3 Ýðãîñôåðà
Îñíîâíîå ñâîéñòâî ýðãîñôåðû � íèêàêàÿ ÷àñòèöà íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ â ïî-
êîå ïî îòíîøåíèþ ê ÑÎ óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ: ïðè r, θ, ϕ = const èìååì

67



ds2 < 0, ò.å. èíòåðâàë íå âðåìåíèïîäîáåí, êàê ýòî ä.á. äëÿ ìèðîâîé ëèíèè
÷àñòèöû, ïåðåìåííàÿ t òåðÿåò ñâîé âðåìåííîé õàðàêòåð. Æåñòêàÿ ÑÎ íå
ìîæåò ïðîñòèðàòüñÿ îò áåñêîíå÷íîñòè âíóòðü ýðãîñôåðû.
Â ýðãîñôåðå íåâîçìîæíî ϕ = const (â øâàðöøèëüäîâñêîé ìåòðèêå íåâîç-
ìîæíî r = const), íî âîçìîæíî r = const. Áîëåå òîãî, ÷àñòèöû è ñâåòîâûå
ëó÷è ìîãóò äâèãàòüñÿ êàê ñ óìåíüøåíèåì, òàê è ñ óâåëè÷åíèåì r, âûõîäÿ
âî âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî.
Èç-çà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö åñòåñòâåííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ
ìåòðèêè â ýðãîñôåðå:

ds2 =
(

g00 − g2
03

g33

)
dt2 + g11dr2 + g22dθ2 + g33

(
dϕ +

g03

g33
dt

)2

. (309)

Êîýôôèöèåíò ïðè dt2

g00 − g2
03

g33
=

∆
r2 + a2 + rgra2 sin2 θ/ρ2

ïîëîæèòåëåí âåçäå âíå SHor (è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè S0); èíòåðâàë ds
íà r = const, θ = const, dϕ = −(g03/g33)dt âðåìåíèïîäîáåí. Âåëè÷èíà

−g03

g33
=

rgar

ρ2(r2 + a2) + rgra2 sin2 θ
(310)

èãðàåò ðîëü ¾óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ýðãîñôåðû¿ îòíîñèòåëüíî âíåø-
íåé ÑÎ (íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ öåíòðàëüíîãî
òåëà). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èíòåðâàëû ñîáñòâåííîãî âðåìåíè íå îáðà-
ùàþòñÿ â íóëü âìåñòå ñ g00 � ïîâåðõíîñòü S0 íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
áåñêîíå÷íîãî êðàñíîãî ñìåùåíèÿ.
Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, îïðåäåëåííàÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ −∂S/∂τ îò äåéñòâèÿ ïî
ñîáñòâåííîìó âðåìåíè (ñèíõðîíèçîâàííîìó âäîëü òðàåêòîðèè) âñåãäà ïîëî-
æèòåëüíà. Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëå, íå çàâèñèùåì îò t, ñîõðàíÿåòñÿ
ýíåðãèÿ E0 = −∂S/∂t; ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ êîâàðèàíòíîé êîìïîíåíòîé
4-èìïóëüñà p0 = mu0 = mg0idxi (çäåñü m � ìàññà ÷àñòèöû). Òîò ôàêò, ÷òî
ïåðåìåííàÿ t (âðåìÿ ïî óäàëåííûì ÷àñàì) íå èìååò â ýðãîñôåðå âðåìåííî-
ãî õàðàêòåðà, ïðèâîäèò ê ñâîåîáðàçíîé ñèòóàöèè: â ýòîé îáëàñòè g00 < 0, è
ïîýòîìó âåëè÷èíà

E0 = m
(
g00u

0 + g03u
3
)

= m

(
g00

dt

ds
+ g03

dϕ

ds

)

ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Ïîñêîëüêó âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå t � âðåìÿ,
òî E0 íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, òî ÷àñòèöà ñ E0 < 0 íå ìîæåò ïîïàñòü
â ýðãîñôåðó èçâíå. Âîçìîæíûé èñòî÷íèê âîçíèêíîâåíèå òàêîé ÷àñòèöû �
ðàñïàä âëåòàþùåãî â ýðãîñôåðó òåëà, ñêàæåì, íà äâå ÷àñòè: îäíà ÷àñòü
çàõâàòûâàåòñÿ íà îðáèòó ñ ¾îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé¿, ýòà ÷àñòü íå ìîæåò
âûéòè èç ýðãîñôåðû è çàõâàòûâàåòñÿ âíóòðü ãîðèçîíòà. Âòîðÿ ÷àñòü ìîæåò
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âûéòè âî âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî; ïîñêîëüêó E0 � àääèòèâíàÿ ñîõðàíÿþùàÿñÿ
âåëè÷èíà, òî ýíåðãèÿ ýòîé ÷àñòèöû îêàæåòñÿ áîëüøå ýíåðãèè ïåðâîíà÷àëü-
íîãî òåëà � ïðîèçîéäåò èçâëå÷åíèå ýíåðãèè èç âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû!
S0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ 4-ìåòðèêè, íî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà èìååò
îñîáåííîñòü (â ÑÎ (300)): âíå S0, ãäå ïåðåìåííàÿ t èìååò âðåìåííîé õàðàê-
òåð, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âû÷èñëÿåòñÿ ïî (78) è ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàññòîÿíèÿ èìååò âèä

dl2 =
ρ2

∆
+ ρ2dθ2 +

∆sin2 θ

1− r rg/ρ2
dϕ2. (311)

Âáëèçè S0 äëèíû ïàðàëëåëåé (θ = const, r = const) ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè ïî çàêîíó 2π sin2 θ/

√
g00. Çäåñü æå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ðàç-

íîñòü ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ (134) ïðè èõ ñèíõðîíèçàöèè âäîëü ýòîãî çàìêíóòîãî
êîíòóðà.

30 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âäàëè îò òåë
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
r îò ñîçäàþùåãî åãî òåëà è îïðåäåëèì ïåðâûå ÷ëåíû åãî ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòåïåíÿì 1/r Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà â ñëàáîì ïîëå ¾ïî÷òè ãàëèëååâà¿:

g
(0)
00 = 1, g

(0)
0α = 0, g

(0)
αβ = −δαβ . (312)

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ïðåäñòàâèì gik â âèäå

gik = g
(0)
ik + hik, (313)

ãäå hik � ìàëûå ïîïðàâêè, îïðåäåëÿþùèå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Óñëîâèìñÿ
îïóñêàòü è ïîäíèìàòü èíäåêñû òåíçîðà hik ñ ïîìîùüþ ¾íåâîçìóùåííîé¿
ìåòðèêè: hk

i = g(0)klhil. Ïðè íåîáõîäèìî îòëè÷àòü hik îò ïîïðàâîê â êîí-
òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik. Ïîïðàâêè îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé

gilg
lk = (g(0)

il + hil)glk = δk
i .

Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè íàõîäèì

gik = gik(0) − hik + hi
lh

lk. (314)

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

g = g(0)

(
1 + h +

1
2
h2 − 1

2
hi

khk
i

)
, (315)

ãäå h ≡ hi
i.
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Ìàëîñòü hik íå ôèêñèðóåò îäíîçíà÷íîãî âûáîðà ÑÎ. Îíî áóäåò âûïîëíåíî
è ïîñëå ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x′i = xi + ξi, ãäå xii � ìàëûå âåëè÷èíû.
Òåíçîð hik ïåðåõîäèò (186) ïðè ýòîì â

h′ik = hik − ∂xii
∂xk

− ∂xik
∂xi

, (316)

ãäå ξi = g
(0)
ik ξk (â âèäó ïîñòîÿíñòâà g(0)ik êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñâî-

äÿòñÿ ê îáû÷íûì).
Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìàëûå äîáàâêè äàþòñÿ ñîïóòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè
ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà. Åñëè Øâàðöøèëüäîâà ìåòðèêà ïðåäñòàâëåíà â âè-
äå (261), ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïðè áîëüøèõ r äàþòñÿ (265). Ïåðåéäÿ îò
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì (dr = nαdxα, n � åäèíè÷íûé âåêòîð
â íàïðàâëåíèè r), ïîëó÷èì

h
(1)
00 =

rg

r
, h

(1)
αβ = −rg

r
nαnβ , h

(1)
0α = 0, (317)

ãäå rg = 2km/c2.
×ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå 1/r2 èìåþò äâîÿêîå ïðîèñõîæäåíèå: ÷àñòü ÷ëå-
íîâ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, îñòàëüíûå
÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ëèíåàðè-
çîâàííûõ óðàâíåíèé ïîëÿ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå çàâèñÿò òîëüêî îò ìàññû
òåëà, òî òîëüêî îò íåå çàâèñÿò è ýòè ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà. ßñíî, ÷òî è
ýòè ÷ëåíû ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ øâàðöøèëüäîâîé ìåòðèêè.
Â òåõ æå êîîðäèíàòàõ íàéäåì:

h
(2)
00 = 0, h

(2)
αβ = −

(rg

r

)2

nαnβ , (318)

Îñòàëüíûå ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà âîçíèêàþò êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøå-
íèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ïîëÿ. Ïðîèçâåäåì ëèíåàðèçàöèþ óðàâíå-
íèé, âûïèñûâàÿ ñíà÷àëà ôîðìóëû â áîëåå îáùåì âèäå, ÷åì ïîíàäîáèòñÿ
çäåñü (íå ó÷èòûâàÿ ñðàçó ñòàöèîíàðíîñòè ïîëÿ).
Ïðè ìàëûõ hik âåëè÷èíû Γi

kl òîæå ìàëû, ïîýòîìó, ïðåíåáðåãàÿ ñòåïåíÿìè
âûøå ïåðâîé, ìû ìîæåì îñòàâèòü â òåíçîðå êðèâèçíû (153) òîëüêî ÷ëåíû
â ïåðâîé ñêîáêå:

Riklm =
1
2

(
∂2him

∂xk∂xl
+

∂2hkl

∂xi∂xm
− ∂2hil

∂xk∂xm
− ∂2hkm

∂xi∂xl

)
. (319)

Äëÿ òåíçîðà Ðè÷÷è ñ òîé æå òî÷íîñòüþ

Rik = glmRlimk ≈ glm(0)Rlimk,

èëè

Rik =
1
2

(
−glm(0) ∂2hik

∂xl∂xm
+

∂2hl
i

∂xk∂xl
+

∂2hl
k

∂xk∂xm
− ∂2h

∂xi∂xk

)
. (320)
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Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, íàëîæèâ íà hik ÷åòûðå äîïîëíèòåëüíûõ
(ïî ÷èñëó ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ξi) óñëîâèÿ

∂ψk
i

∂xk
= 0, ψk

i = hk
i −

1
2
δk
i h. (321)

Òîãäà òðè ïîñëåäíèõ ÷ëåíà â (320) âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ

Rik = −1
2
glm(0) ∂2hik

∂xl∂xm
(322)

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, êîãäà hik íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (322) ñâîäèòñÿ ê
Rik = 4hik/2, ãäå 4 � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíà-
òàì. Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ïîëÿ â ïóñòîòå ñâîäÿòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ê
óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà

4hik = 0, (323)
ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (321), ïðèíèìàþùèìè âèä

∂

∂xβ

(
hβ

α −
1
2
δβ
α

)
= 0, (324)

∂

∂xβ
hβ

0 = 0. (325)

Ýòè óñëîâèÿ âñå åùå íå ôèêñèðóþò âïîëíå îäíîçíà÷íîãî âûáîðà ÑÎ. Åñëè
hik óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (324) è (325), òî òàêèì æå óñëîâèÿì áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü è h′ik (316), åñëè òîëüêî

4ξi = 0. (326)

Êîìïîíåíòà h00 äîëæíà äàâàòüñÿ ñêàëÿðíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà. Òàêîå ðåøåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå 1/r2 èìååò âèä a∇(1/r),
ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Íî ÷ëåí òàêîãî âèäà â h00 âñåãäà ìîæåò áûòü
ëèêâèäèðîâàí ïóòåì ïðîñòîãî ñìåùåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò.
Êîìïîíåíòû h0α äàþòñÿ âåêòîðíûì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

h0α = λαβ
∂

∂xβ

1
r

ãäå λαβ � ïîñòîÿííûé òåíçîð. Óñëîâèå (325) äàåò

λαβ
∂2

∂xα∂xβ

1
r

0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λαβ äîëæíû èìåòü âèä aαβ + λδαβ , ãäå aαβ � àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð. Ðåøåíèå âèäà λ ∂

∂xα
1
r ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî ïðåîáðà-

çîâàíèåì ñ ξ0 = λ/r, ξα = 0. Ïîýòîìó ðåàëüíûì ñìûñëîì îáëàäàåò ëèøü
ðåøåíèå

h0α = aαβ
∂

∂xβ

1
r
.
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Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàäëåæàùèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî èñêëþ÷èòü âåëè÷èíû
hαβ , äàâàåìûå òåíçîðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Òåíçîð aαβ ñâÿçàí ñ òåíçîðîì ïîëíîãî ìîìåíòà Mαβ âûðàæåíèåì

h
(2)
0α =

2k

c3
Mαβ

∂

∂xβ

1
r

=
2k

c3
Mαβ

nβ

r2
. (327)

Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (216). Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïîëå âáëèçè òåëà ìîæåò è íå áûòü ñëà-
áûì, Mαβ � ìîìåíò èìïóëüñà òåëà âìåñòå ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì, ëèøü
åñëè ïîëå ñëàáî, åãî âêëàäîì â ìîìåíò ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ôîðìóëû (317), (318) è (327) äàþò îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1

r2 .
Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

gik = g
(0)
ik + h

(1)
ik + h

(2)
ik . (328)

Ôîðìóëà (327) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âåêòîðíîì âèäå

g =
2k

c3r2
[nM], (329)

ãäå âåêòîð M � âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà òåëà. Â ñòàöèîíàðíîì ãðàâèòà-
öèîííîì ïîëå íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò ¾êîðèîëèñîâà ñèëà¿, òàêàÿ æå êàêàÿ
äåéñòâîâàëà áû íà ÷àñòèöó â ÑÎ, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

Ω =
c

2
√

g00 rotg.

Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïîëå âðàùàþùåãîñÿ òåëà íà óäàëåííóþ ÷à-
ñòèöó äåéñòâóåò êîðèîëèñîâà ñèëà, îòâå÷àþùàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè:

Ω ≈ c

2
rotg =

k

c2r3
[M− 3n(Mn)]. (330)

Ïðèìåíèì âûðàæåíèÿ (317) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ãðàâèòèðóþ-
ùåãî òåëà ïî èíòåãðàëó (215). Âû÷èñëèâ íóæíûå êîýôôèöèåíòû hikl ïî
ôîðìóëå (205), (206) ïîëó÷èì ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ

hα0β = 0

h00α =
c4

16πk

∂

∂xβ

(
g00gαβ

)
=

mc2

8π

∂

∂xβ

(
−δαβ

r
+

xαxβ

r3

)
=

mc2

4π

nα

r2
.

Èíòåãðèðóÿ òåïåðü â (215) ïî ñôåðå ðàäèóñà r, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

Pα = 0, P 0 = mc (331)

� ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñëåäîâàëî îæèäàòü. Îí ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ôàêòà
ðàâåíñòâà ¾òÿæåëîé¿ è ¾èíåðòíîé¿ ìàññ.
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Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì âûâå-
ñòè ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ìàòåðèè âìåñòå ñ ïîëåì â âèäå
èíòåãðàëà òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâó, çàíÿòîìó ìàòåðèåé. Ïîëó÷èòü åãî ìîæ-
íî èç âûðàæåíèÿ (ñïðàâåäëèâîãî òîëüêî, êîãäà âñå âåëè÷èíû íà çàâèñÿò îò
x0):

R0
0 =

1√−g

∂

∂xα

(√−g gi0Γα
0i

)
. (332)

Èíòåãðèðóÿ R0
0

√−g ïî òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ãàóñ-
ñà, ïîëó÷èì ∫

R0
0

√−g dV =
∮ √−g gi0Γα

0i dfα.

Âçÿâ äîñòàòî÷íî óäàëåííóþ ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ è âîñïîëüçîâàâ-
øèñü íà íåé âûðàæåíèÿìè (317) äëÿ gik, ïîëó÷èì

∫
R0

0

√−g dV =
4πk

c2
m =

4πk

c3
P 0.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì ïîëÿ,

R0
0 =

8πk

c4

(
T 0

0 −
1
2
T

)
=

4πk

c4

(
T 0

0 − T 1
1 − T 2

2 − T 3
3

)
,

ïîëó÷àåì èñêîìóþ ôîðìóëó

P 0 = mc =
1
c

∫ (
T 0

0 − T 1
1 − T 2

2 − T 3
3

)√−g dV (333)

Ýòà ôîðìóëà âûðàæàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ìàòåðèè è ïîñòîÿííîãî ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ ÷åðåç òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà îäíîé òîëüêî ìàòåðèè.

31 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû òåë âî âòî-
ðîì ïðèáëèæåíèè

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ïîÿâÿòñÿ ëèøü â ïÿòîì ïðè-
áëèæåíèè ïî 1/c. ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ãðàâèòèðóþùèõ òåë ìîæåò áûòü
îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1/c4

(â îòëè÷èå îò ý-ì ïîëÿ!, ãäå ýòî âîçìîæíî òîëüêî äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà).
Ïðîèçâåäåì âûâîä ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñèñòåìû òåë ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
2-ãî ïîðÿäêà (ïîñòíüþòîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå). Ïðåíåáðåãàåì ðàçìåðàìè è
ñòðóêòóðîé òåë. C òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà 1/c2 ïîëå âäàëè îò òåë
äàåòñÿ ïîëó÷åííûìè âûðàæåíèÿìè h

(1)
ik . Ïîñêîëüêó ïîëå h

(1)
ik ïðåäñòàâëÿåò

ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ
ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Âäàëè îò òåë ïîëå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî ñóììèðîâà-
íèåì ïîëåé êàæäîãî èç íèõ:

hβ
α = − 2

c2
ϕδβ

α, (334)
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h0
0 =

2
c2

ϕ, hα
0 = 0, (335)

ãäå
ϕ(r) = −k

∑
a

ma

|r− ra|
åñòü íüþòîíîâ ïîòåíöèàë ñèñòåìû òî÷å÷íûõ òåë. Âûðàæåíèå äëÿ èíòåðâàëà

ds2 =
(

1 +
2
c2

ϕ

)
c2 dt2 −

(
1− 2

c2
ϕ

)
(dx2 + dy2 + dz2). (336)

Â íüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ó÷èòûâàëñÿ òîëüêî g00. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñ-
êîìûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî çíàòü êîìïîíåíòû hαβ ñ ïîëó÷åííîé â (334)
òî÷íîñòüþ (∼ 1/c2), ñìåøàííûå êîìïîíåíòû íåîáõîäèìî èìåòü ñ òî÷íîñòüþ
äî ∼ 1/c3, à âðåìåííóþ h00 � äî ∼ 1/c4.
Ïðåíåáðåãàÿ ðàçìåðàìè òåë âûïèñûâàåì â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

T ik =
∑

a

mac√−g

dxi

ds

dxk

dt
δ(r− ra) (337)

Êîìïîíåíòà
T00 =

∑
a

mac3

√−g
g2
00

dt

ds
δ(r− ra)

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (ãàëèëååâû gik) ðàâíà
∑

a mac2δ(r−ra); â ñëåäóþùåì
ïðèáëèæåíèè (ïîäñòàâëÿåì gik èç (336)

T00 =
∑

a

mac2

(
1 +

5ϕa

c2
+

v2
a

2c2

)
δ(r− ra), (338)

ãäå v � îáû÷íàÿ òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü (vα = dxα/dt), à ϕa � ïîòåíöèàë ïîëÿ
â òî÷êå ra.
Äëÿ êîìïîíåíò Tαβ è T0α òî äëÿ íèõ â òîì æå ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî
ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèé (337):

Tαβ =
∑

a

mavaαvaβδ(r− ra), T0α =
∑

a

mac vaαδ(r− ra). (339)

Ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ êîìïîíåíò òåíçîðà Rik ïî ôîðìóëå Rik = glmRlimk

ñ Rlimk èç (153). Ãëàâíûå ÷ëåíû R00 ïîðÿäêà 1/c2, íàðÿäó ñ íèìè ìû äîëæ-
íû ñîõðàíèòü è ÷ëåíû ∼ 1/c4. Ðåçóëüòàò

R00 =
1
c

∂

∂t

(
∂hα

0

∂xα
− 1

2c

∂hα
α

∂t

)
+

1
2
4h00 +

1
2
hαβ ∂2h00

∂xα∂xβ
−

−1
4

(
∂h00

∂xα

)2

− 1
4

∂h00

∂xβ

(
2
∂hα

β

∂xα
− ∂hα

α

∂xβ

)
.
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Åùå íå áûëî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà hik, íàëàãàÿ

∂hα
0

∂xα
− 1

2c

∂hα
α

∂t
= 0, (340)

óáèðàåì èç R00 ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå h0α, è ïîëó÷àåì ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ

R00 =
1
2
4h00 +

2
c4

ϕ4ϕ− 2
c4

(∇ϕ)2. (341)

Äëÿ R0α (ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû äî ∼ 1/c3) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì

R0α =
1
2c

∂2hβ
α

∂t∂xβ
+

1
2

∂2hβ
0

∂xα∂xβ
− 1

2c

∂2hβ
β

∂t∂xα
+

1
2
4h0α

è ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (340):

R0α =
1
2
4h0α +

1
2c3

∂ϕ

∂t∂xα
(342)

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (338)-(342) ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ýéí-
øòåéíà:

Rik =
8πk

c4

(
Tik − 1

2
gikT

)
. (343)

Âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà äàåò

1
2
4h00+

2
c4

ϕ4ϕ− 2
c4

(∇ϕ)2 =
8πk

c4

∑
a

mac2

(
1 +

5ϕa

c2
+

v2
a

2c2

)
δ(r−ra); (344)

ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

4(∇ϕ)2 = 24(ϕ2)− 4ϕ4ϕ

è óðàâíåíèÿ íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà

4ϕ = 4πki
∑

a

maδ(r− ra) (345)

ïåðåïèñûâàåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

4
(

h00 +
2
c4

ϕ2

)
=

8πk

c2

∑
a

ma

(
1 +

5ϕa

c2
+

v2
a

2c2

)
δ(r− ra). (346)

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âñåõ âû÷èñëåíèé ìû çàìåíèëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(346) ϕa íà

ϕ′a = −k

′∑

b

mb

|ra − rb| ,

ò.å. íà ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé â òî÷êå a âñåìè òåëàìè, çà èñêëþ÷åíèåì òåëà
ma. Ýòà îïåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ¾ïåðåíîðìèðîâêå¿ âñåõ ìàññ, â ðåçóëüòàòå
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êîòîðîé îíè ïðèíèìàþò ñâîè èñòèííûå çíà÷åíèÿ, ó÷èòûâàÿ ñîçäàâàåìûå
òåëàìè ïîëÿ.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (346) ìîæåò áûòü íàïèñàíî ñðàçó, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøå-
íèå:

41
r

= −4πδ(r). (347)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåì

h00 =
2ϕ

c2
+

2ϕ2

c4
− 2k

c4

∑ maϕ′a
|r− ra| −

3k

c4

∑ mav2
a

|r− ra| . (348)

Ñìåøàííàÿ êîìïîíåíòà óðàâíåíèÿ (343) äàåò

4h0α = −16πk

c3

∑
a

mavaαδ(r− ra)− 1
c3

∂2ϕ

∂t ∂xα
. (349)

Ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ åñòü

h0α =
4k

c3

∑
a

mavaα

|r− ra| −
1
c3

∂2f

∂t ∂xα
,

ãäå f � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

4f = ϕ = −
∑ kma

|r− ra| .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå 4r = 2/r, íàõîäèì

f = −k

2

∑
a

ma|r− ra|,

è çàòåì, ïîñëå ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

h0α =
k

2c3

∑
a

ma

|r− ra| [7vaα + (vana)naα] , (350)

ãäå na � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè âåêòîðà r−ra. Âûðàæåíèÿ (334),
(348), (350) äîñòàòî÷íû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ òî÷-
íîñòüþ äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îäíîãî òåëà â ãðàâèòà-
öèîííîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì äðóãèìè òåëàìè:

La = −mac
ds

dt
= −mac2

(
1 + h00 + 2h0α

vα
a

c
− v2

a

c2
+ hαβ

vα
a vβ

a

c2

)1/2

.

Ðàñêëàäûâàÿ ðàäèêàë è îïóñòèâ íåñóùåñòâåííóþ ïîñòîÿííóþ −mac2, ïåðå-
ïèñûâàåì ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ:

La =
mav2

a

2
+

mav4
a

8c2
−mac2

(
h00

2
+ h0α

vα
a

c
+

1
2c2

hαβvα
a vβ

a −
h2

00

8
+

h00

4c2
v2

a

)
.

(351)
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Çíà÷åíèÿ âñåõ hik áåðóòñÿ â òî÷êå ra; ÷ëåíû, îáðàùàþùèåñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü, îïóñêàåì.

Ïîëíàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L íå ðàâíà ñóììå ôóíêöèé La! Íî La ñîñòàâ-
ëåíà òàê, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûì çíà÷åíèÿì ñèë fa, äåéñòâóþùèõ íà
êàæäîå òåëî ïðè çàäàííîì äâèæåíèè âñåõ îñòàëüíûõ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì
ñèëû fa:

fa =
(

∂La

∂r

)

r=ra

Ïîñëå ýòîãî ëåãêî ñîñòàâèòü òàêóþ îáùóþ ôóíêöèþ L, èç êîòîðîé âñå òå æå
ñèëû fa ïîëó÷àþòñÿ âçÿòèåì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂L/∂fa. Îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò:

L =
∑

a

mav2
a

2
+

∑
a

′∑

b

3kmambv
2
a

2c2rab
+

∑
a

mav4
a

8c2
+

∑
a

′∑

b

kmamb

2rab
− (352)

−
∑

a

′∑

b

kmamb

4c2rab
[7(vavb) + (vanab)(vbnab)]−

∑
a

′∑

b

′∑
c

k2mambmc

2c2rabrac
,

ãäå rab = |r− ra|, nab � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè r− ra, à øòðèõ ó
ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî äîëæåí áûòü îïóùåí ÷ëåí ñ b = a èëè c = a

32 Ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû
32.1 Âîëíîâîå óðàâíåíèå
Êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé ïðèâîäèò ê âîçìîæ-
íîñòè ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ðàññìîòðèì ñëàáîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå:

gik = g
(0)
ik + hik. (353)

Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïåðâîãî ïîðÿäêà

gik = gik(0) − hik, (354)

à îïðåäåëèòåëü òåíçîðà gik:

g = g(0)(1 + h), (355)

ãäå h = hi
i; âñå îïåðàöèè ïîäíèìàíèÿ è îïóñêàíèÿ çíà÷êîâ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî

íåâîçìóùåííîé ìåòðèêå g
(0)
ik . Óñëîâèå ìàëîñòè hik îñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü

ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÑÎ âèäà x′i = xi + ξi ñ ìàëûìè ξi, ïðè ýòîì

h′ik = hik − ∂ξi

∂xk
− ∂ξk

∂xi
(356)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ïðîèçâîëîì, íàëàãàåì íà hik äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå

∂ψk
i

∂xk
= 0, ψk

i = hk
i −

1
2
δk
i h, (357)
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ïîñëå ÷åãî òåíçîð Ðè÷÷è ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

Rik =
1
2
¤hik, (358)

ãäå ¤ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ä'Àëàìáåðà:

¤ = −glm(0) ∂2

∂xl∂xm
= 4− 1

c2

∂2

∂t2
.

Óñëîâèÿ (357) âñå åùå íå ôèêñèðóþò îäíîçíà÷íîãî âûáîðà ÑÎ: åñëè íåêî-
òîðûå hik óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, òî èì æå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü è
h′ik (357), åñëè òîëüêî ξi ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

¤ξi = 0. (359)
Ïðèðàâíÿâ âûðàæåíèå (358) íóëþ, íàéäåì óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
â ïóñòîòå â âèäå

¤hk
i = 0. (360)

Ýòî � îáû÷íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ â ïóñòîòå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.

32.2 Ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà
Ïîëå ìåíÿåòñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå x1 = x. Óðàâíåíèÿ
(360) ïðåâðàùàåòñÿ â (

∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
hk

i = 0, (361)

ðåøåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò t ± x/c. Äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ (357) äàþò â ýòîì ñëó÷àå ψ̇1

i −ψ̇0
i = 0, ãäå òî÷êà íàä áóêâîé îçíà÷àåò

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t. Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ïîñòî-
ÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ îòáðîñèòü (íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïåðåìåííàÿ ÷àñòü
ïîëÿ), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè:

ψ1
1 = ψ0

1 , ψ1
2 = ψ0

2 , ψ1
3 = ψ0

3 , ψ1
0 = ψ0

0 . (362)
Êàê áûëî óêàçàíî, óñëîâèÿ (357) íå îïðåäåëÿþò îäíîçíà÷íî ÑÎ, ïðåîáðà-
çîâàíèåì âèäà x′i = xi +ξi(t−xc) ìîæíî îáðàòèòü â íóëü ÷åòûðå âåëè÷èíû:
ψ0

1 , ψ0
2 , ψ0

3 , ψ2
2 + ψ3

3 . Èç ðàâåíñòâ (362) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîì îáðàòÿòñÿ â 0
òàêæå è êîìïîíåíòû ψ1

1 , ψ1
2 , ψ1

3 , ψ0
0 . Îñòàþùèåñÿ âåëè÷èíû ψ3

2 , ψ2
2 − ψ3

3 , òî
èõ íåëüçÿ îáðàòèòü â íóëü íèêàêèì âûáîðîì ÑÎ, ïîñêîëüêó ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè (356) ñ ξi = ξi(t−x/c) ýòè êîìïîíåíòû âîîáùå íå ìåíÿþòñÿ. Çàìåòèì,
÷òî îáðàùàåòñÿ â íóëü è ψ ≡ ψi

i , à ïîýòîìó ψi
i = hk

i .
Ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè h23, h22 =

−h33 � ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, ïîëÿðèçàöèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì òåíçîðîì 2-ãî ðàíãà â ïëîñêîñòè yz è ñóììà äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ êî-
òîðîãî h22 +h33 ðàâíà 0. Â êà÷åñòâå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé ìîæíî
âûáðàòü ñëó÷àè, â êîòîðûõ îòëè÷íà îò íóëÿ îäíà èç äâóõ âåëè÷èí h23 è
(h22 − h33)/2. Òàêèå äâå ïîëÿðèçàöèè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîâîðîòîì
íà óãîë π/4 â ïëîñêîñòè yz.
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32.3 Ïñåâäîòåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïëîñêîé ãðàâèòà-
öèîííîé âîëíû

Êîìïîíåíòû tik � âåëè÷èíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
÷ëåíàìè åùå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà: äëÿ ïëîñêîé ïîëíû âñå îòëè÷íûå îò
íóëÿ ÷ëåíû â tik çàêëþ÷åíû â ÷ëåíå

tik =
c4

32πk
hn, i

q hq, k
n . (363)

Ïîòîê ýíåðãèè â âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè −cgt0α ≈ ct0α. Â ïëîñêî-
ñòè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè x1, â êîòîðîé îòëè÷íûå îò íóëÿ h23 è
h22 = −h33 çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè t− x/c, ýòîò ïîòîê íàïðàâëåí âäîëü
òîé æå îñè x1 è ðàâåí

ct01 =
c3

16πk

[
ḣ2

23 +
1
4
(ḣ22 − ḣ33)2

]
. (364)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí äîëæíû
çàäàâàòüñÿ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.

33 Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé íà ôîíå ïðîèçâîëüíîé
(íåãàëèëååâîé) ¾íåâîçìóùåííîé¿ ìåòðèêè g

(0)
ik . Íàïèøåì ñíîâà gik â âè-

äå (353), íàéäåì, ÷òî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñèìâîëàì Êðèñòîôôåëÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîïðàâêè hik:

Γi(1)
kl =

1
2
(hi

k;l + hi
l; k − h ; i

kl ), (365)

çäåñü è äàëåå âñå òåíçîðíûå îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ íåãàëèëåå-
âîé ìåòðèêè g

(0)
ik . Äëÿ ïîïðàâîê ê òåíçîðó êðèâèçíû ïîëó÷àåòñÿ

R
i(1)
klm =

1
2
(hi

k;m;l + hi
m;k;l − h ;i

km; ;l − hi
k;l;m − hi

l;k;m + h ;i
kl; ;m) (366)

Îòñþäà ïîïðàâêè ê òåíçîðó Ðè÷÷è ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

R
(1)
ik = R

l(1)
ilk =

1
2
(hl

i;k;l + hl
k;i;l − h ;l

ik; ;l − h;i;k). (367)

Òî÷íàÿ ìåòðèêà â ïóñòîòå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òî÷íûì óðàâíåíèÿì Ýéí-
øòåéíà Rik = 0, ïîñêîëüêó íåâîçìóùåííàÿ ìåòðèêà g

(0)
ik óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèÿì R
(0)
ik = 0, òî äëÿ âîçìóùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå R

(1)
ik = 0,

ò.å.
hl

i;k;l + hl
k;i;l − h ;l

ik; ;l − h;i;k = 0. (368)
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí óïðîùåíèå äî ôîðìû
(360) íåâîçìîæíî. Ýòî ìîæíî, îäíàêî ñäåëàòü â âàæíîì ñëó÷àå âîëí áîëü-
øîé ÷àñòîòû: äëèíà âîëíû λ è ïåðèîä êîëåáàíèé λ/c ìàëû ïî ñðàâíåíèþ
ñ õàðàêòåðíûìè ðàññòîÿíèÿìè L è õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè L/c íà êîòî-
ðûõ ìåíÿåòñÿ ¾ôîíîâîå ïîëå¿. Êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîìïîíåíò hik

óâåëè÷èâàåò ïîðÿäîê âåëè÷èíû â îòíîøåíèè L/λ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèç-
âîäíûìè îò íåâîçìóùåííîé ìåòðèêè g

(0)
ik . Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òî÷íîñòüþ äî

÷ëåíîâ äâóõ íàèáîëüøèõ ïîðÿäêîâ (L/λ)2 è (L/λ), òî â (368) ìîæíî ìåíÿòü
ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ; ðàçíîñòü

hl
i;k;l − hl

i;l;k ≈ hl
mR

m(0)
ikl − hm

i R
i(0)
mkl

èìååò ïîðÿäîê (L/λ), ìåæäó òåì, êàæäîå èç âûðàæåíèé hl
i;k;l, −hl

i;l;k ñî-
äåðæèò ÷ëåíû á�îëüøèõ ïîðÿäêîâ. Íàëîæèâ òåïåðü íà hik äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ

ψk
i;k = 0 (369)

(àíàëîãè÷íûå (357)), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

h ;l
ik; ;l = 0, (370)

îáîáùàþùåå óðàâíåíèå (360). Óñëîâèå (369) íå ôèêñèðóåò îäíîçíà÷íûé âû-
áîð êîîðäèíàò, ïîñëåäíèå ìîæíî ïîäâåðãíóòü ïðåîáðàçîâàíèþ x′i = xi + ξi,
ãäå ìàëûå âåëè÷èíû ξi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ξi;k

;k = 0. Ýòèìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ìîæíî íàëîæèòü íà hik òàêæå è óñëîâèå h ≡ hi

i = 0. Òîãäà
ψk

i = hk
i , òàê ÷òî hk

i ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

hk
i;k = 0, h = 0. (371)

Êðóã âñå åùå äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèåì ξi
;i = 0.

Ïñåâäîòåíçîð tik ñîäåðæèò íàðÿäó ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ tik(0) òàêæå è
÷ëåíû ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïî hik. Ìû ïðèäåì ê âûðàæåíèþ, àíàëîãè÷íî-
ìó (363), åñëè ðàññìîòðèì âåëè÷èíû tik, óñðåäíåííûìè ïî 4-ïðîñòðàíñòâó
ñ ðàçìåðàìè, áîëüøèìè ïî ñðàâíåíèþ ñ λ, íî ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ L.
Òàêîå óñðåäíåíèå (〈. . .〉) íå çàòðàãèâàåò g

(0)
ik è îáðàùàåò â íóëü âñå ÷ëåíû,

ëèíåéíûå ïî áûñòðî îñöèëèðóþùèì âåëè÷èíàì hik. Èç êâàäðàòè÷íûõ ÷ëå-
íîâ ñîõðàíèì ëèøü ÷ëåíû íàèáîëåå âûñîêîãî (âòîðîãî) ïîðÿäêà ïî 1/λ � ýòî
÷ëåíû, êâàäðàòè÷íûå ïî ïðîèçâîäíûì hik,l ≡ ∂hik/∂xl. Ïðè òàêîé ñòåïåíè
òî÷íîñòè èç âñåõ ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà îñòàåòñÿ ëèøü

〈tik(2)〉 =
c4

32πk
〈hn,i

q hq,k
n 〉. (372)

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ 〈ti(2)i 〉 = 0.
Îáëàäàÿ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé, ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ èñ-
òî÷íèêîì íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Âìåñòå ñ ñî-
çäàþùåé åãî ýíåðãèåé ýòî ïîëå � ýôôåêò 2-ãî ïîðÿäêà ïî hik. Íî â ñëó÷àå
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âûñêî÷àñòîòíûõ âîëí ýôôåêò ñóùåñòâåííî óñèëèâàåòñÿ, ïñåâäîòåíçîð tik

êâàäðàòè÷åí ïî ïðîèçâîäíûì îò λ−2. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ñàìè âîëíû ñîçäàþò ïîëå, íà êîòîðîì îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Äëÿ âûâîäà
óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ýòó ìåòðèêó, íàäî ó÷åñòü â ðàçëîæåíèè Rik íå
òîëüêî ëèíåéíûå, íî è êâàäðàòè÷íûå ïî hik ÷ëåíû: Rik = R

(0)
ik +R

(1)
ik +R

(2)
ik .

Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ 〈Rik〉 = 0 ïðèíèìàþò âèä (óñðåäíåíèå óíè-
÷òîæàåò ëèøü ëèíåéíûå ÷ëåíû):

R
(0)
ik = −R

(2)
ik , (373)

ïðè÷åì â R
(2)
ik íàäî ñîõðàíèòü ëèøü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî q/λ. Ïðè

óñðåäíåíèè îñòàåòñÿ
〈(

Rik − 1
2
gikR

)(2)
〉

= −8πk

c4
〈tik(2)〉,

ïîñêîëüêó 〈ti(2)i 〉 = 0, ñ òîé æå òî÷íîñòüþ:

〈R(2)
ik 〉 = −8πk

c4
〈t(2)ik 〉,

èñïîëüçóÿ (372), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå (373) â âèäå

R
(0)
ik =

1
4
〈hn

q,ih
q
n,k〉. (374)

Åñëè ôîí ñîçäàåòñÿ ñàìèìè âîëíàìè, óðàâíåíèÿ (374) è (370) äîëæíû ðå-
øàòüñÿ ñîâìåñòíî. Îöåíêà âûðàæåíèé â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (374) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ðàäèóñ êðèâèçíû ôîíîâîé ìåòðèêè ïî ñâîåìó ïîðÿäêó L ñâÿçàí
ñ äëèíîé âîëíû è ïîðÿäêîì âåëè÷èíû åå ïîëÿ h ñîãëàñíî λ/L ∼ h.

34 Èçëó÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí
Ðàññìîòðè ñëàáîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òåëàìè, äâèæóùèìèñÿ
ñ ìàëûìè ñêîðîñòÿìè. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ìàòåðèè óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðîñòîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (360) íà-
ëè÷èåì â ïðàâîé ÷àñòè ÷ëåíîâ, ïðîèñõîäÿùèõ îò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ìàòåðèè:

1
2
¤ψk =

8πk

c4
τk
i , (375)

ãäå ψk
i = hk

i − 1
2δk

i h, à τk
i óñëîâíî îáîçíà÷àåò äîïîëíèòåëüíûå âûðàæåíèÿ,

ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðè ïåðåõîäå îò òî÷íûõ óðàâíåíèé òÿãîòåíèÿ ê ñëó÷àþ
ñëàáûõ ïîëåé. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî τ0

0 è τ0
α ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâó-

þùèõ êîìïîíåíò T k
i ïóòåì âûäåëåíèÿ èç íèõ âåëè÷èí íóæíîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè. Âåëè÷èíû τα
β ñîäåðæàò òàêæå è ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
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èç Rk
i − δk

i R/2. Âåëè÷èíû ψk
i óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (357) ∂ψk

i /∂xk = 0.
Èç (375) ñëåäóåò, ÷òî òàêîå æå óðàâíåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ τk

i :

∂τk
i

∂xk
= 0. (376)

Ýòî óðàâíåíèå çàìåíÿåò îáùåå ñîîòíîøåíèå T k
i;k = 0. Óðàâíåíèå (375) ïî

ôîðìå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, èõ îáùåå ðå-
øåíèå

ψk
i = −4k

c4

∫
(τk

i )t−R/c
dV

R
. (377)

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè âñåõ òåë â ñèñòåìå ìàëû, òî äëÿ ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ ìîæíî íàïèñàòü

ψk
i = − 4k

c4R0

∫
(τk

i )t−R0/c dV, (378)

ãäå R0 � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàñïîëîæåííîãî ãäå-íèáóäü âíóò-
ðè ñèñòåìû. Èíäåêñ t − R0/c, ïîêàçûâàþùèé ÷òî çíà÷åíèå τ íàäî áðàòü â
ýòîò ìîìåíò âðåìåíè, â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (376), îïóñ-
êàÿ èíäåêñû ó τk

i è âûäåëÿÿ ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå êîìïîíåíòû,
ïèøåì (376) â âèäå

∂ταγ

∂xγ
− ∂τα0

∂x0
= 0,

∂τ0γ

∂xγ
− ∂τ00

∂x0
= 0. (379)

Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà xβ , ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó

∂

∂xγ

∫
τα0x

β dV =
∫

∂ταγ

∂xγ
xβ dV =

∫
∂ταγxβ

∂xγ
dV −

∫
ταβ dV.

Ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷íîñòè τik = 0, òî ïåðâûé èíòåãðàë, áóäó÷è ïðåîáðà-
çîâàí ïî òåîðåìå Ãàóññà, èñ÷åçàåò. Ïîëóñóììà îñòàâøåãîñÿ ðàâåíñòâà è åãî
æå ñ ïåðåñòàâëåííûìè èíäåêñàìè äàåò:

∫
ταβ dV = −1

2
∂

∂x0

∫
(ταβxβ + τβ0x

α) dV.

Äàëåå óìíîæèì âòîðîå èç óðàâíåíèé (379) íà xαxβ è òîæå ïðîèíòåãðèðóåì
ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

∂

∂x0

∫
τ00x

αxβ dV = −
∫

(τα0x
β + τβ0x

α) dV.

Ñðàâíèâàÿ îáà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòà, íàõîäèì
∫

ταβ dV =
1
2

(
∂

∂x0

)2 ∫
τ00x

αxβ dV. (380)
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû îò âñåõ ταβ îêàçûâàþòñÿ âûðàæåííûìè ÷åðåç
èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî êîìïîíåíòó τ00, à îíà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî-
ñòüþ ñîâïàäàåò ñ êîìïîíåíòîé T00 è, ñîîòâåòñòâåííî

τ00 = µc2. (381)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (380) è ââîäÿ âðåìÿ t = x0/c, ïåðåïèñûâàåì (378) â âèäå

ψαβ = − 2k

c4R0

∂2

∂t2

∫
µxαxβ dV. (382)

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òåë â íåáîëüøèõ ó÷àñòêàõ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü âîëíó êàê ïëîñêóþ Âû÷èñëèì ïîòîê ýíåðãèè, èçëó÷àåìûé
ñèñòåìîé â íàïðàâëåíèè, íàïðèìåð, x1, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (364).
Â ýòó ôîðìóëó âõîäÿò òîëüêî êîìïîíåíòû h23 = ψ23 è h22−h33 = ψ22−ψ33.
Èç (382) íàõîäèì äëÿ íèõ âûðàæåíèÿ

h23 = − 2k

3c4R0
D̈23, h22 − h33 = − 2k

3c4R0
(D̈22 − D̈33) (383)

(òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè), ãäå ââåäåí òåíçîð êâàä-
ðóïîëüíîãî ìîìåíòà ìàññ

Dαβ =
∫

µ(3xαxβ − r2δαβ) dV. (384)

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â íàïðàâëåíèè îñè x1 â
âèäå

ct10 =
k

36πc5R2
0

[( ˙̈D22 − ˙̈D33

2

)
+ ˙̈D

2

33

]
. (385)

Ïîòîê ýíåðãèè â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà â äàííîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èòñÿ
îòñþäà óìíîæåíèåì íà R2

0 do. Äâà ÷ëåíà â ýòîì âûðàæåíèè îòâå÷àþò èç-
ëó÷åíèþ âîëí äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé. Äëÿ çàïèñè â èíâàðèàíòíîì
âèäå (íåçàâèñÿùåì îò íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ) ââåäåì òðåõìåðíûé åäèíè÷-
íûé òåíçîð ïîëÿðèçàöèè ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû eαβ , îïðåäåëÿþ-
ùèé, êàêèå èìåííî èç êîìïîíåíò hαβ îòëè÷íû îò 0 (â êàëèáðîâêå hik, â
êîòîðîé h0α = h00 = h = 0). Òåíçîð ïîëÿðèçàöèè ñèììåòðè÷åí è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì

eαα = 0, eαβnβ = 0, eαβeαβ = 1, (386)
ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû; ïåðâûå
äâà óñëîâèÿ âûðàæàþò òåíçîðíîñòü è ïîïåðå÷íîñòü âîëíû. Ñ ïîìîùüþ ýòî-
ãî òåíçîðà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ çàäàííîé ïîëÿðèçàöèè â òåëåñíûé óãîë
do çàïèøåòñÿ â âèäå

dI =
k

72πc5
( ˙̈Dαβeαβ)2do. (387)

Ýòî âûðàæåíèå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ n íåÿâíûì îáðàçîì � ÷åðåç óñëîâèå
ïîïåðå÷íîñòè eαβnβ = 0. Ñóììàðíîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ âñåõ
ïîëÿðèçàöèé ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì (387) ïî ïîëÿðèçàöèÿì èëè, ÷òî
òî æå, óñðåäíåíèåì ïî ïîëÿðèçàöèÿì è óìíîæåíèåì ðåçóëüòàòà íà 2 (÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ïîëÿðèçàöèé).
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Óñðåäíåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

eαβeγδ =
1
4
{nαnβnγnδ + (nαnβδγδ + nγnδδαβ)−

−(nαnγδβδ + nβnγδαδ + nαnδδβγ + nβnδδαγ)− δαβδγδ + (δαγδβδ + δβγδαδ)} .
(388)

Âûðàæåíèå ñïðàâà � òåíçîð, ñîñòàâëåííûé èç åäèíè÷íîãî òåíçîðà è êîì-
ïîíåíò âåêòîðà n, îáëàäàþùåé òðåáóåìîé ñèììåòðèåé ïî ñâîèì èíäåêñàì,
äàþùèé åäèíèöó ïðè óïðîùåíèè ïà ïàðàì èíäåêñîâ α, γ è β, δ, è îáðàùà-
þùèéñÿ â íóëü ïðè ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè íà n. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì:

dI =
k

36πc5

[
1
4
( ˙̈Dαβnαnβ)2 +

1
2

˙̈D
2

αβ − ˙̈Dαβ
˙̈Dαγnβnγ

]
do. (389)

Ïîëíîå èçëó÷åíèå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (ïîòåðÿ ýíåðãèè, (dE/dt), ìîæíî
íàéòè óñðåäíèâ dI/do ïî íàïðàâëåíèÿì n è óìíîæèâ ðåçóëüòàò íà 4π:

−dE
dt

=
k

45c5

˙̈D
2

αγ . (390)

Îòìåòèì, ÷òî èçëó÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì ïÿòî-
ãî ïîðÿäêà ïî 1/c. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, âìåñòå ñ ìàëîñòüþ ãðàâèòàöèîííîé
ïîñòîÿííîé k, ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíîé ìàëîñòè ýôôåêòà.
Äâà òåëà, ïðèòÿãèâàþùèåñÿ ïî çàêîíó Íüþòîíà, äâèæóòñÿ ïî êðóãîâûì
îðáèòàì âîêðóã îáùåãî öåíòðà èíåðöèè. Äëÿ íèõ

−dE
dt

= I =
32kµ2ω6r4

5c5
=

32k4m2
1m

2
2(m1 + m2)

5c5r3
.

Ýòî ïðèâîäèò ê âåêîâîìó ñáëèæåíèþ òåë:

ṙ =
2r2

km1m2

dE
dt

= −64k3m1m2(m1 + m2)
5c5r3

.
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35 Èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî
35.1 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ
Íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà íå ïðèìåíèìà ê ïëîñêîìó áåñêîíå÷íîìó ïðîñòðàí-
ñòâó (áåñêîíå÷íûé ïîòåíöèàë â êàæäîé òî÷êå). Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïî ïîâî-
äó îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Òðåáîâàíèÿ äëÿ äåé-
ñòâèÿ áóäóò ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðåíû, åñëè ê ñêàëÿðó G äîáàâèòü ïî-
ñòîÿííûé ÷ëåí:

Sg = − c3

16πk

∫
(G + 2Λ)

√−gdΩ, (391)

ãäå Λ � íîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ ñì−2. Òàêîå èçìåíåíèå ïðèâåäåò
ê ïîÿâëåíèþ â óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà Λgik:

Rik − 1
2
Rgik =

8πk

c4
Tik + Λgik. (392)

Åñëè ïðèïèñàòü ¾êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé¿ î÷åíü ìàëîå çíà÷åíèå, òî
íàëè÷èå ýòîãî ÷ëåíà íå áóäåò ñóùåñòâåííî ñêàçûâàòüñÿ íà ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëÿõ â íå ñëèøêîì áîëüøèõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íî ïðèâåäåò
ê íîâûì òèïàì ¾êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé¿15. Äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíûõ
îñíîâàíèé (òåîðåòè÷åñêèõ è íàáëþäàòåëüíûõ) äëÿ ââåäåíèÿ òàêîãî âèäîèç-
ìåíåíèÿ óðàâíåíèé íåò, à ýòî èçìåíåíèå íåñåò ãëóáîêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë
� íàëè÷èå íåóñòðàíèìîé êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íå ñâÿçàííîé ñ
ìàòåðèåé.
Íà áîëüøèõ ó÷àñòêàõ Âñåëåííàÿ îäíîðîäíà è èçîòðîïíà (ýòî ïðèáëèæåíèå)
ïî äàííûì î ðàñïðåäåëåíèè ãàëàêòèê è ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ìû óâèäèì,
÷òî îñíîâíûì ñâîéñòâîì òàêîé Âñåëåííîé - íåñòàöèîíàðíîñòü.

35.2 Ìåòðèêà èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ââåäåì òðåõìåðíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð γαβ

dl2 = γαβdxαdxβ . (393)

Êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî òðåõìåðíûì òåíçîðîì
êðèâèçíû Pαβγδ, êîòîðûé â ñëó÷àå ïîëíîé èçîòðîïèè äîëæåí âûðàæàòü-
ñÿ òîëüêî ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð γαβ , à ïîýòîìó â ñèëó ñâîèõ ñâîéñòâ
ñèììåòðèè äîëæåí èìåòü âèä

Pαβγδ = λ(γαγγβδ − γαδγβγ), (394)

ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ. Òåíçîð Ðè÷÷è Pαβ = P γ
αγβ ðàâåí

Pαβ = 2λγαβ , (395)
15Â ÷àñòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
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à ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
P = 6λ. (396)

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà êðèâèçíû èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþò-
ñÿ ëèøü îäíîé ïîñòîÿííîé. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1. Ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (λ>0)

2. Ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (λ<0)

3. Ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî (λ=0)

35.3 Ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé
Ïðîâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ àíàëîãèþ ñ ãèïåðñôåðîé. Óðàâíåíèå ãèïåðñôåðû
â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = a2, (397)

ýëåìåíò äëèíû âûðàæàåòñÿ êàê

dl2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 + dx2

4. (398)

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü êîîðäèíàòû x1, x2, x3 êàê òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ è èñ-
êëþ÷àÿ èç dl2 ôèêòèâíóþ êîîðäèíàòó x4 ñ ïîìîùüþ (397), ïîëó÷àåì

dl2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 +

(x1dx1 + x2dx2 + x3dx3)2

a2 − x2
1 − x2

2 − x2
3

(399)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ëåãêî âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ λ. Ïîñêîëüêó çàðàíåå èç-
âåñòíî, ÷òî òåíçîð Pαβ îäèíàêîâûé âèä âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, òî äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü åãî òîëüêî äëÿ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå

γαβ = δαβ +
xα

xβ
a2.

Òàê êàê ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò γαβ è òðåõìåðíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôå-
ëÿ λα

βγ â íà÷àëå êîîðäèíàò îáðàùàþòñÿ â íóëü, ÷òî âû÷èñëåíèå ïî îáùåé
ôîðìóëå (159) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì è äàåò â ðåçóëüòàòå

λ =
1
a2

. (400)

Âåëè÷èíó a ìîæíî íàçâàòü ¾ðàäèóñîì êðèâèçíû¿ ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåì
âìåñòî x1, x2, x3 ñîîòâåòñòâóþùèå èì ¾ñôåðè÷åñêèå¿ êîîðäèíàòû r, θ, ϕ. Òî-
ãäà ýëåìåíò äëèíû ïðèìåò âèä

dl2 =
dr2

1− r2/a2
+ r2(sin2 θ dϕ2 + dθ2). (401)
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Íà÷àëî êîîðäèíàò ìîæåò áûòü âûáðàíî â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Äëèíà
îêðóæíîñòè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ 2πr, à ïîâåðõíîñòü ñôåðû 4πr2. Äëèíà æå
¾ðàäèóñà¿ îêðóæíîñòè (èëè ñôåðû) ðàâíà

r∫

0

dr√
1− r2/a2

= a arcsin
r

a
, (402)

ò.å. áîëüøå r. Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó â òàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìåíüøå 2π. Äðóãóþ óäîáíóþ ôîðìó dl2 èìååò â ¾÷åòûðåõìåðíûõ ñôå-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ¿, ïîëó÷àþùèõñÿ, åñëè âìåñòî r ââåñòè ¾óãîë¿ χ ñî-
ãëàñíî r = a sin χ (χ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π).

dl2 = a2
[
dχ2 + sin2 χ(sin2 θ dϕ2 + dθ2)

]
. (403)

Êîîðäèíàòà χ èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàâíîå aχ. Ïî-
âåðõíîñòü ñôåðû â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðàâíà 4πa2 sin2 χ. Ìû âèäèì, ÷òî ïî
ìåðå óäàëåíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ñíà÷àëà
ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, ïî íå äîñòèãíåò íà ðàññòîÿíèè πa/2 ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ 4πa2. Âñëåä çà ýòèì îíà íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ ïîêà íå ïðåâðàòèò-
ñÿ â òî÷êó íà ¾ïðîòèâîïîëîæíîì ïîëþñå¿ ïðîñòðàíñòâà íà ðàññòîÿíèè πa
� íàèáîëüøåì ðàññòîÿíèè, êîòîðîå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â òàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Îáúåì ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé ðàâåí

V =

2π∫

0

π∫

0

π∫

0

a3 sin2 χ sin θ dχ dθ dϕ,

îòêóäà
V = 2π2a3. (404)

Ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû îêàçûâàåòñÿ ¾çàìêíóòûì ñàìî â
ñåáå¿, êîíå÷íûì ïî îáúåìó, íî íå èìåþùèì ãðàíèö. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä äîëæåí áûòü
ðàâåí 0. À òàêæå P i îáðàùàåòñÿ â 0 äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

35.4 Ïðîñòðàíñòâî ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé
Ïîñòîÿííàÿ λ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, åñëè a ìíèìî. Âî âñåõ ïðåäûäó-
ùèõ ôîðìóëàõ íàäî çàìåíèòü a íà ia. Ãåîìåòðèÿ íà ÷åòûðåõìåðíîé ïñåâ-
äîñôåðå ñ ìíèìûì ðàäèóñîì.

λ = − 1
a2

(405)

dl2 =
dr2

1 + r2/a2
+ r2(sin2 θ dϕ2 + dθ2), (406)

ãäå êîîðäèíàòà r ìîæåò ïðîáåãàòü âñå çíà÷åíèÿ îò 0 äî∞. Îòíîøåíèå äëè-
íû îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó òåïåðü áîëüøå, ÷åì 2π. Âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå
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(403), ïîëó÷èòñÿ, åñëè ââåñòè êîîðäèíàòó χ ñîãëàñíî r = a shχ (χ ìåíÿåòñÿ
çäåñü îò 0 äî ∞):

dl2 = a2
[
dχ2 + sh2 χ(sin2 θ dϕ2 + dθ2)

]
. (407)

Ïîâåðõíîñòü ñôåðû ðàâíà òåïåðü 4πa2 sh2 χ è ïðè óâåëè÷åíèè χ âîçðàñòàåò
íåîãðàíè÷åííî. Îáúåì ïðîñòðàíñòâà � áåñêîíå÷åí.

36 Çàêðûòàÿ èçîòðîïíàÿ ìîäåëü
Íàèáîëåå óäîáíà � ¾ñîïóòñâóþùàÿ¿ ÑÎ, äâèæóùàÿñÿ â êàæäîé òî÷êå ñ âå-
ùåñòâîì. ÑÎ � ñàìà ìàòåðèÿ. Â âèäó ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ íàïðàâ-
ëåíèé � g0α = 0. ds2 = g00(dx0)2 − dl2. Êîìïîíåíòà g00 � ôóíêöèÿ òîëüêî
îò x0, ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî âûáðàòü âðåìåííóþ êîîðäèíàòó òàê, ÷òîáû
g00 = 1:

ds2 = c2dt2 − dl2. (408)
t � ñèíõðîííîå ñîáñòâåííîå âðåìÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Â çàêðûòîì ïðîñòðàíñòâå (ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé) ðàäèóñ êðèâèçíû
a çàâèñèò îò âðåìåíè:

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[
dχ2 + sin2 χ(sin2 θ dϕ2 + dθ2)

]
(409)

Ôóíêöèÿ a(t) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ââå-
äåì âåëè÷èíó η:

c dt = a dη. (410)
Òîãäà

ds2 = a2(η)
[
dη2 − dχ2 − sin2 χ(sin2 θ dϕ2 + dθ2)

]
. (411)

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû Rik (êîîðäèíàòàìè x0, x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ η, χ, θ, ϕ).
Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

g00 = a2, g11 = −a2, g22 = −a2 sin2 χ, g33 = −a2 sin2 χ sin2 θ

Âåëè÷èíû Γi
kl:

Γ0
00 =

a′

a
, Γ0

αβ = − a′

a3
gαβ , Γα

0β =
a′

a
δα
β , Γ0

α0 = Γα
00 = 0,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî η (êîìïîíåíòû Γα
βγ íåò íàäîá-

íîñòè âû÷èñëÿòü â ÿâíîì âèäå). Ïî îáùåé ôîðìóëå (159) ïîëó÷èì

R0
0 =

3
a4

(a′2 − aa′′).

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, çàðàíåå î÷åâèäíî, ÷òî R0α = 0. Äëÿ êîìïîíåíò
Rβ

α çàìå÷àåì, ÷òî åñëè âûäåëèòü â íèõ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî gαβ (ò.å.
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Γα
βγ), òî ýòè ÷ëåíû äîëæíû ñîñòàâèòü êîìïîíåíòû òðåõìåðíîãî òåíçîðà P β

α

(395, 400):
Rβ

α = −P β
α + . . . = − 2

a2
δβ
α + . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èå ïîäðàçóìåâàåò ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òàêæå è g00. Â ðåçóëüòàòå
âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíèõ ïîëó÷èì

Rβ
α = − 1

a4
(2a2 + a′2 + aa′′)δβ

α,

è çàòåì
R = R0

0 + Rα
α = − 6

a3
(a + a′′).

Ïîñêîëüêó â âûáðàííîé ÑÎ ìàòåðèÿ íåïîäâèæíà, òî uα = 0, u0 = 1/a è
èç (191) èìååì T 0

0 = ε, ãäå ε � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè. Ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå

R0
0 −

1
2
R =

8πk

c4
T 0

0 ,

ïîëó÷èì
8πk

c4
ε =

3
a4

(a2 + a′2). (412)

Ñþäà âõîäÿò äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ε è a, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
åùå îäíî óðàâíåíèå. Óäîáíî âûáðàòü óðàâíåíèå T i

0;i = 0 (îäíî èç ÷åòûðåõ
óðàâíåíèé (190) , ñîäåðæàùèõñÿ â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ). Ïîëüçóÿñü (191) äëÿ
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ìû òåì ñàìûì ïðåíåáðåãàåì âñåìè ïðîöåññàìè
äèññèïàöèè ýíåðãèè, ïðèâîäÿùèìè ê âîçðàñòàíèþ ýíòðîïèè. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü ýíòðîïèþ ïîñòîÿííîé. Âîñïîëüçóåìñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøå-
íèåì E = T dS − p dV . Ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè èìååì ïðîñòî E = −p dV
(p � äàâëåíèå). Ââîäÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = E/V íàõîäèì

dε = −(ε + p)
dV

V
.

Îáúåì ïðîñòðàíñòâà ïðîïîðöèîíàëåí êóáó ðàäèóñà êðèâèçíû, ïîýòîìó dV/V =
3da/a = 3d ln a, ìîæåì çàïèñàòü

− dε

ε + p
= 3 d ln a,

èëè, èíòåãðèðóÿ,
3 ln a = −

∫
dε

ε + p
+ const (413)

Åñëè ñâÿçü ìåæäó ε è p èçâåñòíà (ñîñòîÿíèå ìàòåðèè), òî óðàâíåíèå (413)
îïðåäåëÿåò ε êàê ôóíêöèþ îò a. Òîãäà èç (412) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü η â
âèäå

η = ±
∫

da

a
√

8πk
3c4 (εa2 − 1)

. (414)
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Óðàâíåíèÿ (413), (414) ðåøàþò â îáùåì âèäå çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ìåò-
ðèêè â èçîòðîïíîé çàêðûòîé ìîäåëè.
Åñëè ìàòåðèÿ ðàñïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå â âèäå îòäåëüíûõ òåë, ñ÷èòàÿ èõ
ñêîðîñòè ìàëûìè, ìîæíî ïðîñòî ïîëîæèòü ε = µc2, äàâëåíèå ¾ãàçà¿, ñîñòî-
ÿùåãî èç ýòèõ òåë êðàéíå ìàëî, èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
¾ïûëåâèäíîé¿ ìàòåðèè:

ε = µc2, p = 0.

Èíòåãðèðîâàíèå â (413) äàåò µa3 = const � ñîõðàíåíèå ñóììû M ìàññ òåë
(áåç ó÷åòà èõ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ïî-
ñêîëüêó îáúåì ïðîñòðàíñòâà â çàìêíóòîé ìîäåëè V = 2π2a3, òî const =
M/2π2.

µa3 =
M

2π2
(415)

Ïîäñòàâèâ (415) â (414) è ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì

a = a0(1− cos η), (416)

ãäå ïîñòîÿííàÿ
a0 =

2kM

3πc2
.

Äëÿ ñâÿçè t è η íàõîäèì èç (410)

t =
a0

c
(η − sin η). (417)

Óðàâíåíèÿ (416) è (417) îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå
a(t). Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò îò 0 ïðè t = 0(η = 0) äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
a = 2a0, äîñòèãàåìîãî ïðè t = πa0/c(η = π), çàòåì ñíîâà óáûâàåò äî 0 ïðè
t = 2πa0/c(η = 2π). Ïðè η ¿ 1, èìååì ïðèáëèæåííî a = a0η

2/2, t = a0η
3/6c,

òàê ÷òî

a ≈
(

9a0c
2

2

)1/3

t2/3. (418)

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âåùåñòâà

µ =
1

6πkt2
= 8 · 105t2. (419)

Â ýòîì ïðåäåëå çàâèñèìîñòü µ(t) íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð è íå çàâè-
ñèò îò a0.
Ïðè a → 0 ïëîòíîñòü îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, íî ïðè µ →∞ äàâëåíèå
òîæå ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âòîðîé ïðåäåëü-
íûé ñëó÷àé ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè

p = ε/3.

Èç ôîðìóëû (413) ïîëó÷èì

εa4 = const ≡ 3c4a2
1

8πk
(420)
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(a1 � íîâàÿ ïîñòîÿííàÿ), ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèÿ (414) è (410) ïðèâîäÿò ê
çàâèñèìîñòè

a = a1 sin η, t =
a1

c
(1− cos η).

Òàê êàê ýòî ðåøåíèå èìååò ñìûñë ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ε (ìàëûõ
a), òî ïîëîæèì η ¿ 1. Òîãäà a ≈ a1η, t ≈ a1η

2/2c, òàê ÷òî

a =
√

2a1ct. (421)

Ïðè ýòîì
ε

c2
=

3
32πkt2

=
4.5 · 105

t2
. (422)

Ýòà çàâèñèìîñòü ñíîâà íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ïàðàìåòðîâ.
Òàêèì îáðàçîì ó ìîäåëè åñòü äâå îñîáûå òî÷êè (a = 0). Íåò è ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà ïðîäîëæàòü ìåòðèêó çà îñîáóþ òî÷êó (ïðè t < 0 âåëè÷èíà a(t)
ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé).

37 Îòêðûòàÿ èçîòðîïíàÿ ìîäåëü
Ðåøåíèå äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âìå-
ñòî (409) èìååì òåïåðü

ds2 = c2dt2 − a2(t)
[
dχ2 + sh2 χ(dθ2 + sin2 θ dϕ2)

]
(423)

Ââîäèì ñíîâà âìåñòî t âåëè÷èíó η, ñîãëàñíî c dt = a dη; òîãäà ïîëó÷àåì

ds2 = a2(η)
[
dη2 − dχ2 − sh2 χ(dθ2 + sin2 θ dϕ2)

]
. (424)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïîëó÷åíî èç (411) çàìåíîé η, χ, a íà
iη, iχ, ia, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ïîëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòî ïóòåì ýòîé æå
çàìåíû èç (412), (413). Óðàâíåíèå (413) ñîõðàíÿåò ïðè ýòîì ñâîé ïðåæíèé
âèä:

3 ln a = −
∫

dε

ε + p
+ const, (425)

à âìåñòî (412) èìååì
8πk

c4
ε =

3
a4

(a′2 − a2). (426)

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó íàõîäèì âìåñòî (414)

η = ±
∫

da

a
√

8πk
3c4 εa2 + 1

. (427)

Äëÿ ïûëåâèäíîé ìàòåðèè ïîëó÷àåì îòñþäà

a = a0(ch η − 1), t =
a0

c
(sh η − η), (428)
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µa3 =
3c2

4πk
a0. (429)

Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèåì

r = Aeη shχ, cτ = Aeη ch χ, Aeη =
√

c2τ2 − r2, th χ =
r

cτ

âûðàæåíèå (424) ïðèâîäèòñÿ ê ¾êîìôîðíî-ãàëèëååâó¿ âèäó

ds2 = f(r, τ)[c2dτ2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)].

Â ñëó÷àå (428) ïîëó÷èì (ïîëîæèâ A = a0/2):

ds2 =
(

1− a0

2
√

c2τ2 − r2

)4

[c2dτ2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)].

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
√

c2τ2 − r2 (÷åìó ñîîòâåòñòâóþò η À 1) ýòà ìåò-
ðèêà ñòðåìèòñÿ ê ãàëèëååâîé, ÷òî åñòåñòâåííî, ââèäó ñòðåìëåíèÿ ðàäèóñà
êðèâèçíû ê áåñêîíå÷íîñòè. Â êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, τ ìàòåðèÿ íå íåïîäâèæíà,
à åå ðàñïðåäåëåíèå íå îäíîðîäíî; ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå è äâèæåíèå ìàòå-
ðèè îêàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè âîêðóã ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà, âûáðàííîé çà íà÷àëî êîîðäèíàò r, θ, ϕ.
Ôîðìóëû (428) îïðåäåëÿþò â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå çàâèñèìîñòü a(t): ðà-
äèóñ êðèâèçíû ìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî îò íóëÿ ïðè (t = 0)(η = 0) äî áåñêî-
íå÷íîñòè ïðè (t = ∞)(η = ∞). Ïëîòíîñòü ìàòåðèè óáûâàåò îò áåñêîíå÷íîãî
çíà÷åíèÿ ïðè t = 0 (ïðè η ¿ 1 çàêîí ýòîãî óáûâàíèÿ äàåòñÿ òîé æå ïðèáëè-
æåííîé ôîðìóëîé (419), ÷òî è â çàêðûòîé ìîäåëè).
Äëÿ áîëüøèõ ïëîòíîñòåé ðåøåíèå (428), (429) íåïðèìåíèìî, è íàäî ñíîâà
îáðàòèòüñÿ ê ñëó÷àþ p = ε/3. Ïðè ýòîì ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå

εa4 = const ≡ 3c4a2
1

8πk
, (430)

à äëÿ çàâèñèìîñòè a(t) íàõîäèì

a = a1 sh η, t =
a1

c
(ch η − 1),

ïðè η ¿ 1:
a =

√
2a1ct. (431)

Òàêèì îáðàçîì îòêðûòàÿ ìîäåëü èìååò âñåãî îäíó îñîáóþ òî÷êó (íà÷àëî).

Ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé � áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ êðè-
âèçíû

ds2 = c2dt2 − b2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (432)
çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìíîæèòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè íå ìåíÿåò, è
ïðîñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê åäèíèöå.

8πk

c2
ε =

3
b2

(
db

dt

)2

, 3 ln b = −
∫

dε

p + ε
+ const.
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Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ äàâëåíèé íàõîäèì

µb3 = const, b = const · t2/3. (433)

Ïðè ìàëûõ t íàäî îïÿòü ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé p = ε/3, ïðè êîòîðîì ïîëó-
÷àåì

εb4 = const, b = const ·
√

t. (434)
Òàêèì îáðàçîì è â ýòîì ñëó÷àå ìåòðèêà èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó (t = 0).
Îòìåòèì, ÷òî âñå íàéäåííûå èçîòðîïíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè
îòëè÷íîé îò íóëÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèè. Â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè îíè
ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî êëàññà ðåøåíèé, ñîäåðæàùåãî òðè ôèçè÷å-
ñêè ðàçëè÷íûå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

38 Êðàñíîå ñìåùåíèå
Îñíîâíàÿ ÷åðòà âñåõ ìîäåëåé � íåñòàöèîíàðíîñòü. Èçìåíåíèå ðàäèóñà êðè-
âèçíû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âñåõ âîîáùå ðàññòîÿíèé ìåæäó òåëàìè. Ýòî
âèäíî èç îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàññòîÿíèÿ dl ïðî-
ïîðöèîíàëåí a. Ïðè óâåëè÷åíèè a â òàêîì ïðîñòðàíñòâå òåëà ¾ðàçáåãàþò-
ñÿ¿. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ ïðîñòðàíñòâî áóäåò âûãëÿäåòü òàê, êàê
åñëè áû âñå òåëà äâèãàëèñü áû â ðàäèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, óäàëÿÿñü îò
íàáëþäàòåëÿ. Ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ (â äàííûé ìîìåíò t) ïðîïîðöèîíàëüíà
ðàññòîÿíèþ ìåæäó òåëàìè. Ýòî ïðåäñêàçàíèå òåîðèè ñëåäóåò ñîïîñòàâèòü ñ
ýôôåêòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî êðàñíîãî ñìåùåíèÿ. Èñòîëêîâàâ ýòî ñìåùåíèå
êàê äîïëåðîâñêîå, ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î ðàçáåãàíèè ãàëàêòèê.
Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ëó÷åé ñâåòà â èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâ-
íåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ds = 0. Òî÷êó, îòêóäà âûõîäèò ëó÷ ñâåòà, âûáåðåì
â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò χ, θ, ϕ. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè î÷åâèäíî,
÷òî ëó÷è áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòñÿ ¾ðàäèàëüíî¿, ò.å. âäîëü ëèíèè θ = const,
ϕ = const. Ïîëîæèì â (411) è (424) dθ = dϕ = 0, ïîëó÷èì ds2 = a2(dη2 −
dχ2). Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ, íàõîäèì dη = ±dχ, èëè èíòåãðèðóÿ:

χ = ±η + const. (435)

Çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ëó÷ó, ðàñïðîñòðàíÿþùåìóñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò,
à ìèíóñ � ëó÷ó, ïðèõîäÿùåìó â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòî óðàâíåíèå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ çàêðûòîé è äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè. Â îòêðûòîé ìîäåëè ëó÷,
âûøåäøèé èç íåêîòîðîé òî÷êè, íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ îò íåå. Â çàêðû-
òîé ìîäåëè, âûøåäøèé èç èñõîäíîé òî÷êè ñâåò â êîíöå êîíöîâ ìîæåò äîéòè
äî ¾ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëþñà¿ ïðîñòðàíñòâà (χ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî π), çàòåì
ëó÷ íà÷íåò ïðèáëèæàòüñÿ ê èñõîäíîé òî÷êå. Îáõîäó ëó÷à ¾âîêðóã ïðîñòðàí-
ñòâà¿ è âîçâðàùåíèþ â èñõîäíóþ òî÷êó ñîîòâåòñòâîâàëî áû èçìåíåíèå χ îò
0 äî 2π. Èç (435) ñëåäóåò, ÷òî η äîëæíî èçìåíèòüñÿ íà 2π, íî ýòî íåâîçìîæ-
íî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ âûõîäà ëó÷à â ìîìåíò η = 0). Òàêèì îáðàçîì
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ëó÷ íå ìîã áû óñïåòü âîçâðàòèòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó îáîéäÿ ¾âîêðóã ïðî-
ñòðàíñòâà¿.
Ëó÷ó, ïðèõîäÿùåìó â òî÷êó íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå (435) ñî
çíàêîì ìèíóñ ïåðåä η. Åñëè ìîìåíò ïðèõîäà ëó÷à â ýòó òî÷êó åñòü t(η0), òî
ïðè η = η0 äîëæíî áûòü χ = 0, òàê ÷òî óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ
ëó÷åé èìååò âèä

χ = η0 − η. (436)
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ê íàáëþäàòåëþ, íàõîäÿùåìóñÿ â òî÷êå χ = 0 ìîãóò
äîéòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t(η0) ëó÷è, âûøåäøèå èç òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà
¾ðàññòîÿíèÿõ¿, íå ïðåâûøàþùèõ χ = η0. Ýòîò ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ êàê
ê îòêðûòîé, òàê è ê çàêðûòîé ìîäåëÿì, âåñüìà ñóùåñòâåíåí. Â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ôèçè÷åñêîìó íàáëþäåíèþ äîñòóïíà ëèøü ÷àñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ χ ¿ η. ¾Âèäèìàÿ îáëàñòü¿ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñâåòîâûì êîíó-
ñîì. Ýòî ñå÷åíèå îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì äëÿ îòêðûòîé è çàêðûòîé ìîäåëè.
Â ýòîì ñìûñëå ðàçíèöà ìåæäó ìîäåëÿìè îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ãëóáîêîé, ÷åì
ýòî ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.
×åì áîëåå óäàëåíà îò íàáëþäàòåëÿ íàáëþäàåìàÿ èì â äàííûé ìîìåíò îá-
ëàñòü ïðîñòðàíñòâà. òåì áîëåå ðàííèì ìîìåíòàì âðåìåíè îíà ñîîòâåòñòâóåò.
Ïðåäñòàâèì ñåáå ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì
ìåñòîì òî÷åê, èç êîòîðûõ ñâåò âûøåë â ìîìåíò âðåìåíè t(η − χ) è íà-
áëþäàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò â ìîìåíò t(η). Ïëîùàäü ýòîé ïîâåðõíîñòè
ðàâíà 4πa2(η−χ) sin2 χ (â çàêðûòîé ìîäåëè) èëè 4πa2(η−χ) sh2 χ (â îòêðû-
òîé ìîäåëè). Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íàáëþäàòåëÿ ïëîùàäü ¾âèäèìîé ñôåðû¿
ñíà÷àëà âîçðàñòàåò îò íóëÿ, çàòåì äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî ñíîâà
óìåíüøàåòñÿ, îáðàùàÿñü â íóëü ïðè χ = η (ãäå a(η − χ) = a(0) = 0). Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ñå÷åíèå ñâåòîâûì êîíóñîì íå òîëüêî êîíå÷íî, íî è çàìêíóòî.
Îíà êàê áû çàìûêàåòñÿ â òî÷êå ¾ïðîòèâîïîëîæíîé¿ íàáëþäàòåëþ. Åå ìîæ-
íî óâèäåòü ïðè íàáëþäåíèè â ëþáîì íàïðàâëåíèè â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîé
òî÷êå ε → ∞, òàê ÷òî íàáëþäåíèþ äîñòóïíà, â ïðèíöèïå, ìàòåðèÿ íà âñåõ
ñòóïåíÿõ åå ýâîëþöèè.
Ïîëíîå íàáëþäàåìîå êîëè÷åñòâî ìàòåðèè ðàâíî â îòêðûòîé ìîäåëè

Mobs = 4π

η∫

0

µa3 sh2 χdχ.

Ïîäñòàâèâ µa3 èç (429), ïîëó÷èì

Mobs =
3c2a0

2k
(sh η ch η − η). (437)

Ýòà âåëè÷èíà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè η → ∞. Â çàêðûòîé ìîäåëè
âîçðàñòàíèå Mobs îãðàíè÷åíî ïîëíîé ìàññîé M , â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

Mobs =
M

π
(η − sin η cos η). (438)
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Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ η îò 0 äî π ýòà âåëè÷èíà âîçðàñòàåò îò 0 äî M , â
äàëüíåéøåì æå óâåëè÷åíèå Mobs ôèêòèâíî è ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî â
¾ñæèìàþùåìñÿ¿ ìèðå óäàëåííûå òåëà íàáëþäàëèñü áû äâàæäû (ïî ñâåòó,
¾îáîøåäøåìó ïðîñòðàíâî¿ ñ äâóõ ñòîðîí).
Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ÷àñòîòû ñâåòà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè â èçîòðîï-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäÿò äâà
ñîáûòèÿ, ðàçäåëåííûå ïðîìåæóòêîì âðåìåíè dt = a(η) dη/c. Åñëè â ìîìåí-
òû ýòèõ ñîáûòèé îòïðàâëÿþòñÿ ñâåòîâûå ñèãíàëû, íàáëþäàåìûå â äðóãîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, òî ìåæäó ìîìåíòàìè èõ íàáëþäåíèÿ ïðîéäåò ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè òîìó æå èçìåíåíèþ dη âåëè÷èíû η, ÷òî è â òî÷êå îòïðàâëåíèÿ.
Ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (435), ñîãëàñíî êîòîðîìó èçìåíåíèå âåëè÷èíû η çà
âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à ñâåòà èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ çàâèñèò òîëüêî
îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò χ ýòèõ òî÷åê. Íî ïîñêîëüêó çà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ñèãíàëà ðàäèóñ êðèâèçíû a èçìåíèòñÿ, òî ïðîìåæóòêè âðåìåíè t ìåæäó
ìîìåíòàìè îòïðàâëåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ è ìîìåíòàìè èõ íàáëþäåíèÿ áóäóò
ðàçëè÷íûìè; îòíîøåíèå ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ çíà÷åíèé a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäû ñâåòîâûõ êîëåáàíèé, èç-
ìåðåííûå â ìèðîâîì âðåìåíè t, ìåíÿþòñÿ âäîëü ëó÷à ïðîïîðöèîíàëüíî a,
òàêèì îáðàçîì âäîëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à ñïðàâåäëèâî

ωa = const. (439)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t(η) ìû íàáëþäàåì ñâåò, èñïóùåííûé
èñòî÷íèêîì íà ðàññòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåìó χ. Ìîìåíò åãî èñïóñêàíèÿ
ñîãëàñíî (435) t(η − χ). Åñëè ω0 ÷àñòîòà ñâåòà â ìîìåíò åãî èñïóñêàíèÿ, òî
íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà

ω = ω0
a(η − χ)

a(η)
. (440)

Ïðè ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé a(η) èìååì ω < ω0, ò.å. ïðîèñõîäèò óìåíüøå-
íèå ÷àñòîòû ñâåòà. Ýòî ÿâëåíèå êðàñíîãî ñìåùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî
ñóùåñòâó, ýôôåêò Äîïëåðà îò âçàèìíîãî ¾ðàçáåãàíèÿ¿ ãàëàêòèê.
Âåëè÷èíà êðàñíîãî ñìåùåíèÿ ω/ω0 çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì íàõî-
äèòñÿ èñòî÷íèê. Ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìîæíî ðàçëîæèòü
a(η − χ) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì χ:

ω

ω0
= 1− χ

a′(η)
a(η)

,

øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî η. Ïðîèçâåäåíèå χa(η) ÿâëÿåòñÿ íå
÷åì èíûì, êàê ðàññòîÿíèåì l äî íàáëþäàåìîãî èñòî÷íèêà. ¾Ðàäèàëüíûé¿
ýëåìåíò äëèíû dl = a dχ; ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âîçíèêàåò
âîïðîñ, êàêèì ñïîñîáîì ôèçè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå,
â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî íàäî áðàòü çíà÷åíèÿ a â ðàçíûõ òî÷êàõ ïóòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íî ïðè ¾ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ¿
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì a âäîëü ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ïèñàòü ïðî-
ñòî l = aχ. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì äëÿ îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ
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÷àñòîòû:
z =

ω0 − ω

ω0
=

H

c
l, (441)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

H = c
a′(η)
a2(η)

=
1
a

da

dt
(442)

äëÿ òàê íàçûâàåìîé ïîñòîÿííîé Õàááëà. Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò ïðè çà-
äàííîì ìîìåíòå îò l. Åñëè ðàññìàòðèâàòü êðàñíîå ñìåùåíèå êàê ðåçóëüòàò
ýôôåêòà Äîïëåðà, ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòè v ãàëàêòèê, ñ êîòîðûìè îíè
óäàëÿþòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ. Íàïèñàâ z = v/c è ñðàâíèâ ñ (441), íàõîäèì

v = Hl (443)

Ïðèíÿòîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷åíèå16

H ≈ 70.1± 1.3 êì/ñ ·Mïê−1,
1
H

(444)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (426) ε = µc2 è H = ca′/a2, ïîëó÷èì äëÿ îòêðûòîé
ìîäåëè

c2

a2
= H2 − 8πk

3
µ. (445)

Êîìáèíèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ðàâåíñòâîì

H =
c sh η

a0(ch η − 1)2
=

c

a
cth

η

2
,

ïîëó÷èì
ch

η

2
= H

√
3

8πkµ
. (446)

Äëÿ çàêðûòîé ìîäåëè àíàëîãè÷íî

c2

a2
=

8πk

3
µ−H2, (447)

cos
η

2
= H

√
3

8πkµ
. (448)

Ñðàâíèâàÿ (445) è (447), ìû âèäèì, ÷òî êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà îòðèöà-
òåëüíà èëè ïîëîæèòåëüíà, ñìîòðÿ ïî òîìó, îòðèöàòåëüíà èëè ïîëîæèòåëü-
íà ðàçíîñòü 8πkµ/3 − H2. Ýòà ðàçíîñòü îáðàùàåòñÿ ïðè µ = µk, ãäå µk �
êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü:

µk =
3H2

8πk
. (449)

Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà ïîëó÷èì µk ≈ 1 · 10−29 ã/ñì3.
16Äàííûå 2008 ã
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