
В
течение многих столетий

ничто не казалось людям

более далеким от хаоса и

случайности, чем правильное,

размеренное движение тел Сол�

нечной системы. Целочислен�

ные соотношения между орби�

тальными периодами некото�

рых из них, впервые обнаружен�

ные еще в XVIII в.,  выглядели

очевидным подтверждением ца�

рящего порядка и гармонии. Но,

вразрез с очевидностью, имен�

но такие соотношения (называ�

емые соизмеримостями или ре�
зонансами) оказались перво�

причиной хаоса — явления, во�

все не связанного с какими�ли�

бо случайными воздействиями

на движущиеся тела, а таящего�

ся в самой природе движения.

Идея порядка, основанного

на геометрических соотноше�

ниях, вдохновляла И.Кеплера

в его первых исследованиях

движения планет. В 1593 г. он

заметил, что радиусы окружнос�

ти, вписанной в равносторон�

ний треугольник, и окружности,

описанной вокруг него, отно�

сятся примерно как радиусы ор�

бит Юпитера и Сатурна. Под

впечатлением этого наблюде�

ния он разработал модель Сол�

нечной системы в виде концен�

трической последовательности

пяти правильных многогранни�

ков. Солнечная система в этой

модели подчинялась некоему

статичному геометрическому

порядку.

В 1784 г. П.Лаплас обратил

внимание на другое, уже не гео�

метрическое, а динамическое

соотношение между орбитами

Юпитера и Сатурна — периоды
обращения этих планет близки

к целочисленной соизмеримос�

ти (резонансу) 2/5. С его помо�

щью он объяснил наблюдавшие�

ся аномалии в движении Юпи�

тера и Сатурна и показал их пе�

риодический, а не монотонный

(как говорят небесные механи�

ки, вековой) характер. Этот три�

умф небесной механики, наряду

с другими выдающимися дости�

жениями (в частности, с весьма

точным предсказанием А.Клеро

даты возвращения кометы Гал�

лея в 1759 г.), позволил Лапласу

выдвинуть идею, что мир полно�

стью детерминирован: если

в какой�то момент заданы поло�

жения и скорости составляю�

щих его частиц, вся его последу�

ющая история предопределена.

Воплощением этой идеи может

служить механическое устрой�

ство — «часовой планетарий»

(рис.1), представляющий движе�

ния и фазы планет и их спутни�

ков в Солнечной системе с по�

мощью часового механизма.

По словам А.Паннекука [1], «Сол�

нечная система мыслилась как

гигантский механизм, приводи�

мый в движение и подталкивае�

мый только силой всемирного

тяготения. Это был до конца по�

знаваемый и поддающийся вы�

числению часовой механизм,

который навечно сохранял свое

движение».

Таким образом, в конце 

XVIII в. учет одиночного резо�
нанса в теории Лапласа привел

к формулировке и всеобщему

научному признанию детерми�

низма. Полная предопределен�

ность движения как больших,

так и малых тел Солнечной сис�

темы не подвергалась сомне�

нию. Казалось, чем точнее на�
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Рис.1. «Часовой планетарий».
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блюдения, чем совершеннее

теория, тем на большее время

можно предсказать движение

любого небесного тела. Пара�

доксально, но спустя два века

анализ взаимодействия резо�
нансов в работах Б.В.Чирикова,

Дж.Уиздома и других ученых

разрушил детерминистическую

концепцию. Отказу от нее спо�

собствовало, в частности, воз�

вращение в 1986 г. кометы Гал�

лея (третье после предсказан�

ного Клеро): теперь ее орбита

рассматривалась не как пример

полностью рассчитываемого

предопределенного движения,

а как пример проявления дина�

мического хаоса. Детерминизм

Лапласа просуществовал в тече�

ние трех обращений кометы

Галлея на орбите. Любопытно,

что даже во времена, когда ла�

пласовский детерминизм абсо�

лютно господствовал в научной

мысли, образованное сообще�

ство в целом едва ли восприни�

мало космос как идеальный

предсказуемый механизм: явле�

ния комет казались неожидан�

ными и опасными (см. рис.2

и обсуждение в книге [2]).

Маятник, резонансы и хаос
Резонанс представляет со�

бой центральное понятие нели�

нейной динамики. Чириков

в своей статье [3] определяет его

так: «Под резонансом понимает�

ся такая ситуация, когда некото�

рые частоты невозмущенной

системы близки между собой

или к частотам внешнего возму�

щения». Как убедиться в нали�

чии резонанса в движении тех

или иных небесных тел? Ведь

наблюдаемая соизмеримость

между частотами никогда не бы�

вает совершенно точной — хотя

бы из�за ошибок наблюдений.

Чтобы решить этот вопрос, не�

бесные механики вводят резо�
нансную фазу (часто называе�

мую также резонансным или

критическим углом или же ре�
зонансным или критическим
аргументом) — линейную ком�

бинацию (алгебраическую сум�

му) угловых переменных систе�

мы с целочисленными коэффи�

циентами, выбор которых опре�

деляет резонансное соотноше�

ние между частотами. Если этот

угол изменяется в ограничен�

ных пределах, т.е.  либрирует,

подобно колебаниям маятни�

ка, — система находится в резо�

нансе, если же он неограничен�

но увеличивается или уменьша�

ется, т.е. вращается, — резонан�

са нет. Траектория, пограничная

между либрацией и вращением,

носит название сепаратрисы .

Итак, динамика жесткого маят�

ника (он изображен на рис.3)

дает модель резонанса. В опре�

деленном смысле эта модель ре�

зонанса универсальна [3, 4].

В небесной механике мы

имеем дело, как правило, с нели�
нейными резонансами, когда ча�

стота фазовых колебаний на ре�

зонансе зависит от амплитуды

(энергии) колебаний, как в при�

мере маятника. В случае линей�

ного резонанса частота от амп�

литуды не зависит. Подробно

о свойствах нелинейного резо�

нанса рассказано в выдающейся

статье [3], где фундаментальные

понятия нелинейной динамики

разъясняются доступно и в то

же время строго.

Малейший внешний толчок

жесткого маятника, находяще�

гося вблизи верхнего положе�

ния равновесия (φ = ±π = ±180°;

угол φ определен на рис.3), спо�

собен радикально изменить ха�

рактер движения (например,

сменить колебание на враще�

ние). В этом состоит так называ�

емая существенная зависимость

от начальных условий. Что про�

Рис.2. Винсент Ван Гог. «Звездная ночь» (набросок, 1889 г.).

Рис.3. Маятник.
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изойдет, если маятник или ка�

кую�либо другую систему с сепа�

ратрисой подвергать периоди�

ческому возмущению? Движение

системы вблизи сепаратрисы в

типичном случае, т.е. для боль�

шинства начальных условий и

значений параметров, станет

весьма необычным. Сейчас это

хорошо известно, а впервые на

запутанное и сложное поведе�

ние траекторий вблизи возму�
щенной сепаратрисы (в небес�

но�механической задаче трех
тел) указал А.Пуанкаре в 1899 г.

Правда, тогда не предполага�

лось, что характер этого запу�

танного движения в каком�либо

смысле «случаен».

Долгое время исследования

движения вблизи сепаратрисы

совсем не касались хаотическо�

го поведения, а ограничивались

анализом частных случаев, когда

был возможен традиционный

подход. В 1908 г. английский

ученый А.Стефенсон опублико�

вал работу о динамике обращен�

ного (φ = ±π = ±180°) жесткого

маятника с вибрирующей точ�

кой подвеса. Он нашел, что вер�

тикальная вибрация подвеса со

специально подобранными час�

тотой и амплитудой способна

стабилизировать обращенный

маятник. Этот эффект наглядно

продемонстрировали экспери�

менты П.Л.Капицы в конце 40�х

годов прошлого века. Современ�

ные возможности вычислитель�

ной техники дают возможность

взглянуть на этот эффект по�но�

вому: если построить сечение
фазового пространства (про�

странства координат и импуль�

сов динамической системы) для

такого маятника, то выясняется,

что область устойчивости пред�

ставляет собой лишь небольшой

островок в обширном хаотичес�

ком «море», образуемом траек�

ториями с очевидно нерегуляр�

ным поведением. До середины

прошлого века это хаотическое

движение не было объектом на�

учного исследования, как и хао�

тическое движение любой дру�

гой динамической системы.

В 1959 г. Чириков впервые

описал динамический хаос как

порождение взаимодействия
резонансов, а в качестве крите�

рия возникновения хаоса пред�

ложил критерий перекрытия
резонансов [3, 5]. Ограничимся

здесь поясняющим примером.

Фазовое пространство в случае

невозмущенного маятника име�

ет два измерения, определяемые

двумя переменными — углом от�

клонения φ и импульсом p = mlφ· ,

где m — масса маятника, l — его

длина, φ· — скорость изменения

угла φ .  На хорошо известном

фазовом портрете φ—p невоз�

мущенного жесткого маятника

(рис.4) имеется единственная

область либраций (колебаний),

ограниченная невозмущенной

сепаратрисой. Иначе говоря,

маятниковая модель резонанса

в невозмущенном случае описы�

вает единственный резонанс.

Если включить периодическое

возмущение — вибрацию подве�

са — то фазовое пространство

нашей динамической системы

уже не будет двумерным и для

сравнения с фазовым портре�

том в невозмущенном случае бу�

дет необходимо построить се�
чение фазового пространства .

Оно строится следующим обра�

зом: станем откладывать значе�

ния переменных на графике не

непрерывно, а «стробоскопиче�

ски» — через постоянные ин�

тервалы времени, равные пери�

оду возмущения. На построен�

ном таким образом сечении мы

увидим уже не одну, а три облас�

ти либраций — три резонанса

(рис.5). Если частота возмуще�

ния относительно велика, раз�

деление резонансов по импуль�

су велико и они почти не «взаи�

модействуют». При уменьшении

частоты возмущения резонансы

сближаются и в окрестности се�

паратрис возникают заметные

хаотические слои, где, как хоро�

шо видно на рис.5, движение

очевидным образом нерегуляр�

но; при дальнейшем уменьше�

нии частоты возмущения эти

слои сливаются в единый хаоти�

ческий слой — результат взаи�

модействия резонансов при их

сильном сближении в фазовом

пространстве.

По словам Чирикова, «…фи�

зик прежде всего старается вы�

яснить, какие резонансы играют

роль в той или иной системе

и как они взаимодействуют друг

с другом» [3]. Именно наличие

резонансов, — казалось бы, во�

площения порядка, — приводит

к непредсказуемому, хаотичес�

кому характеру движения. Ины�

ми словами, присутствие резо�

нансов в фазовом пространствеРис.4. Фазовый портрет для невозмущенного маятника.
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обусловливает и присутствие

хаотической компоненты в этом

пространстве. Правда, как мы

только что видели, чтобы хаос

мог существовать, требуется на�

личие в фазовом пространстве

не одного, а двух или более ре�

зонансов, — необходимо их вза�

имодействие.

Движение в окрестности воз�

мущенных сепаратрис резонан�

сов является хаотическим. При

относительно малых возмуще�

ниях системы для описания хао�

тической компоненты удобно

применять понятие хаотичес�
кого слоя. Он представляет собой

область — окрестность сепарат�

рис — в фазовом пространстве,

внутри которой динамическая

система движется хаотическим

образом. Теория хаотического

слоя имеет приложения в самых

разных областях механики и фи�

зики [4, 6]. Ключевую роль в ней

играют сепаратрисные отоб�
ражения. Они представляют дви�

жение системы вблизи сепарат�

рисы в дискретном виде («стро�

боскопически», как и выше —

при построении сечения фазово�

го пространства): состояние сис�

темы, задаваемое переменными

«время» и «энергия», фиксиру�

ется не непрерывно, а лишь в

моменты прохождения маятни�

ком, описывающим резонанс, его

положений равновесия. Пример

сепаратрисного отображения:

y′ = y + sinx,

x′ = x + λln| y′ |  + c,

где x, y и x′ , y′ — переменные

«время» и «энергия» (в нормали�

зованном безразмерном виде)

в два следующих друг за другом

момента времени, когда эти пе�

ременные фиксируются; λ , c —

постоянные, выражаемые через

физические параметры исход�

ной системы.

Моделью нелинейного резо�

нанса при выводе уравнений се�

паратрисного отображения в

классической форме (см. [4])

служит рассмотренный нами

выше возмущенный маятник —

динамическая система, описы�

вающая маятник с периодичес�

кими возмущениями. Важней�

ший параметр сепаратрисного

отображения — так называемый

параметр адиабатичности λ ,

равный отношению частоты

возмущения к частоте малых

фазовых колебаний на резонан�

се. Сепаратрисное отображение

применимо для описания дви�

жения при любых значениях

этого параметра [7].  Пример

хаотического слоя, описывае�

мого сепаратрисным отображе�

нием, показан на рис.6. Сепарат�

рисное отображение в случае

асимметричного возмущения

представляет собой более слож�

ный алгоритм: оно содержит ус�

ловные переходы [8].

Если близкие траектории

в ограниченном фазовом прост�

ранстве расходятся по экспо�

ненте — иначе говоря, если рас�

стояние между двумя исходно

близкими точками этих траекто�

рий растет со временем экспо�

ненциально, — то движение хао�

тично. Скорость расхождения

близких траекторий (в фазовом

пространстве и в логарифмиче�

ском масштабе расстояний) ха�

рактеризуется так называемым

максимальным показателем
Ляпунова . О том, что движение

хаотично, говорит отличие мак�

симального показателя Ляпуно�

ва от нуля. Величина, обратная

этому показателю, TL ≡ L–1, — так

называемое ляпуновское время,

представляет собой характер�

ное время предсказуемой дина�

Рис.5. Триплет взаимодействующих резонансов при умеренной относительной
частоте возмущения.

Рис.6. Хаотический слой в координатах «время — энергия», пример.



АСТРОНОМИЯ 

П Р И Р О Д А  •  № 4  •  2 0 1 01166

мики. О важности данной вели�

чины для небесной механики

говорит то обстоятельство, что

ни одна точная теория движения

любой небесно�механической

системы не может быть построе�

на на временах, много боQльших

ее ляпуновского времени.

Искусство вычисления пока�

зателей Ляпунова на ЭВМ имеет

более чем тридцатилетнюю ис�

торию и за это время стало об�

ширным разделом прикладной

математики. Современные чис�

ленные методы позволяют вы�

числять их эффективно и точно.

С другой стороны, методы ана�

литического оценивания пока�

зателей Ляпунова появились

лишь в последние несколько лет.

Метод оценивания макси�

мального показателя Ляпунова

[9, 10], основанный на теории се�

паратрисных отображений, поз�

волил получить в ряде задач ди�

намики тел Солнечной системы

аналитические оценки ляпунов�

ских показателей (см. обзор [6]),

которые весьма хорошо согласу�

ются с численно�эксперимен�

тальными.

Хаос во вращении 
спутников планет

В 1984 г. Дж.Уиздом, С.Пил

(США) и Ф.Миньяр (Франция) на

основе численных эксперимен�

тов и теоретических оценок ши�

рины хаотического слоя пред�

сказали, что седьмой спутник

Сатурна, Гиперион (рис.7), на�

ходится в хаотическом вра�

щении относительно собствен�

ного центра масс: ориентация

спутника и скорость его вра�

щения изменяются со временем

хаотически. Причина хаоса во

вращательной динамике спут�

ников кроется во взаимодейст�

вии спин�орбитальных резо�
нансов (резонансов между вра�

щением и орбитальным движе�

нием). Оказалось, что у Гиперио�

на оно особенно сильно — в ко�

нечном счете из�за сильной не�

сферичности его фигуры и су�

щественного отличия орбиты от

круговой, т.е. заметного эксцен�

триситета орбиты. (Эксцент�

риситет орбиты характеризует

ее вытянутость; определение

этого и других элементов орби�
ты см., например, в [11].)

Источником данных о враща�

тельной динамике малых спут�

ников планет служит, как прави�

ло, анализ их оптических кри�

вых блеска — рядов значений

светового потока, фиксируемых

наблюдателем на протяжении

того или иного интервала вре�

мени. В 1989 г. американский ас�

троном Дж.Клаветтер, проведя

анализ и моделирование по�

строенной им кривой блеска Ги�

периона, заключил, что этот

спутник, по всей вероятности,

действительно вращается не�

регулярным образом. В 2002 г.

в Пулковской обсерватории

А.В.Мельников с помощью спе�

циально разработанного ком�

плекса программ промоделиро�

вал кривые блеска Гипериона

как по данным наблюдений Кла�

веттера, так и по данным пулков�

ских наблюдений А.В.Девяткина

и др. и путем вычисления ляпу�

новских показателей движения

сделал строгий вывод, что Ги�

перион находится в хаотичес�

ком режиме вращения. На рис.8

приведены модельные кривые

блеска Гипериона.

Плоские (в плоскости орби�

ты) колебания и вращения спут�

ника вблизи синхронного резо�

нанса (резонанса, при котором

период вращения спутника ра�

вен его орбитальному периоду,

как у Луны) описываются урав�

нением возмущенного маятни�

ка, где роль угла отклонения ма�

ятника выполняет угол, задаю�

щий ориентацию спутника от�

носительно направления на пла�

нету. Поэтому оказывается при�

менимым метод аналитического

оценивания максимального по�

казателя Ляпунова [9, 10], осно�

ванный на теории сепаратрис�

ных отображений. Теоретичес�

кие оценки ляпуновского време�

ни (≈30 сут) хорошо согласуют�

ся с численно�эксперименталь�

ными [12, 13].

Есть ли в Солнечной системе

другие (помимо Гипериона)

спутники, хаотически кувырка�

ющиеся относительно собст�

венного центра масс? У многих

спутников характер вращения

неизвестен. Спутники, для кото�

рых он установлен, в большин�

стве своем вращаются синхрон�

но с орбитальным движением:

подобно Луне, они постоянно

обращены к планете одной сто�

роной. Однако в течение долго�

временной динамической эво�

люции любой спутник в какой�

то момент времени обязательно

оказывается в состоянии хаоти�

ческого вращения — например,

при прохождении через сепара�

трису синхронного резонан�

са, — иначе он не может быть

захвачен в синхронное враще�

ние. У малых и крупных спутни�

ков характер хаотического вра�

щения различен. У малых (спут�

ников неправильной формы)

такое вращение представляет

собой трехмерное кувыркание;

у большинства крупных (спут�

ников, близких к сферическим)

вращательное движение в хао�

тическом слое в окрестности

сепаратрисы сохраняет плос�

кий характер: ось вращения ос�

тается приблизительно ортого�

нальной плоскости орбиты [13].

Наши теоретические иссле�

дования показали [13], что в со�

стоянии хаотического враще�

Рис.7. Гиперион. Снимок 
с космического аппарата «Cassini».
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ния, возможно, находятся кроме

Гипериона также 16�й и 17�й

спутники Сатурна Прометей

и Пандора, причем ляпуновское

время вращения у каждого

очень мало: 0.5—0.6 сут. Харак�

тер их вращения в настоящее

время неизвестен. Очень важен

вопрос: существует ли преиму�

щественная ориентация спутни�

ка при «хаотическом кувырка�

нии» или все его ориентации

в этом случае равновероятны?

Расчеты свидетельствуют [14],

что у Прометея и Пандоры в слу�

чае их хаотического вращения

присутствует преимуществен�

ная ориентация наибольшей

оси фигуры спутника в направ�

лении на Сатурн. Это затрудняет

извлечение выводов о характере

вращения этих спутников из на�

блюдений, поскольку хаотичес�

кий режим в определенной сте�

пени схож с обычным синхрон�

ным вращением.

Согласно численно�экспери�

ментальным и аналитическим

оценкам [12, 13], ляпуновские

времена хаотического враще�

ния малых спутников планет

Солнечной системы могут быть

весьма невелики — до полусу�

ток, т.е. хаос в случае его нали�

чия вполне наблюдаем. Однако

хаотическое вращение до сих

пор наблюдалось только в слу�

чае Гипериона. Из более чем 160

открытых к настоящему време�

ни спутников состояние враще�

ния из наблюдений определено

у 33. При этом 25 спутников на�

ходятся в синхронном резонан�

се, а у семи периоды вращения

много меньше орбитальных пе�

риодов.

А что же Луна, являющаяся,

по образному выражению В.Пе�

левина, «из всех планет и небес�

ных тел важнейшим для нас»?

Как хорошо известно каждому,

Луна всегда обращена к нам од�

ной и той же стороной, т.е. на�

ходится в синхронном резонан�

се. Не так широко известно, что

она испытывает малые колеба�

ния относительно этого поло�

жения. Это явление носит назва�

ние физической либрации Луны.

Насколько регулярны и пред�

сказуемы малые колебания на�

шего спутника, если рассматри�

вать большие интервалы време�

ни? К сожалению, этот вопрос

до сих пор никем не рассматри�

вался — по�видимому, в силу

сложности задачи.

Спутниковые системы
Если орбитальные частоты

(как говорят небесные механи�

ки, средние движения) планет

в планетной системе или спут�

ников в спутниковой системе

примерно соизмеримы, т.е. их

отношение приблизительно рав�

но отношению двух целых чи�

сел, то система либо близка к ор�

битальному резонансу, либо на�

ходится в нем. В Солнечной сис�

теме многие спутники планет

входят в резонансные или близ�

кие к резонансным системы. На�

пример, в системе Юпитера Ио

и Европа, а также Европа и Гани�

мед находятся в резонансе сред�
них движений 2/1. В системе Са�

турна Мимас и Тефия, а также

Энцелад и Диона пребывают

в резонансе 2/1, Диона и Рея —

вблизи резонанса* 5/3, Титан

и Гиперион — в резонансе 4/3.

В системе Урана все резонансы

приблизительные: Миранда и

Умбриэль движутся вблизи резо�

нанса 3/1, Ариэль и Умбриэль —

5/3, Умбриэль и Титания — 2/1,

Титания и Оберон — 3/2.

Захваты спутниковых систем

в орбитальные резонансы — за�

кономерные этапы приливной

эволюции этих небесно�меха�

нических систем. Американские

Рис.8. Модельные кривые блеска Гипериона: для наблюдательных данных Клаветтера (слева); для наблюдений,
выполненных в Пулкове в 2000 г. (справа). Кружки — наблюдательные данные. По осям: JD — юлианская дата, 
m — звездная величина. Звездная величина характеризует наблюдаемый блеск объекта в логарифмическом масштабе,
юлианская дата задает время в сутках (строгие определения m и JD см. в [11]).

* Выражение «вблизи резонанса» озна�

чает, что орбитальные периоды лишь

приблизительно удовлетворяют данно�

му целочисленному соотношению и при

этом соответствующая резонансная фа�

за вращается, а не колеблется.
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ученые У.Титтемор, Дж.Уиздом,

К.Мюррей с соавторами еще

в 80�х годах прошлого века по�

казали, что такой захват может

существенным образом повли�

ять на дальнейшую орбитальную

динамику спутников и даже на

их внутреннее строение. При за�

хвате в орбитальный резонанс

или при выходе из него система

пересекает границы хаотичес�

кого слоя в окрестности сепара�

трис резонанса. Внутри слоя си�

стема движется хаотическим об�

разом. Однако причиной хаоса

является, как правило, взаимо�

действие не отдельных резонан�

сов средних движений, а субре�
зонансов в мультиплетах, соот�

ветствующих одному такому ре�

зонансу. Форма и ориентация

орбит испытывают медленные

вариации, включающие моно�

тонную (вековую) прецессию

орбит. Расщепление орбиталь�

ных резонансов на субрезонан�

сы вызвано этой прецессией.

Второй (Миранда) и пятый

(Умбриэль) спутники Урана в на�

стоящее время не находятся

между собой в точном орбиталь�

ном резонансе, но довольно

близки к резонансу 3/1. Соглас�

но выводам Титтемора и Уиздо�

ма, весьма вероятно, что в про�

шлом эти спутники находились

некоторое время в резонансе 3/1

в ходе приливной эволюции их

орбит. Пример сечения фазово�

го пространства движения для

одной из стадий эволюции сис�

темы приведен на рис.9. Числен�

но�экспериментальные и анали�

тические (полученные с помо�

щью теории сепаратрисных ото�

бражений) оценки ляпуновского

времени сделаны А.В.Мельнико�

вым и мной. Ляпуновское время

хаотической системы на разных

этапах эволюции оказалось рав�

ным 50—100 лет.

Хаотические режимы в дина�

мике спутниковых систем имели

место не только в прошлые эпо�

хи истории Солнечной системы.

В конце 90�х годов французские

ученые С.Шампенуа и А.Виенн

рассмотрели динамику находя�

щихся в орбитальном резонансе

2/1 первого и третьего спутни�

ков Сатурна, Мимаса и Тефии.

Эта динамика, по�видимому, хао�

тична благодаря большой амп�

литуде либраций на резонансе.

Шампенуа и Виенн привели ус�

редненное уравнение задачи

к уравнению нелинейного маят�

ника с периодическими возму�

щениями. Используя это анали�

тическое представление, можно

получить аналитические оценки

ляпуновского времени. Такие

оценки получили мы с Мельни�

ковым, причем не только анали�

тически, но и численно, посред�

ством прямого интегрирования

уравнений движения. Эти оцен�

ки составляют 300—600 лет в

разных моделях. Таким образом,

в этой системе хаос на времен�

ныQх масштабах, доступных для

наблюдений, не проявляется.

Поведение системы Проме�

тей—Пандора (16�й и 17�й спут�

ники Сатурна — спутники�пас�

тухи кольца F) гораздо более

хаотично. П.Голдрайх и Н.Раппа�

порт (США) в 2003 г. численно�

экспериментальным путем оце�

нили ляпуновское время орби�

тального движения в окрестнос�

ти резонанса 121/118 средних

движений в этой системе. По их

данным, оно составляет ≈3.3 го�

да. А.Фармер и П.Голдрайх в ста�

тье 2006 г. привели уравнение

движения к маятниковому с пе�

риодическими возмущениями.

С помощью этого представления

и метода, основанного на тео�

рии сепаратрисных отображе�

ний, можно получить аналити�

ческую оценку TL [10]. Она прак�

тически совпадает с численно�

экспериментальными оценками.

Итак, имеющиеся оценки

ляпуновского времени для сис�

тем Прометей—Пандора (≈3 го�

да), Миранда—Умбриэль (50 — 

100 лет) и Мимас—Тефия (300 —

600 лет) свидетельствуют, что

диапазон значений времени

предсказуемой динамики в спут�

никовых системах, находящихся

в хаотических режимах движе�

ния, весьма широк: по порядку

величины в известных случаях

Рис.9. Сечение фазового пространства для системы Миранда—Умбриэль. Видны широкие хаотические слои
в окрестности сепаратрис.
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он составляет от года до тысячи

лет. В случае системы Проме�

тей—Пандора орбитальный хаос

ввиду малого ляпуновского вре�

мени потенциально наблюдаем.

Орбитальная динамика 
астероидов и комет

Важная роль резонансов в ди�

намике астероидов стала ясна со

времени открытия в 1867 г.

Д.Кирквудом люков («малонасе�

ленных» областей) в поясе асте�

роидов. Наиболее выраженные

минимумы в распределении ас�

тероидов по большим полуосям

орбит соответствуют резонан�

сам средних движений 2/1, 3/1,

4/1, 5/2 и 7/3 с Юпитером [11].

Роль хаоса в «очистке» люков от

астероидов была выяснена Уиз�

домом в начале 80�х годов про�

шлого века — по крайней мере

для люка 3/1 (этот люк и люк

2/1 — самые выраженные): хао�

тическим орбитам вблизи этой

соизмеримости свойствены спо�

радические скачки эксцентриси�

тета, которые приводят к пересе�

чению орбиты астероида с орби�

той Марса, и астероид рано или

поздно выбрасывается из облас�

ти люка вследствие тесного

сближения с этой планетой.

Область хаоса, соответствую�

щая резонансу 3/1, показана на

рис.10 на представительном

множестве начальных значений

большой полуоси a и эксцентри�

ситета e орбиты астероида. Гра�

ницы этой области определены

путем вычисления значений

максимального показателя Ляпу�

нова для системы Солнце—Юпи�

тер—астероид. Начальные дан�

ные, отвечающие хаотическим

траекториям со скачками экс�

центриситета, выделены чер�

ным, а хаотическим траекториям

без скачков — серым. Рисунок

наглядно демонстрирует значи�

тельную протяженность около�

резонансной области хаоса.

Орбитальные резонансы в

движении астероидов разделяют

на резонансы средних движений
и вековые . Первые представляют

собой соизмеримости между

средними частотами орбиталь�

ного обращения астероида и

планеты, вторые — соизмеримо�

сти между скоростями прецес�

сий орбит. Помимо обычных ре�

зонансов средних движений ас�

тероида и планеты существен�

ную роль в динамике астероидов

играют трехтельные резонансы
средних движений. В этом слу�

чае резонансная фаза представ�

ляет собой комбинацию угловых

координат астероида и двух пла�

нет (например, астероида, Юпи�

тера и Сатурна). Как для обыч�

ных, так и для трехтельных ре�

зонансов уравнение движения

в типичных случаях приближен�

но приводится к маятниковому

с периодическими возмущения�

ми, поэтому можно аналитичес�

ки оценить ляпуновские време�

на движения [15].

Согласно помещенным на

сайте А.Милани и др.** данным

об орбитах более 100 тыс. асте�

роидов, среди численно�экспе�

риментальным оценок ляпунов�

ского времени астероидов глав�

ного пояса не встречаются зна�

чения менее 400 лет. Обычно не�

известно, принадлежность к ка�

кому резонансному мультиплету

служит причиной хаотического

поведения астероида, так как

отождествить трехтельные резо�

нансы довольно трудно. Анали�

тическое оценивание показате�

лей Ляпунова представляет со�

бой перспективный инструмент

для отождествления резонансов:

путем сравнения аналитическо�

го и численно�эксперименталь�

ного значения можно делать вы�

воды о правдоподобии отожде�

ствления резонанса.

Астероиды и кометы, сбли�

жающиеся с планетами, безус�

ловно, — в числе самых хао�

тичных объектов Солнечной си�

стемы. Совсем недавно Дж.Валь�

секки [16] убедительно показал,

что история исследований хао�

тической динамики малых тел

Солнечной системы ведет от�

счет от работ о динамике коме�

ты Лекселя, выполненных уче�

ником Л.Эйлера А.И.Лекселем

в 70�х годах XVIII в. и У.Леверье

в 40—50�х годах XIX в. Работы

Рис.10. Область резонанса 3/1 с Юпитером в движении астероидов; 
a — большая полуось, e — эксцентриситет орбиты астероида.

** http://hamilton.dm.unipi.it/cgi�bin/astdys/
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Лекселя были опубликованы

в трудах Academia Petropoli�
tana — Российской академии на�

ук. По утверждению Вальсекки,

«с трудов Лекселя начинается

современное понимание дина�

мики малых тел Солнечной сис�

темы» [16]. Это современное по�

нимание заключается в учете

первостепенной роли резонан�

сов и сближений с планетами.

В небесно�механических расче�

тах Леверье впервые появилось

понятие существенной зависи�
мости от начальных условий :

весьма малые модельные вариа�

ции скорости (порядка несколь�

ких метров в секунду) кометы

Лекселя в перигелии приводили

к качественным изменениям ее

орбиты.

Комета Лекселя, прошедшая

в 1770 г. на беспрецедентно

близком расстоянии от Земли,

была, по�видимому, выброшена

за пределы Солнечной системы

в результате последовавшего че�

рез девять лет сближения ее

с Юпитером. В истории астро�

номических наблюдений она

стала первым выдающимся при�

мером объекта, сближающегося

с Землей. Уже по нему видно,

что проблема оценки степени

предсказуемости движения тел,

сближающихся с планетами,

имеет не только теоретическое,

но и важное практическое зна�

чение. Такая оценка для относи�

тельно орбитального движения

астероидов, сближающихся

с Землей (АСЗ), и других потен�

циально опасных для Земли

объектов представляется одним

из самых сложных аспектов

проблемы астероидной опасно�

сти. Одни астероиды движутся

по вполне предсказуемым орби�

там, другие — нет. По словам

А.Уиппла, «существование зна�

чительной популяции экстре�

мально хаотичных АСЗ должно

приниматься в расчет при оцен�

ке потенциальной опасности,

которую представляют собой

эти объекты. Пусть, например,

ляпуновское время TL = 20 лет.

Если начальная ошибка в опре�

делении положения астероида

100 км (весьма оптимистичес�

кая оценка), эта ошибка вырас�

тет до одного земного радиуса

за 83 года, и до расстояния Зем�

ля—Луна — за 165 лет. Оценки

опасности со стороны подоб�

ных объектов могут быть сдела�

ны только для коротких интер�

валов времени» [17].

Ляпуновские показатели для

объектов подобного рода могут

быть оценены путем анализа

отображения Кеплера. Уравне�

ния этого отображения были вы�

ведены Б.В.Чириковым и В.В.Ве�

чеславовым, а также независимо

Т.Петроски (США) в 1986 г. в свя�

зи с явлением кометы Галлея. Мо�

дель движения состоит в предпо�

ложении, что главный возму�

щающий эффект со стороны

Юпитера сосредоточен на отно�

сительно коротком интервале

времени, когда комета находит�

ся вблизи перигелия своей орби�

ты. Этот эффект определяется

фазой сближения с Юпитером.

Вывод формулы движения комет

и АСЗ основан на представлении

об отображении Кеплера как

обобщенном сепаратрисном

отображении, при этом невоз�

мущенная параболическая орби�

та играет роль невозмущенной

сепаратрисы [15]. Эта формула

дает нижнюю границу возмож�

ных значений TL. На настоящий

момент, насколько известно,

ни один из наблюдаемых объек�

тов не нарушает этой границы.

В целом астероиды, сбли�

жающиеся с планетами (АСЗ

в их числе), и кометы входят

в число наиболее хаотичных

объектов Солнечной системы.

Ляпуновские времена этих объ�

ектов по сравнению с ляпунов�

скими временами большинства

обычных астероидов могут быть

очень малы и составлять поряд�

ка нескольких лет.

В начале 90�х годов прошло�

го века Б.Шовино, П.Фаринелла,

Ф.Миньяр (Франция) и Д.Шиэрс

(США) обнаружили, что динами�

ка малого спутника вращающе�

гося астероида неправильной

формы может быть в высокой

степени хаотичной. В 1997 г. 

Ж.�М.Пти с соавторами сделали,

по�видимому, единственную к

настоящему времени оценку ля�

пуновского времени возможной

хаотической динамики кратного

астероида: в численном экспери�

менте они установили, что орби�

тальное движение Дактиля —

спутника астероида 243 Иды —

может быть хаотичным с ляпу�

новским временем от 9 сут до 

4 лет. В высокохаотичных режи�

мах движения спутник довольно

быстро падает на поверхность

Иды либо улетает.

К числу двойных относится

и астероид 762 Пулкова. Хотя

кратных астероидов известно

уже более 160 и открывают все

новые и новые, по�видимому,

не следует ожидать, что хаос

в таких системах можно будет

наблюдать часто. Системы, для

которых тип динамики уже из�

вестен, как правило, регулярны

и, более того, обладают двойной

синхронизацией: периоды вра�

щения обоих компонентов во�

круг их центров масс равны ор�

битальному периоду, при этом

оба компонента всегда обраще�

ны друг к другу одной и той же

стороной, т.е.  мы имеем дело

с системами, достигшими фи�

нальной стадии приливной эво�

люции.

Вкратце о больших 
планетах

И на самом высоком уровне

структурной иерархии Солнеч�

ной системы есть резонансы

и хаос. Широко известны при�

близительные орбитальные со�

измеримости Юпитер—Сатурн

(отношение средних движений

≈5/2), Сатурн—Уран (≈3/1),

Уран—Нептун (≈2/1), резонанс

Нептун—Плутон (3/2). В конце

80�х годов в численных экспери�

ментах Дж.Зюссмана и Дж.Уиз�

дома (США) и независимо Ж.Лас�

кара (Франция) были получены

первые оценки ляпуновского

времени Солнечной системы.

Оказалось, что оно отнюдь не

бесконечно, т.е. движение Сол�

нечной системы не является ре�

гулярным. К тому же оно отно�

сительно невелико: на три по�
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рядка меньше возраста Солнеч�

ной системы. Согласно расчетам

Зюссмана и Уиздома, ляпунов�

ское время внешней Солнечной

системы (от Юпитера до Плуто�

на) составляет ≈10 млн лет. А для

системы из всех планет, как

с Плутоном, так и без него, TL ≈
≈ 5 млн лет.

На первый взгляд кажется,

что основной вклад в хаос долж�

ны вносить планеты относитель�

но малых масс — планеты зем�

ной группы и еще недавно при�

числявшийся к планетам Плутон.

Однако если в расчетах ограни�

читься только четырьмя плане�

тами�гигантами, то, как в 1992 г.

установили Зюссман и Уиздом,

а в 1999 г. подтвердили Н.Мюр�

рей и М.Хольман (США), хаос ос�

тается и, более того, ляпуновское

время практически не изменяет�

ся: TL ≈ 5—7 млн лет.

Мюррей и Хольман нашли,

что источником хаоса может

быть мультиплет субрезонансов,

связанный с выявленным ими

трехтельным резонансом Юпи�

тер—Сатурн—Уран. Этот вывод,

однако, носит предварительный

характер, поскольку полного со�

гласия аналитической модели

с численным экспериментом

пока нет. Если модель верна, сте�

пень хаотичности Солнечной

системы носит в известном

смысле произвольный характер:

если бы большая полуось орби�

ты Урана отличалась от настоя�

щего значения всего на величи�

ну порядка нескольких диамет�

ров Урана, хаотичность бы рез�

ко уменьшилась, а то и вовсе

практически исчезла. В будущих

исследованиях, когда будет

уточнено отождествление веду�

щего трехтельного резонанса,

для аналитической оценки T L

станет возможным использовать

методы, основанные на теории

сепаратрисных отображений.

* * *
Идея полной предопределен�

ности движения как больших,

так и малых тел Солнечной сис�

темы была основополагающей

в небесной механике вплоть до

80�х годов прошлого века,

но сейчас мы знаем, что время

предсказуемого движения лю�

бого тела в Солнечной системе

ограничено по порядку величи�

ны значением его ляпуновского

времени. Для одних тел это вре�

мя велико и движение практиче�

ски регулярно; для других, на�

против, динамический хаос

проявляется на малых временах,

так что его можно непосредст�

венно наблюдать.

Прямые астрономические

наблюдения хаоса в случае его

присутствия возможны при изу�

чении вращательной динамики

малых спутников планет, где ля�

пуновские времена достаточно

малы и хаотический характер

динамики проявляется на до�

ступных для наблюдений интер�

валах времени. Присутствие

хаоса также можно обнаружить

в динамике комет, если, как

в случае кометы Галлея, имеются

исторические хроники о датах

возвращений. Высокохаотич�

ным, как правило, оказывается

движение астероидов и комет,

сближающихся с планетами. Су�

дя по ляпуновским временам,

хаос (если он есть) также может

быть наблюдаемым в движении

спутниковых систем и во внут�

ренней орбитальной динамике

кратных астероидов.

Хотя в динамике многих дру�

гих тел Солнечной системы

хаос незаметен — либо из�за

слишком больших ляпуновских

времен, либо по причине отда�

ленности от нас эпохи, когда

движение было сильно хаотич�

ным, — важно помнить, что

в долговременной эволюции

его роль велика и он накладыва�

ет отпечаток на современный

облик и структуру Солнечной

системы, например в виде лю�

ков Кирквуда в главном поясе

астероидов.
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