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Статья посвящена использованию векторных сферических функций для кинематического анализа
собственных движений звезд каталогов HIPPARCOS, TYCHO-2 и UCAC3 в северном и южном
полушариях Галактики. Мы обнаружили, что статистически надежные значения параметров M+

32 и
M−

32 модели Огородникова–Милна имеют разные знаки в разных полушариях. Этот факт является
следствием замедления скорости вращения Галактики по мере возрастания расстояния от ее основной
плоскости. По различным выборкам звезд из указанных каталогов была получена следующая оценка
модуля вертикального градиента скорости вращения Галактики в окрестностях Солнца: (20.1 ±
± 2.9) < |∂V�/∂z| < (49.2 ± 0.8) км/с кпк−1. Еще одним результатом, который обнаруживается из
анализа параметров M−

13 и M+
13 в разных галактических полушариях, является то, что вертикальный

градиент скорости расширения звездной системы ∂VR/∂z имеет положительное значение в северном,
и отрицательное значение в южном полушарии, что говорит о том, что при удалении от плоскости
Галактики скорость расширения VR увеличивается. Показано, что оба указанных градиента приводят
к появлению кажущегося ускорения движения Солнца вдоль осей x и y прямоугольной галактической
системы координат. Анализ параметровM−

21 иM+
12 не показал значимых различий в обоих полушариях

и позволил определить значения параметров Оорта, сделать оценки скорости и периода вращения
Галактики в окрестности Солнца, а также вычислить отношение эпициклической частоты к угловой
скорости вращения Галактики в окрестности Солнца. Диагональные элементы тензора деформации
поля скоростей, полученные нами, свидетельствуют о том, что ориентация в пространстве прямо-
угольной Галактической системы координат должна определяться с учетом не только геометрических,
но и динамических факторов. Все эти результаты хорошо согласуются с оценками этих величин,
полученных по полной сфере различными авторами.

Ключевые слова: массовые звездные каталоги, собственные движения звезд, кинематика Галактики,
векторные сферические функции.

ВВЕДЕНИЕ

Исследование движения звезд в околосолнеч-
ном пространстве является важным инструментом
изучения Галактики. Оно основано на анализе соб-
ственных движений и лучевых скоростей звезд в
рамках различных кинематических моделей. Успех
кинематического анализ поля скоростей во многом
определяется качеством и количеством наблюда-
тельного материала. Последние два десятилетия
ознаменовались бурными успехами в астрометрии,
в частности, в создании массовых высокоточных
звездных каталогов положений и собственных дви-
жений звезд. В 1997 г. выходит в свет каталог
HIPPARCOS (Перриман и др., 1997), содержащий
свыше 100 тыс. звезд, через три года –– TYCHO-
2 (Хег и др., 2000), который содержит высоко-
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точные собственные движения для 2.5 млн. звезд.
Затем появляется каталог USNO-B (Моне, 2003),
в котором уже свыше 1 млрд. объектов, но точ-
ность положений звезд этого каталога невысока,
а собственные движения (весьма посредственного
качества) есть только у трети звезд. В 2009 г. в
Военно-морской обсерватории США заканчива-
ется работа над каталогом UCAC3 (Захариас и
др., 2009). Каталог содержит положения, точные
собственные движения, фотометрические данные
для 100 млн. звезд до 17m. Для большинства звезд
приведена также ближняя инфракрасная фотомет-
рия из проекта 2MASS (Скрутски и др., 2006).
Несмотря на дефекты построения каталога в се-
верном полушарии (Резер и др., 2010), он является
богатейшим материалом для изучения кинематики
Галактики.

Появление указанных массовых звездных ка-
талогов, а также перспективы измерения высо-
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коточных параллаксов, собственных движения и
лучевых скоростей для многих сотен миллионов
звезд, запланированные в проекте GAIA (Бэйлер-
Джонс, 2004), являются побудительным мотивом
для разработки новых методов кинематического
анализа звезд. Этому требованию отвечают статьи
Витязев, Шуксто (2004), Витязев, Цветков (2009,
2011), посвященные применению векторных сфе-
рических функций (ВСФ) к задачам звездной ки-
нематики. Использование ВСФ позволяет выявить
все систематические составляющие в поле ско-
ростей звезд, не привязываясь к конкретной фи-
зической модели. Сопоставление коэффициентов
разложения определенной кинематической модели
с наблюдательными данными может выявить нали-
чие систематических компонент, не описываемых
данной моделью. Метод векторных сферических
функций был использован и другими авторами (см.,
например, Макаров, Мерфи, 2007; Бобылев и др.,
2011).

Отметим, что метод ВСФ был разработан для
астрометрических каталогов, в которых звезды
расположены равномерно по всей небесной сфере.
В работе Витязев, Цветков (2011) метод ВСФ был
адаптирован к решению задачи о проведении кине-
матического анализа собственных движений звезд
каталога TYCHO-2 Spectral Types, расположен-
ных в только в южном экваториальном полуша-
рии, поскольку этот каталог содержит информацию
о двумерной спектральной классификации звезд
преимущественно для звезд южной полусферы эк-
ваториальной системы координат.

Целью настоящей статьи является использова-
ние векторных сферических функций для изучения
звездной кинематики по звездам, распределенных
не по всей сфере, как это было раньше, а со-
средоточенных в северном и южном галактических
полушариях. Постановка такой задачи оправдана
с физической точки зрения, так как возможно су-
ществующие различные кинематические различия
в разных полушариях могут не выявляться при
глобальном анализе, компенсируя друг друга ча-
стично или полностью. С этой целью нами постро-
ены системы векторных сферических функций, об-
ладающих свойством полноты и ортогональности
в северном и южном галактических полушариях.
После этого были получены формулы, позволя-
ющие оценить значения параметров кинематиче-
ской модели Огородникова–Милна через получен-
ные коэффициенты разложения собственных дви-
жений по системе зонных сферических функций.
Было показано, что наш подход позволяет полу-
чить оценки параметров, как минимум, основным и
альтернативным способами. Сравнений основного
и альтернативного решений позволяют проводить
тестирование соответствия стандартной кинемати-
ческой модели наблюдательным данным. Разрабо-
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Прямоугольная галактическая система координат (x,
y, z) и галактоцентрическая цилиндрическая система
координат (R, θ, z). O –– центр Галактики, σ –– положе-
ние звезды, S –– положение Солнца.

танный метод был проверен на основе численных
экспериментов, после чего был применен к иссле-
дованию различных выборок звезд из каталогов
HIPPARCOS, TYCHO-2 и UCAC3. Анализ вы-
числений показал, что некоторые параметры моде-
ли Огородникова–Милна оказались существенно
различными в разных полушария, другие, наобо-
рот, не испытывают существенных изменение при
переходе из одного полушария в другое.

КЛАССИЧЕСКИЕ КИНЕМАТИЧЕСКИЕ
МОДЕЛИ

При исследовании кинематики звезд часто
используют уравнения модели Огородникова–
Милна (Огородников, 1965; Дю Монт, 1977). В
этой модели поле скоростей звезд представляется
линейным выражением

V = V0 + Mr, (1)

где V –– общая скорость звезды, V0 –– скорость
центроида наблюдателя, M –– матрица смеще-
ния, r –– гелиоцентрический радиус-вектор звезды.
Введем прямоугольную галактическую систему
координат x, y, z, начало отсчета которой сов-
падает с положением Солнца, ось x направлена
в центр Галактики, ось y –– по направлению вра-
щения Галактики, а ось z –– перпендикулярно к
плоскости Галактики (см. рисунок). Рассмотрим
матрицу перевода ортов ex, ey, ez прямоугольной
галактической системы координат в орты el,
eb, er, направленные соответственно в сторону
возрастания галактических долгот иширот, а также
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в сторону луча зрения:

A(l, b) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

− sin l cos l 0

− cos l sin b − sin l sin b cos b

cos l cos b sin l cos b sin b

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (2)

Проектируя вектор V на орты el, eb, er, полу-
чим: ⎡

⎢⎢⎢⎣
Kμl cos b

Kμb

V/r

⎤
⎥⎥⎥⎦ = A(l, b)

⎡
⎢⎢⎢⎣

U/r

V/r

W/r

⎤
⎥⎥⎥⎦ + (3)

+ A(l, b)M

⎡
⎢⎢⎢⎣

cos b cos l

cos b sin l

sin b

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

В методе Огородникова–Милна матрица сме-
щения обычно представляется в следующем виде:

M = M+ + M−, (4)

где M+ –– симметричная матрица локальной де-
формации поля скоростей

M+ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
M+

11 M+
12 M+

13

M+
21 M+

22 M+
23

M+
31 M+

32 M+
33

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (5)

M− –– антисимметричная матрица локального вра-
щения

M− =

⎡
⎢⎢⎢⎣

M−
11 M−

12 M−
13

M−
21 M−

22 M−
23

M−
31 M−

32 M−
33

⎤
⎥⎥⎥⎦ = (6)

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Кроме того, вектор V0 обычно интерпретируют как
эффект движения Солнца относительно выбранно-
го центроида звезд с компонентами U , V , W :

V0 = −Uex − V ey − Wez. (7)

Таким образом, модель Огородникова–Милна
содержит 12 параметров: U , V , W –– компоненты
вектора скорости V0 движения Солнца относи-
тельно центроида звезд; Ω1, Ω2, Ω3 –– компонен-
ты вектора Ω твердотельного вращения центроида

звезд; M+
11, M+

22, M+
33 –– параметры тензора M+,

описывающие сжатие-растяжение поля скоростей
вдоль главных осей системы координат; M+

12 =
= M+

21, M+
13 = M+

31, M+
23 = M+

32 –– параметры тен-
зора M+, описывающие деформацию поля скоро-
стей в основной и двух перпендикулярных к ней
плоскостях.

Приведем явный вид уравнений модели Огород-
никова–Милна в галактической системе коорди-
нат:

Kμl cos b = U/r sin l − V/r cos l − (8)

− Ω1 sin b cos l − Ω2 sin b sin l + Ω3 cos b −
− M+

13 sin b sin l + M+
23 sin b cos l +

+ M+
12 cos b cos 2l − 1

2
M+

11 cos b sin 2l +

+
1
2
M+

22 cos b sin 2l,

Kμb = U/r cos l sin b + V/r sin l sin b − (9)

− W/r cos b + Ω1 sin l − Ω2 cos l −

− 1
2
M+

12 sin 2b sin 2l + M+
13 cos 2b cos l +

+ M+
23 cos 2b sin l − 1

2
M+

11 sin 2b cos2 l −

− 1
2
M+

22 sin 2b sin2 l +
1
2
M+

33 sin 2b.

Vr/r = −U/r cos l cos b − V/r sin l cos b − (10)

− W/r sin b + M+
13 sin 2b cos l + M+

23 sin 2b sin l +

+ M+
12 cos2 b sin 2l + M+

11 cos2 b cos2 l +

+ M+
22 cos2 b sin2 l + M+

33 sin2 b.

Вформулах (8) и (9) имеется линейная зависимость
между коэффициентами M+

11, M+
22, M+

33, поэтому
при анализе собственных движений звезд обычно
вводят замены M∗

11 = M+
11 − M+

22 и M∗
33 = M+

33 −
− M+

22, а параметр M+
22 опускают.

Свяжем элементы тензоров вращения и дефор-
мации с компонентами поля скоростей VR, Vθ и
Vz в галактоцентрической цилиндрической системе
координат (R, θ, z), где R –– радиус-вектор, θ ––
азимутальный угол, отсчитываемый от оси x против
часовой стрелки, а z –– расстояние от плоскости Га-
лактики (см. рисунок). Для недиагональных пара-
метров матриц M+ и M− модели Огородникова–
Милна в этой системе координат имеем (Миямото
и др., 1993)

2M+
12 =

∂Vθ

∂R
− Vθ

R
+

1
R

∂VR

∂θ
; (11)

2M−
21 =

∂Vθ

∂R
+

Vθ

R
− 1

R

∂VR

∂θ
;
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2M+
13 = −∂VR

∂z
− ∂Vz

∂R
; (12)

2M−
13 = −∂VR

∂z
+

∂Vz

∂R
;

2M+
32 = − 1

R

∂Vz

∂θ
− ∂Vθ

∂z
; (13)

2M−
32 = − 1

R

∂Vz

∂θ
+

∂Vθ

∂z
.

В свою очередь, диагональные элементы матриц
M+ представляются следующим образом:

M+
11 =

∂Vz

∂R
; M+

22 =
VR

R
+

1
R

∂Vθ

∂θ
; (14)

M+
33 = −∂Vz

∂z
.

Обычно анализ поля скоростей производится с
помощью решения основных кинематических урав-
нений (8)–(10) относительно параметром моде-
ли Огородникова–Милна в локальной системой
координат, движущейся вокруг центра Галактики
вместе с Солнцем. Переход в галактоцентрическую
цилиндрическую систему координат помогает по-
лучить информацию, относящуюся к Галактике в
целом.

Иногда трехмерную модель Огородникова–
Милна упрощают и, исходя из гипотезы о плоском
вращении Галактики, из уравнений для собствен-
ных движений, кроме компонент движения Солнца
определяют только величиныA = M+

12 –– деформа-
цию поля скоростей в плоскости Галактики и B =
= Ω3 –– вектор вращения всей системы звезд также
в плоскости Галактики. Эти величины называют
параметрами Оорта, а саму модель –– моделью
Оорта–Линдблада (Огородников, 1965). Разность
ω = A−B дает угловую скорости вращения Галак-
тики в окрестности Солнца. Иногда рассматривают
уравнения второго порядка, например обобщенную
модель Оорта, которые можно найти, например в
работах Огородникова (1965), Эдмондсона (1937),
Брэхэма (2002).

Всем этим моделям присуще два недостатка.
Во-первых, всегда остается вопрос об адекват-
ности модели наблюдениям, т.е. полна ли она, и
не приписывает ли она реальному полю скоро-
стей звезд несуществующих свойств. Эта проблема
уже рассматривалась ранее в Витязевым, Шуксто
(2004) и Витязевым, Цветковым (2009). Однако
существует вторая проблема, ускользавшая от ис-
следователей. Все модели неявно предполагают,
что поле скоростей звезд в околосолнечной окрест-
ности является изотропным, в том смысле, что
компоненты тензора вращения-деформации (4) яв-
ляются одинаковыми для всех направлений небес-
ной сферы. При определении параметров моделей

обычно использовались как можно более однород-
ные и равномерно покрывающие небесную сферу
выборки звезд. Как мы увидим, такой подход не
позволял обнаруживать существующую асиммет-
рию в собственных движениях звезд.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ
КИНЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Традиционный способ получения параметров
поля скоростей состоит в записи условных урав-
нений выбранной модели, например, (8)–(10) и
решения их методом наименьших квадратов (да-
лее МНК), который дает наивероятнейшие значе-
ния искомых параметров и их среднеквадратичные
ошибки. Решение уравнения проводят иногда раз-
дельно, иногда совместно. Уравнениям также могут
приписываться разные веса. Этот метод широко
применяется на практике, однако, ему присущ, как
уже говорилось, тот недостаток, что мы навязы-
ваем собственным движениям заранее выбранную
нами модель. В собственных движениях могут быть
систематические компоненты, не описываемые мо-
делью. Здесь могут быть две ситуации. МНК “не
заметит” их, и информация содержащаяся в них,
уйдет в увеличение среднеквадратичных ошибок.
Вторая ситуация хуже: неизвестные систематиче-
ские компоненты могут проникнуть в параметры
модели, исказив их. Возможна даже ситуация, ко-
гда в поле скоростей отсутствует эффект, описы-
ваемый моделью, а неизвестная составляющая, те
не менее, приведет к появлению значимой вели-
чины одного или нескольких параметров модели.
В результате мы получим оценки параметров тех
явлений, которых в действительности нет в наблю-
дательных данных. Разумеется, метод наименьших
квадратов можно применять для изучения поля
скоростей не только на всей сфере, но и на ее
отдельных частях, в частности и на полусфере.
Однако на практике это приводит к значитель-
ным корреляциям между параметрами (до 0.9),
что ставит под сомнение получаемые результаты.
Как было показано в работе Витязева, Цветкова
(2011), устранить этот недостаток можно с помо-
щью зонных векторных сферических функций.

Использовать сферические функции (скаляр-
ные) для анализа систематических разностей по-
ложений и собственных движений звезд впервые
было предложено в работе (Броше, 1966). Непо-
средственно для анализа самих собственных дви-
жений сферические функции были впервые приме-
нены, по-видимому, в работе Витязева, Цветкова
(1989). Так как собственные движения звезд имеют
векторный характер, то разумно использовать для
анализа собственных движений звезд векторные
сферические функции (далее ВСФ). Способ по-
строения системы этих функций описан в Арфкена
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(1970). Применение ВСФ для анализа локальной
кинематики звезд впервые было сделано в работе
Витязева,Шуксто (2004). Подробное описание ап-
парата ВСФ и использование его в общем анализе
собственных движений и лучевых скоростей звезд
изложено в Витязева, Цветкова (2009). В этих
работах с помощью ВСФ было выявлено наличие
сильных систематических компонент, не описыва-
емых стандартными моделями.

Однако, несмотря на то, что ВСФ обладают
полнотой на сфере и выделяют в собственных
движениях звезд все систематические компоненты,
они не могут применяться в тех случаях, когда мы
хотим исследовать кинематику только части небес-
ной сферы. Для решения задач такого рода мы
предлагаем использовать специально построенное
множество векторных сферических функций.

Зонные векторные сферические функции

Зонные векторные сферические функции (далее
ЗВСФ) определены для некоторой зоны галактиче-
ской широты (склонения) и могут использоваться в
северном или южном полушариях небесной сферы.
Они получаются небольшой модификацией обыч-
ных векторных сферических функций, определен-
ных на полной сфере.

Пусть мы имеем каталог, данные которого при-
надлежат следующей области небесной сферы:

Z =

{
0 ≤ l ≤ 2π,

bmin ≤ b ≤ bmax.
(15)

Введем преобразование

b̂ = arcsin(P sin b + Q), (16)

которое при

P =
2

s2 − s1
, Q = −s2 + s1

s2 − s1
, (17)

s1 = sin bmin, s2 = sin bmax, (18)

переводит всю сферу на область Z.
Рассмотрим в касательной плоскости к сфере

систему взаимно ортогональных ортов el, eb со-
ответственно в направлениях изменения долготы,
широты. Введем радиальные тороидальные Tnks и
сфероидадьные Snks векторные сферические функ-
ции посредством следующих соотношений:

Tnks =
1√

n(n + 1)
× (19)

×
(

∂Knks(l, b̂)

∂b̂
el −

1
cos b

∂Knks′(l, b̂)
∂l

eb

)
,

Snks =
1√

n(n + 1)
× (20)

×
(

1
cos b

∂Knks(l, b̂)
∂l

el +
∂Knks(l, b̂)

∂b̂
eb

)
.

Для краткости обозначим компоненты при единич-
ном векторе el как T l

nks и Sl
nks, а при единичном

векторе eb –– соответственно T b
nks и Sb

nks:

Tnks = T l
nksel + T b

nkseb, (21)

Snks = Sl
nksel + Sb

nkseb. (22)

В формулах (19) и (20) через Knks(l, b̂) обозна-
чены скалярные сферические функции:

Knks(l, b) = (23)

= Rnk

⎧⎪⎨
⎪⎩

Pn,0(b̂), k = 0, s = 1,
Pnk(b̂) sin kl, k �= 0, s = 0,
Pnk(b̂) cos kl, k �= 0, s = 1,

где Pnk(b̂) –– полиномы Лежандра (при k = 0) и
присоединенные функции Лежандра (при k > 0).

Легко показать, что если нормировочный мно-
житель в формуле (23) задать с помощью выраже-
ния

Rnk =

√
P

2n + 1
4π

{√
2(n−k)!
(n+k)! , k > 0,

1, k = 0,
(24)

то наши векторные сферические функции будут
удовлетворять следующим соотношениям:∫∫

Z

(Ti · Tj) dω =
∫∫
Z

(Si · Sj) dω = (25)

=

{
0, i �= j,

1, i = j,

∫∫
Z

(Si · Tj) dω = 0, ∀i, j. (26)

Другими словами, функции Tnkp(l, b̂), Snkp(l, b̂)
образуют на множестве Z ортонормированную си-
стему функций. Отметим также, что часто вводят
линейную нумерацию функций Tnks и Snks одним
индексом j, где

j = n2 + 2k + s − 1. (27)

Явные формулы для вычисления полиномов Ле-
жандра Pnk(b) и компонентов T l

nks, T
b
nks, S

l
nks, S

b
nks

приводятся в статьях Витязева, Цветкова (2009,
2011).
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6 ВИТЯЗЕВ, ЦВЕТКОВ

Таблица 1. Теоретические значения начальных коэффициентов разложения Tj , Sj по ЗВСФ

j n k l Tj Sj

1 1 0 1 +1.949Ω3 −1.949W/〈r〉 ± 0.873MX

2 1 1 0 ∓0.768U/〈r〉+ 1.791Ω2 − 0.256M+
13 −1.791V/〈r〉 ∓ 0.768Ω1 ± 1.279M+

23

3 1 1 1 ±0.768V/〈r〉 + 1.791Ω1 + 0.256M+
23 −1.791U/〈r〉 ∓ 0.768Ω2 ± 1.279M+

13

4 2 0 1 ∓0.453Ω3 ±0.453W + 0.274MX

5 2 1 0 +0.332U/〈r〉 ∓ 0.332Ω2 ± 0.332M+
13 ±0.332V/〈r〉 + 0.332Ω1 + 0.728M+

23

6 2 1 1 −0.332V/〈r〉 ∓ 0.332Ω1 ∓ 0.332M+
23 ±0.332U/〈r〉 − 0.332Ω2 + 0.728M+

13

7 2 2 0 ±0.216M∗
11 +1.338M+

12

8 2 2 1 ∓0.433M+
12 +0.669M∗

11

9 3 0 1 +0.270Ω3 −0.270W/〈r〉 ∓ 0.017MX

10 3 1 0 ∓0.199U/〈r〉+ 0.199Ω2 − 0.199M+
13 −0.199V/〈r〉 ∓ 0.199Ω1 ∓ 0.199M+

23

11 3 1 1 ±0.199V/〈r〉 + 0.199Ω1 + 0.199M+
23 −0.199U/〈r〉 ± 0.199Ω2 ∓ 0.199M+

13

12 3 2 0 −0.109M∗
11 ∓0.463M+

12

13 3 2 1 +0.219M+
12 ∓0.231M∗

11

14 3 3 0 0 0

15 3 3 1 0 0

Примечание. Верхние знаки соответствуют северному полушарию, нижние–– южному; если знак один, то знаки коэффициента
одинаковые для северного и южного полушария. В таблице использованы следующие обозначения M∗

11 = M+
11 − M+

22, MX =

= M+
33 − 1

2
(M+

11 + M+
22). Единицы измерения км/с кпк−1.

РАЗЛОЖЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МОДЕЛИ
ОГОРОДНИКОВА–МИЛНА ПО СИСТЕМЕ

ЗВСФ

Как и в случае ВСФ на всей сфере, для системы
ЗВСФ можно получить теоретическое разложение
уравнений (8), (9). В этой статье мы ограничимся
рассмотрением всего двух зон: северного (b > 0)
и южного (b ≤ 0) галактических полушарий. На-
чальные коэффициенты разложения представлены
в табл. 1 в виде формул, проясняющих физический
смысл тороидальных и сфероидальных коэффици-
ентов в рамках модели Огородникова–Милна.

Так как ЗВСФ ортогональны на заданной ча-
сти небесной сферы, то корреляции между опре-
деляемыми коэффициентами, в отличие от непо-
средственного определения параметров модели с

помоощью МНК, будут близки к нулю. Следу-
ет отметить весьма важное обстоятельство. Если
разложение уравнений (8), (9) по ВСФ является
конечным (Витязев, Цветков, 2009), то разложение
этих же уравнений по ЗВСФ является бесконеч-
ным. Каждый параметр (или их линейная комбина-
ция) порождает целую серию убывающих коэффи-
циентов. Эта особенность разложения открывает
замечательную возможность определять значения
параметров модели по нескольким наборам коэф-
фициентов. Сравнение полученных значений поз-
волит судить об адекватности (в случае близких
значений) модели наблюдениям. На практике, мы
использовали всего два набора коэффициентов,
через которые получали два набора параметров
модели Огородникова–Милна. Мы назвали эти
решения основным и альтернативным.
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Основное и альтернативное решения по соб-
ственным движениям можно представить следую-
щими выражениями:⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

U/〈r〉

V/〈r〉
W/〈r〉

Ω1

Ω2

Ω3

M+
13

M+
23

M+
12

M∗
11

M∗
33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ls101

s110

s111

s201

s210

s211

s220

s221

t101

t110

t111

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (28)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

U/〈r〉
V/〈r〉
W/〈r〉

Ω1

Ω2

Ω3

M+
13

M+
23

M+
12

M∗
11

M∗
33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= B

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s101

s110

s111

s301

t201

t110

t111

t210

t211

t220

t221

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Численные значения элементов матриц A и B
для северного и южного полушарий приведены в
табл. 2 и 3.

Следует иметь в виду то, что компоненты движе-
ния Солнца входят в формулы (28) c множителем
1/〈r〉. Это означает, что при использовании ЗВСФ
эффекты движения Солнца должны быть либо
исключены, либо решение имеет смысл проводить
лишь для звезд, находящихся на приблизительно
одинаковом расстоянии от Солнца, при этом мы
сможем определить параметры движения Солнца
лишь с точностью до множителя 1/〈r〉.

Таким образом, использование ЗВСФ позво-
ляет: 1) получить решение на полусфере, избе-
жав сильных корреляций между определяемыми
параметрами; 2) использовать полученные коэф-
фициенты разложения для расчета параметров лю-
бой кинематической модели, 3) произвести тест
на адекватность модели наблюдениям посредством
сравнения основного и альтернативного решений,
4) обнаружить коэффициенты разложения, кото-
рые не предсказываются выбранной моделью.

ПРИМЕНЕНИЕ ЗВСФ НА ПРАКТИКЕ

Объем обрабатываемых данных из каждого
массового астрометрического каталога (особенно
UCAC3) очень велик. Действительно, в этом
каталоге плотность звезд 14m−15m в полярных
областях составляет около 100 звезд на квад-
ратный градус, а, начиная с широт |b| < 20◦,
превосходит 1000 звезд на квадратный градус.
Имеется лишь небольшая аномально низкая по
плотности узкая область, расположенная вдоль
небесного экватора. Это связано, видимо, с тех-
ническими особенностями построения каталога.
Все это приводит к к тому, что непосредственное
определение коэффициентов сферического разло-
жения наталкивается на определенные технические
трудности. Преодолеть эти трудности можно про-
ведением предварительной пикселизацией данных
на сфере. Применительно к нашей задаче схема
пикселизации должна удовлетворять требованию
равномерного следования центров пикселов как
по широте, так и по долготе. Этому требованию
удовлетворяют две схемы. Одна из них –– схема
HEALPix (Горски, 2005), вторая –– так называемая
равномерная цилиндрическая проекция (ECP ––
Equidistant Cylindrical Projection). Подробное
обсуждение алгоритмов пикселизации проведено
нами в статье Витязева, Цветкова (2009). В
данной работе мы остановились на равномерной
цилиндрической проекции, в которой производится
осреднение собственных движений звезд по сфе-
рическим трапециям, полученных равномерным
делением экватора и круга широты соответственно
на M и N частей.

Для каждой площадки вычисляется усреднен-
ные значения 〈Kμl cos b〉 и 〈Kμb〉 собственных дви-
жений звезд, попавших в эту площадку. Для ката-
лога UCAC3 мы выбрали M = 180, N = 90 , что
позволяло определять значения весьма высоких
гармоник, но для нашей цели мы ограничились
определением 35 тороидальных и 35 сфероидаль-
ных коэффициентов. Их определение производи-
лось решением уравнений
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8 ВИТЯЗЕВ, ЦВЕТКОВ

Таблица 2.Матрица A для вычисления основного решения (28)

0 0 −0.54 0 0 ±1.10 0 0 0 ±0.44 0

0 −0.54 0 0 ±1.10 0 0 0 0 0 ∓0.44

−0.29 0 0 ±0.94 0 0 0 0 0 0 0

0 ±0.21 0 0 −0.64 0 0 0 0 0 0.77

0 0 ∓0.21 0 0 0.64 0 0 0 0.77 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0.51 0 0

0 0 ±0.15 0 0 1.16 0 0 0 0.15 0

0 ±0.15 0 0 1.16 0 0 0 0 0 −0.15

0 0 0 0 0 0 0.75 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1.49 0 0 0

±0.49 0 0 2.10 0 0 0 0.75 0 0 0

Примечание. Верхние знаки соответствуют северному полушарию, нижние–– южному; если знак один, то знаки коэффициента
одинаковые для северного и южного полушария.

Таблица 3.Матрица B для вычисления альтернативного решения (28)

0 0 −0.42 0 0 ±0.56 0 2.04 0 0 0

0 −0.42 0 0 0 0 ∓0.56 0 −2.04 0 0

−0.06 0 0 −3.25 0 0 0 0 0 0 0

0 ±0.14 0 0 0 0 0.84 0 ±1.18 0 0

0 0 ∓0.14 0 0 0.84 0 ±1.18 0 0 0

0 0 0 0 ∓2.21 0 0 0 0 0 0

0 0 ±0.28 0 0 0.28 0 ±2.15 0 0 0

0 ±0.28 0 0 0 0 −0.28 0 ∓2.15 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ∓2.31

0 0 0 0 0 0 0 0 0 ±4.63 0

±1.00 0 0 ∓7.25 0 0 0 0 0 ±2.32 0

Примечание. Верхние знаки соответствуют северному полушарию, нижние–– южному; если знак один, то знаки коэффициента
одинаковые для северного и южного полушария.

Kμl cos b = (29)

=
∑
nkp

tnkpTl
nkp(l, b̂) +

∑
nkp

snkpSl
nkp(l, b̂),

Kμb = (30)

=
∑
nkp

tnkpTb
nkp(l, δ̂) +

∑
nkp

snkpSb
nkp(l, b̂)

методом наименьших квадратов с назначением веса
каждой площадке равным числу звезд, попавших в
нее. Площадки, в которые попало менее трех звезд
исключались. После определения коэффициентов
tnkp, snkp по формулам (28) проводилось вос-
становление параметров модели Огородникова–
Милна и сравнение между собой основного и аль-
тернативного решения.
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Таблица 4. Значение тороидальных Tj и сфероидальных Sj коэффициентов векторного сферического разложения
звезд 15m каталога UCAC3

j n k l
Северное полушарие Южное полушарие

Tj Sj Tj Sj

1 1 0 1 −29.30± 0.63 −3.71± 0.63 −37.75± 0.64 −8.57 ± 0.64

2 1 1 0 −33.36± 0.67 −39.10± 0.67 6.70 ± 0.68 −52.54± 0.68

3 1 1 1 41.50± 0.67 −29.45± 0.67 −34.26± 0.66 −9.61 ± 0.66

4 2 0 1 14.35± 0.68 0.95 ± 0.68 −8.78± 0.67 0.51 ± 0.67

5 2 1 0 6.14 ± 0.66 5.72 ± 0.66 −10.08± 0.65 13.79± 0.65

6 2 1 1 −5.94± 0.67 1.88 ± 0.67 6.05 ± 0.68 3.28 ± 0.68

7 2 2 0 14.47± 0.64 4.83 ± 0.64 8.50 ± 0.65 12.55± 0.65

8 2 2 1 11.38± 0.64 −3.95± 0.64 7.12 ± 0.64 −8.79 ± 0.64

9 3 0 1 1.98 ± 0.68 1.33 ± 0.68 −0.27± 0.67 −0.71 ± 0.67

10 3 1 0 0.60 ± 0.68 −2.53± 0.68 −0.24± 0.67 −0.03 ± 0.67

11 3 1 1 −1.58± 0.67 −0.43± 0.67 −0.32± 0.67 2.66 ± 0.67

12 3 2 0 1.25 ± 0.66 −3.76± 0.66 8.49 ± 0.65 6.04 ± 0.65

13 3 2 1 4.35 ± 0.66 2.42 ± 0.66 5.95 ± 0.66 −5.60 ± 0.66

14 3 3 0 −0.75± 0.62 2.91 ± 0.62 −0.06± 0.64 −1.39 ± 0.64

15 3 3 1 −7.88± 0.62 0.81 ± 0.62 −4.51± 0.63 1.38 ± 0.63

16 4 0 1 3.20 ± 0.67 2.51 ± 0.67 −1.65± 0.67 −0.19 ± 0.67

17 4 1 0 −0.45± 0.67 −2.95± 0.67 0.27 ± 0.64 0.63 ± 0.64

18 4 1 1 −1.79± 0.67 3.67 ± 0.67 0.40 ± 0.67 1.25 ± 0.67

19 4 2 0 4.74 ± 0.66 4.53 ± 0.66 2.63 ± 0.66 2.50 ± 0.66

20 4 2 1 0.77 ± 0.66 4.47 ± 0.66 3.93 ± 0.65 −0.23 ± 0.65

21 4 3 0 −1.71± 0.64 −2.86± 0.64 0.64 ± 0.63 1.62 ± 0.63

22 4 3 1 0.77 ± 0.64 1.67 ± 0.64 0.76 ± 0.64 −0.79 ± 0.64

23 4 4 0 3.48 ± 0.61 5.64 ± 0.61 −0.37± 0.62 −2.21 ± 0.62

24 4 4 1 0.89 ± 0.61 0.36 ± 0.61 −0.07± 0.62 −2.60 ± 0.62

25 5 0 1 −1.40± 0.52 0.04 ± 0.52 −1.72± 0.49 −1.80 ± 0.49

26 5 1 0 −1.06± 0.52 −2.15± 0.52 0.01 ± 0.49 0.88 ± 0.49

27 5 1 1 1.58 ± 0.52 −1.09± 0.52 3.18 ± 0.50 −1.53 ± 0.50

28 5 2 0 −0.12± 0.52 −1.31± 0.52 5.94 ± 0.49 3.04 ± 0.49

29 5 2 1 2.39 ± 0.52 2.03 ± 0.52 1.75 ± 0.50 −6.73 ± 0.50

30 5 3 0 −2.03± 0.52 −1.74± 0.52 −0.50± 0.50 −1.94 ± 0.50

31 5 3 1 −0.63± 0.52 −0.11± 0.52 0.64 ± 0.50 −0.42 ± 0.50

32 5 4 0 −2.77± 0.52 1.62 ± 0.52 3.19 ± 0.51 −4.26 ± 0.51

33 5 4 1 −0.49± 0.53 −1.59± 0.53 −1.20± 0.51 −0.74 ± 0.51

34 5 5 0 −0.17± 0.54 −1.73± 0.54 −1.96± 0.53 −0.88 ± 0.53

35 5 5 1 1.46 ± 0.54 −5.21± 0.54 0.04 ± 0.52 3.72 ± 0.52

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.
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Таблица 5.Основное и альтернативное решение для звезд каталога UCAC3 северного галактического полушария

Параметры Основное решение

12m 13m 14m 15m 16m

U/〈r〉 11.12± 0.57 9.91 ± 0.64 6.73 ± 0.72 3.45 ± 0.87 3.08 ± 0.94
V/〈r〉 19.15± 0.57 15.03 ± 0.64 10.78 ± 0.72 9.35 ± 0.87 9.85 ± 0.94
W/〈r〉 5.23 ± 0.43 4.18 ± 0.49 2.65 ± 0.55 1.99 ± 0.66 1.81 ± 0.72
Ω1 24.96± 0.44 20.12 ± 0.50 20.44 ± 0.57 19.95± 0.68 19.51± 0.74
Ω2 −12.95± 0.45 −12.73 ± 0.50 −15.04± 0.57 −18.19± 0.68 −18.02± 0.74
Ω3 −12.62± 0.22 −14.02 ± 0.24 −14.18± 0.27 −15.03± 0.32 −14.89± 0.34
M+

13 −8.85± 0.51 −6.71 ± 0.58 −6.86 ± 0.65 −7.28 ± 0.79 −4.76± 0.85
M+

23 −20.85± 0.51 −11.69 ± 0.58 −8.36 ± 0.65 −5.50 ± 0.79 −6.97± 0.85
M+

12 11.43± 0.32 8.40 ± 0.36 5.49 ± 0.40 3.61 ± 0.47 5.42 ± 0.51
M∗

11 −4.20± 0.63 −4.49 ± 0.71 −4.96 ± 0.80 −5.90 ± 0.95 −3.42± 1.01
M∗

33 −17.95± 0.99 −8.21 ± 1.12 −5.41 ± 1.26 −2.77 ± 1.53 −0.04± 1.65
Альтернативное решение

U/〈r〉 14.72± 0.94 16.31 ± 1.06 12.38 ± 1.19 6.21 ± 1.43 3.61 ± 1.55
V/〈r〉 17.67± 0.94 13.95 ± 1.06 8.53 ± 1.19 5.30 ± 1.44 4.70 ± 1.55
W/〈r〉 1.10 ± 1.43 −0.94 ± 1.62 −3.38 ± 1.83 −4.09 ± 2.22 −5.33± 2.41
Ω1 25.94± 0.63 20.85 ± 0.72 21.84 ± 0.81 22.38± 0.97 22.57± 1.05
Ω2 −10.93± 0.63 −9.09 ± 0.72 −11.83± 0.81 −16.66± 0.97 −17.78± 1.05
Ω3 −14.42± 0.97 −16.54 ± 1.09 −22.68± 1.23 −31.69± 1.49 −42.44± 1.62
M+

13 −5.10± 0.95 0.00 ± 1.07 −0.94 ± 1.21 −4.39 ± 1.45 −4.22± 1.57
M+

23 −22.53± 0.95 −12.90 ± 1.07 −10.78± 1.21 −9.80 ± 1.45 −12.44± 1.57
M+

12 4.79 ± 0.97 −7.63 ± 1.10 −18.08± 1.23 −26.29± 1.47 −29.10± 1.57
M∗

11 10.68± 1.96 20.31 ± 2.20 42.19 ± 2.46 67.01± 2.94 90.81± 3.15
M∗

33 −19.58± 3.37 −7.15 ± 3.81 4.80 ± 4.30 20.23± 5.20 31.26± 5.64
Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

Перед проведением анализа реальных усред-
ненных собственных движений были выполнены
многочисленные тесты с искусственными соб-
ственными движениями с целью определить устой-
чивость метода векторных сферических функций к
случайным ошибкам, а также способность метода
обнаруживать различные систематические состав-
ляющие. Все тесты показали высокую надежность
получаемых результатов, устойчивость к шумам
и совпадение в модельных случаях основного и
альтернативного решения. Описание таких тестов
применительно к проведению кинематического
анализа собственных движений звезд по южному
экваториальному полушарию дано в работе Витя-
зева, Цветкова (2011).

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Мы применили ЗВСФ к исследованию соб-
ственных движений звезд северного и южного
галактических полушарий на материале каталогов

HIPPARCOS, TYCHO-2 и UCAC3. Были сфор-
мированы следующие выборки: 1) HIP. R, 250–
500 –– красные гиганты из каталога HIPPARCOS
в диапазоне расстояний от 250 до 500 пк (7280
звезд); 2) TYCHO-2 R, 10−12m –– красные гиганты
из каталога TYCHO-2 в диапазоне звездных
величин 10−12m (170 560 звезд); 3) UCAC3, 12m

(1 662 874 звезды); 4) UCAC3, 13m (3 117 661
звезда); 5) UCAC3, 14m (6 779 891 звезда);
6) UCAC3, 15m (13 257 192 звезды); 7) UCAC3,
16m (16 200 463 звезды).

Коэффициенты векторного сферического раз-
ложения были вычислены по всем указанным груп-
пам звезд этих каталогов. Для примера здесь при-
водятся лишь результаты, полученные для звезд
15m каталога UCAC3. Начальные коэффициенты
приведены в табл. 4. Основное и альтернативное
решения для нескольких групп звезд 12m−16m

этого же каталога даны в табл. 5 и 6. Решение,
выполненное по всей сфере по звездам UCAC3,
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Таблица 6.Основное и альтернативное решение для звезд каталога UCAC3 южного галактического полушария

Параметры
Основное решение

12m 13m 14m 15m 16m

U/〈r〉 8.08 ± 0.65 6.75 ± 0.64 2.27 ± 0.72 −1.35 ± 0.88 −3.02± 0.96

V/〈r〉 15.01± 0.64 7.54 ± 0.63 2.76 ± 0.70 −1.76 ± 0.86 −2.04± 0.93

W/〈r〉 5.56 ± 0.48 4.52 ± 0.48 3.45 ± 0.53 2.04 ± 0.65 1.09 ± 0.72

Ω1 −28.27± 0.50 −25.48 ± 0.49 −23.85± 0.55 −24.05± 0.67 −23.44± 0.73

Ω2 5.16 ± 0.51 4.07 ± 0.50 5.38 ± 0.56 5.22 ± 0.69 4.14 ± 0.76

Ω3 −11.15± 0.25 −14.68 ± 0.25 −17.05± 0.27 −19.37± 0.33 −19.08± 0.36

M+
13 9.08 ± 0.60 5.81 ± 0.58 6.72 ± 0.65 6.27 ± 0.80 6.48 ± 0.88

M+
23 29.39± 0.58 29.32 ± 0.57 29.07 ± 0.63 29.11± 0.77 26.85± 0.84

M+
12 14.06± 0.37 10.31 ± 0.36 9.31 ± 0.40 9.38 ± 0.49 11.21± 0.53

M∗
11 −3.58± 0.72 −8.21 ± 0.70 −10.95± 0.79 −13.14± 0.95 −9.84± 1.04

M∗
33 17.17± 1.12 6.27 ± 1.10 0.67 ± 1.23 −1.32 ± 1.51 1.68 ± 1.66

Альтернативное решение

U/〈r〉 6.79 ± 1.05 −3.26 ± 1.03 −12.88± 1.16 −20.29± 1.41 −22.49± 1.53

V/〈r〉 14.10± 1.09 4.42 ± 1.06 −1.74 ± 1.19 −9.46 ± 1.46 −12.34± 1.60

W/〈r〉 4.36 ± 1.60 0.36 ± 1.58 0.10 ± 1.77 2.83 ± 2.17 4.51 ± 2.38

Ω1 −28.92± 0.73 −27.38 ± 0.71 −26.52± 0.80 −28.56± 0.98 −29.46± 1.07

Ω2 5.94 ± 0.72 9.88 ± 0.70 14.17 ± 0.79 16.18± 0.96 15.41± 1.05

Ω3 −13.54± 1.08 −10.04 ± 1.07 −11.90± 1.20 −19.38± 1.47 −29.57± 1.62

M+
13 10.49± 1.06 16.39 ± 1.05 22.71 ± 1.17 26.25± 1.43 27.02± 1.55

M+
23 30.48± 1.10 32.72 ± 1.08 33.92 ± 1.21 37.31± 1.48 37.79± 1.62

M+
12 15.04± 1.11 15.28 ± 1.09 15.78 ± 1.21 16.45± 1.47 15.21± 1.60

M∗
11 −4.82± 2.31 −25.63 ± 2.23 −39.85± 2.47 −39.35± 3.01 −18.47± 3.27

M∗
33 19.09± 3.77 6.75 ± 3.72 −6.41 ± 4.17 −16.26± 5.11 −10.33± 5.60

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

приводится в табл. 7. Прокомментируем получен-
ные результаты в соответствии с физическими эф-
фектами, которые описываются различными па-
раметрами модели Огородникова–Милна. Снача-
ла мы опишем те параметры, которые оказались
различными в северном и южном галактическом
полушарии, а затем остановимся на результатах,
которые оказались практически одинаковыми в
обоих полушариях.

Анализ параметров M−
32 и M+

32. Вертикальный
градиент скорости вращения Галактики

Самым разительным результатом, полученным
нами при анализе поля скоростей в разных по-

лушариях, является то, что статистически надеж-
ные значения параметров M+

32 и M−
32 имеют раз-

ные знаки в разных полушариях. Например, сред-
нее значение Ω1 = M−

32, полученное по звездам
12m−16m каталога UCAC3 в северном полушарии,
составляет +21.0 ± 0.3, а в южном полушарии ––
−25.0 ± 0.3 км/с кпк−1. Как видно из табл. 5 и 6,
реальность этого параметра подтверждается вели-
колепным согласием между основным и альтерна-
тивным решением, где наблюдается практически
полное совпадение в пределах ошибок значений
этого параметра. При традиционном определении
кинематических параметров методом наименьших
квадратов по данным всей небесной сферы из-за
почти одинакового по модулю, но разного по знаку
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Таблица 7. Значения параметров модели Огородникова–Милна, определенные по каталогу UCAC3 методом
наименьших квадратов по всей небесной сфере

Параметры 12m 13m 14m 15m 16m

U/〈r〉 15.07± 0.15 12.09± 0.15 8.72 ± 0.16 5.51 ± 0.18 4.19 ± 0.19

V/〈r〉 34.29± 0.16 25.06± 0.16 19.03 ± 0.17 14.59 ± 0.19 14.05 ± 0.20

W/〈r〉 8.99 ± 0.13 5.57 ± 0.13 3.36 ± 0.14 2.01 ± 0.15 1.75 ± 0.15

Ω1 −0.18 ± 0.19 0.28 ± 0.19 1.48 ± 0.21 2.48 ± 0.25 3.56 ± 0.26

Ω2 −4.99 ± 0.19 −5.74± 0.19 −6.43 ± 0.22 −7.93 ± 0.25 −9.02 ± 0.27

Ω3 −9.87 ± 0.13 −11.03± 0.13 −12.18 ± 0.13 −14.56± 0.15 −16.56± 0.15

M+
13 −1.33 ± 0.22 −2.11± 0.22 −3.14 ± 0.25 −4.45 ± 0.28 −4.49 ± 0.30

M+
23 2.26 ± 0.22 5.18 ± 0.22 6.26 ± 0.24 6.12 ± 0.28 3.74 ± 0.29

M+
12 14.20± 0.18 11.78± 0.17 10.27 ± 0.18 10.02 ± 0.19 11.66 ± 0.20

M∗
11 −1.77 ± 0.34 −4.03± 0.33 −6.08 ± 0.36 −9.24 ± 0.39 −9.74 ± 0.39

M∗
33 1.71 ± 0.46 1.87 ± 0.46 1.67 ± 0.50 1.54 ± 0.56 2.32 ± 0.58

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

Таблица 8. Оценки разностей и сумм величин M−
32 и M+

32 по северному (N) и южному (S) галактическим
полушариям

Каталог (M−
32 − M+

32)N (M−
32 − M+

32)S (M−
32 + M+

32)N (M−
32 + M+

32)S

UCAC3, 12−13m 38.8 ± 0.5 −56.2± 0.5 −13.1± 0.7 2.5 ± 0.5

UCAC3, 14−16m 26.9 ± 0.6 −52.1± 0.6 −2.7 ± 0.9 4.6 ± 0.6

TYCHO-2 R, 10−12m 50.5 ± 1.2 −47.8± 1.0 −3.9 ± 1.2 4.3 ± 1.0

HIP.R, 250–500 пк 22.0 ± 4.1 −18.2± 4.0 −5.7 ± 4.1 2.5 ± 4.0

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

значений M+
32 и M−

32 в ответе мы получаем почти
незначимые оценки этих параметров (табл. 7).

Для интерпретации этого результата восполь-
зуемся галактоцентрической цилиндрической си-
стемой координат. Поскольку скорость вращения
Галактики и скорость изменения азимутального
угла направлены в разные стороны, из формул (13)
получаем

M−
32 − M+

32 =
∂Vθ

∂z
= −∂V�

∂z
? (31)

где V� –– скорость кругового движения локальной
системы отсчета вокруг центра Галактики. Эту
величину отождествляют со скоростью вращения
Галактики в окрестности Солнца.

В табл. 8 приведены численные значения левых
частей (31), полученные нами по различным звезд-
ным каталогам.

Из этой таблицы мы видим, что значение вер-
тикального градиента скорости вращения Галакти-

ки ∂V�/∂z имеет различные знаки в северном и
южном галактических полушариях, при этом сама
скорость уменьшается с удалением от основной
плоскости Галактики. Важным обстоятельство яв-
ляется также то, что по всем трем каталогам для
звезд до 13m модули градиента приблизительно
одинаковы. Исключение составляет лишь подмно-
жество слабых (14−17m) звезд каталога UCAC3.
Осредняя эти результаты по обоим полушариям,
можно сказать, что модуль вертикального гра-
диента замедления скорости вращения Галактики
для звезд до 13m определяется очень надежно и
заключен в следующих пределах:

(20.1 ± 2.9) <

∣∣∣∣∂V�
∂z

∣∣∣∣ < (32)

< (49.2 ± 0.8) км/с кпк−1.

Отметим, что нижняя граница получена по крас-
ным гигантам каталога HIPPARCOS, в то время
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Таблица 9. Оценки разностей и сумм величин M−
13 и M+

13 по северному (N) и южному (S) галактическим
полушариям

Каталог (M−
13 − M+

13)N (M−
13 − M+

13)S (M−
13 + M+

13)N (M−
13 + M+

13)S

UCAC3, 11−13m −4.3 ± 0.5 −4.6 ± 0.5 −23.3 ± 0.5 14.4 ± 0.5

UCAC3, 14−17m −11.2 ± 0.5 −2.3 ± 0.5 −22.2 ± 0.5 10.8 ± 0.5

TYCHO-2 R, 10−12m 0.9 ± 1.2 −2.2 ± 1.0 −20.4 ± 1.2 15.0 ± 1.0

HIP.R, 250–500 пк 0.2 ± 4.2 2.1 ± 4.1 −12.4 ± 4.2 2.7 ± 4.1

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

как верхняя граница практически одинакова для
каталогов TYCHO-2 и UCAC3.

Имеется обширная литература, посвященная
определению вертикального градиента изменения
скорости вращения Галактики (Маевский, 1993;
Жирар, 2006). Однако, следует отметить, что пер-
воначальные исследования замедления скорости
вращения Галактики производились различными
косвенными методами. Так, (Хансон, 1989) исходил
из увеличения компоненты Vy движения Солнца
относительно звезд с возрастанием их расстояний
от плоскости Галактики и установил, что для тол-
стого диска Галактики (1–4 кпк) величина гради-
ента равна 30 км/с кпк−1. Исходя из общей мо-
дели потенциала Галактики Жирар (Жирар, 2006)
предложил динамическое объяснение факту замед-
ления вращения Галактики. В работе Макарова,
Морфи (2007) сделано предположение, что замед-
ление скорости вращения существует и в тонком
диске (200–300 пк), и по данным каталога HIP-
PARCOS эти авторы определили значение гради-
ента равным 20 км/с кпк−1, что полностью под-
тверждается нашими результатами. В отличие от
перечисленных методов наш подход можно отнести
к классу прямых методов, поскольку мы обнару-
жили знакопеременность вертикального градиента
изменения скорости из анализа параметров модели
Огородникова–Милна, примененной раздельно к
северному и южному Галактическим полушариям,
где этот градиент сохраняет свой знак.

Из формул (13) получаем

M−
32 + M+

32 = − 1
R

∂Vz

∂θ
. (33)

В работах Миямото, Цзы Чжу (1998); Цзы
Чжу (2000) эта величина связывается с ки-
нематическим проявлением локального изгиба
плоскости Галактики. По собственным движениям
O−B5 звезд каталога HIPPARCOS эти авторы
определили следующее значение

− 1
R

∂Vz

∂θ
= 3.79 ± 1.05 км/с кпк−1, (34)

которое находится в хорошем согласии со значени-
ем, определенным ими ранее (Миямота и др., 1993)
по каталогу ACRS (Корбин и др. 1991)

В то же самое время Миньяр (2000), иссле-
дуя собственные движения каталога HIPPARCOS,
не нашел никаких свидетельств изгиба Галакти-
ческого диска. Как следует из табл. 8, наши вы-
числения, сделанные по каталогу HIPPARCOS,
подтверждают вывод Миньяра, поскольку дают
для искомой величины статистически ненадежные
значения. Тем не менее, оценки этой величины,
полученные нами по каталогам UCAC3 и TYCH0-
2, оказались статистически надежными. При этом
они тоже меняют знак при переходе из северного
полушария в южное, показывая хорошее согласие
друг с другом в каждом полушарии по всем вы-
боркам из указанных каталогов (табл. 8). Отметим,
что значение (34) подтверждается только в южном
галактическом полушарии, в северном полушарии
оно имеет противоположный знак. По этой причине
вряд ли можно считать, что поведение суммы па-
раметров M−

32 + M+
32 является следствием изгиба

диска Галактики.

Анализ параметров M−
13 и M+

13. Вертикальный
градиент скорости расширения звездной системы

Как следует из формул (12), в галактоцентриче-
ской системе координат эти параметры позволяют
определить следующие величины:

M−
13 − M+

13 =
∂Vz

∂R
, (35)

M−
13 + M+

13 = −∂VR

∂z
. (36)

Первое из этих соотношений определяет градиент
по радиусу-вектору вертикальной компоненты по-
ля скоростей, то время как второе –– градиент по
вертикали скорости расширения звездной систе-
мы. В табл. 9 показаны численные значения этих
величин, полученные нами по различным катало-
гам. Мы видим, что результаты, полученные по
каталогам TYCHO-2 и HIPPARCOS для первого
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из этих двух градиентов, оказались статистически
незначимыми, в то время как каталог UCAC3 дает
для градиента ∂Vz/∂R статистически надежные от-
рицательные значения, показывая на уменьшение
вертикальной компоненты скорости по мере уда-
ления от центра Галактики. Интересно отметить,
что величина M−

13 − M+
13 = −3.9 ± 0.2 км/с кпк−1,

полученная по полной сфере каталога UCAC3
(табл. 7), хорошо согласуется с решениями по
полусферам.

Помимо этого, мы имеем весьма интересный
результат для градиента по вертикали скорости
расширения звездной системы ∂VR/∂z. Мы ви-
дим прекрасное согласие по каталогам UCAC3 и
TYCHO-2 и согласующиеся с ними результаты
по каталогу HIPPARCOS. Эти результаты дают
для нашего градиента положительное значение в
севером полушарии и отрицательное значение в
южном. При решении по полной сфере среднее
значение величины (36) оказалось равным M−

13 +
+ M+

13 = −9.7 ± 0.2 км/с кпк−1, что равно сумме
соответствующих значений, полученных по разным
полушариям. Это говорит о том, что при удалении
от плоскости Галактики скорость расширения VR

увеличивается. Этот вывод нуждается в подтвер-
ждении на основе динамики звездных систем.

Компоненты скорости движения Солнца

Анализ параметров M−
32 иM+

32 при их определе-
нии по северному и южному полушариям раздельно
показывает устойчивую картину, согласно которой
эти параметры примерно одинаковы по модулю, но
меняют знаки при переходе из одного полушария в
другое. Подобным образом ведут себя и параметры
M−

13 и M+
31.

Можно показать, что такое поведение указан-
ных параметров оказывает влияние на определе-
ние значений U , V (проекции скорости движения
Солнца на оси x и y). С этой целью составим
на всей сфере искусственный каталог собственных
движений звезд в соответствии с формулами:

(μl) cos b = −M−
32 sin b cos l + (37)

+ M+
23 sin b cos l − M−

13 sin b sin l −
− M+

13 sin b sin l,

(μb) = M−
32 sin l + M+

23 cos 2b cos l − (38)

− M−
13 cos l + M+

13 cos 2b cos l,

и возьмем здесь типичные для каталога TYCHO-2
значения

M−
13 = ∓10, M+

13 = ∓10 км/с кпк−1,

M−
32 = ±25, M+

32 = ∓25 км/с кпк−1,

где верхние знаки относятся к северному, а ниж-
ние –– к южному полушарию. Разлагая эти соб-
ственные движения по системе векторных сфери-
ческих функций, определенных на всей сфере с
использованием процедуры, описанной в работе
Витязева, Цветкова (2009), получим

s110 = −81.4, s310 = −29.7, t211 = 35.0,
s111 = −32.6, s311 = −8.3, t210 = −14.0.

Остановимся на ситуации, которая описывается
коэффициентами s110 и s111, поскольку эти гар-
моники определяют проекции скорости движения
Солнца соответственно на оси y и x (Витязев,
Цветков, 2009). Используя в явном виде компонен-
ты векторнойфункции S110(l, b), S111(l, b), запишем
формулы (8)-(9), удерживая в них только члены,
содержащие проекции скоростей движения Солнца
U , V , а также компоненты векторных сферических
функций S110(l, b) и S111(l, b):

x/r sin l − y/r cos l = U/r sin l − (39)

− ax sin l − V/r cos l + ay cos l,

x/r cos l sin b + y/r sin l sin b = (40)

= U/r cos l sin b − ax cos l sin b +
+ V/r sin l sin b − ay sin l sin b,

где введены обозначения ax = 0.345s111 = −11.2;
ay = 0.345s110 = −28.1.

Найдем совместное решение этих уравнений ме-
тодом наименьших квадратов. Если расстояния до
звезд нам не известны, то решение проводится от-
носительно величин 〈x/r〉 и 〈y/r〉, вместо которых
мы на самом деле получаем

〈x/r〉 = 〈U/r〉 − ax, 〈y/r〉 = 〈V/r〉 − ay. (41)

Если индивидуальные расстояния до звезд нам
известны, то они принимаются во внимание при
решении. В идеализированном случае, когда все
звезды находятся от нас на одинаковом расстоянии
r, в качестве решения мы получаем не сами проек-
ции U и V , а величины

x = U − axr, y = V − ayr. (42)

Численные эксперименты показали, что фор-
мулы (41)–(42) являются хорошим приближением
для ситуаций, когда звезды расположены в шаро-
вых слоях толщиной до 300 пк. В этих случаях
в формуле (42) следует r заменить на среднее
расстояние до звезд 〈r〉.

Если значение параметра ay определяется вер-
тикальным градиентом скорости вращения Галак-
тики, то его значение отрицательно, и, как это
следует из формулы (42), величина y, принимаемая
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нами за проекцию скорости движения Солнца V ,
растет линейно со скоростью

dy

dr
= −ay = 28.1 км/с кпк−1

с увеличением среднего расстояния до звезд (чис-
ленные оценки даются нами по каталогу TYCHO-
2). Этот факт, по-видимому, был впервые установ-
лен в работе Хансон (1989), где приводится оценка
градиента 30 км/с кпк−1 Он также отмечается в
работе Макарова, Мэрфи (2007) и объясняется
ими одной из нескольких причин, в число кото-
рых входит и влияние вертикального градиента
скорости вращения Галактики. Полученный нами
результат устраняет неопределенность в выборе
этих причин и показывает, что ускорение движение
Солнца по отношению к далеким звездам является
еще одним доказательством замедления вращения
Галактики с ростом координаты z. Отметим, что
впервые значимые коэффициенты s310 и t211, не
входящие в модель Огородникова–Милна, были
найдены в работе Витязева, Шуксто (2003) при
выполнении кинематического анализа собственных
движений звезд каталога HIPPARCOS, распреде-
ленных по всей сфере. Затем этот результат был
подтвержден в работах Макарова, Мерфи (2007),
а также Витязева, Цветкова (2009). Теперь мы ви-
дим, что при анализе по всей сфере вертикальный
градиент изменения скорости вращения Галактики,
с одной стороны, приводит к появлению “внемо-
дельных” гармоник s110, s310 и t211, а с другой сто-
роны, создает эффект ускорения движения Солнца
в направлении оси y с ростом расстояния до звезд.

Очевидно, что существует аналогичных эффект
в движении Солнца вдоль оси x, вызываемый су-
ществованием вертикального градиента скорости
расширении ∂VR/∂z. Этот градиент приводит к
появлению другой серии гармоник при выполнении
кинематического анализа звезд по всей сфере. Так
по каталогу TYCHO-2 имеем

s111 = −60.7 ± 0.8, s311 = −8.4 ± 0.8,
t210 = −13.4 ± 0.8,

в то время как по выборкам звезд 14−15m, 15−16m

из каталога UCAC3 мы получили

s111 = −41.3 ± 0.4, s310 = −2.9 ± 0.4,
t210 = −16.9 ± 0.4,

s111 = −33.7 ± 0.5, s311 = −2.0 ± 0.5,
t210 = −20.4 ± 0.4.

Следовательно, если значение ax определяется по-
ведением параметров M−

13 и M+
31, то его значение

отрицательно, и, как это следует из формулы (42),

величина x, принимаемая нами за проекцию скоро-
сти движения Солнца на ось x, растет линейно со
скоростью

dx

dr
= −ax = 11.2 км/с кпк−1

(численная оценка дается нами по каталогу
TYCHO-2). Этот эффект не очень велик, возможно
поэтому он не отмечается в литературе.

Анализ параметров M−
21 и M+

12. Вращение
Галактики

В этом и следующих параграфах мы остано-
вимся на результатах нашего анализа, которые
оказались практически одинаковыми для обоих
полушарий Галактики. Прежде всего это относится
к параметрам ОортаA иB и ко всем характеристи-
кам вращения Галактики, которые через них опре-
деляются. Действительно, из формул (11) получаем

M−
21 − M+

12 =
Vθ

R
+

1
R

∂VR

∂θ
. (43)

Положим здесь

∂VR/∂θ = 0. (44)

При выполнении этого условия можно ввести па-
раметры Оорта A и B:

A = M+
12, B = M−

21. (45)

Так как вращение Галактики противоположно
направлению отсчета азимутального угла, то для
круговой скорости локальной системы отсчета
V� (скорости вращения Галактики в окрестности
Солнца) из формулы (46) получаем

V� = −R�(M−
21 − M+

12), (46)

где через R� обозначено расстояние от центра
Галактики до Солнца.

В соответствии с эпициклической теорией (Бин-
ни, Тремэн, 1987; Миньяр, 2000) параметры Оорта
позволяют оценить отношение эпициклической ча-
стоты k0 к угловой скорости вращения Галактики
Ω0 в окрестности Солнца:

k0

Ω0
= 2

√
−B

A − B
. (47)

Кроме того, из (11) следует, что наклон кривой
вращения Галактики или градиент изменения ско-
рости вращения Галактики вдоль радиуса-вектора
определяется с помощью выражения

M−
21 + M+

12 = −∂V�
∂R

. (48)
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Таблица 10. Оценки разностей и сумм величин M−
21 и M+

12 по северному (N) и южному (S) галактическим
полушариям

Каталог (M−
21 − M+

12)N (M−
21 − M+

12)S (M−
21 + M+

12)N (M−
21 + M+

12)S

UCAC3, 11−13m −23.7± 0.4 −25.2± 0.6 −21.6 ± 0.5 −3.2 ± 0.4

UCAC3, 14−17m −19.8± 0.7 −28.4± 0.7 −21.7 ± 0.9 −11.7± 0.7

TYCHO-2 R, 10−12m −24.6± 0.7 −28.4± 0.6 −4.9 ± 0.7 9.0 ± 0.6

HIP.R, 250–500 пк −27.3± 2.4 −29.4± 2.3 1.0 ± 2.3 1.9 ± 2.3

Примечание. Единицы измерения км/с кпк−1.

Таблица 11. Осредненные по северному и южному галактическим полушариям значения разностей M−
21 и M+

12,
оценки скорости вращения Галактики в км/с окрестности Солнца (при R� = 7.5 кпк) и оценки периода вращения
Галактики в миллионах лет

Каталог M−
21 − M+

12 V� Период k0/Ω0

UCAC3, 11−13m −24.5 ± 0.7 183.8 ± 4.5 250.6± 6.1 1.42 ± 0.01

TYCHO-2 R, 10−122 −26.5 ± 0.7 198.8 ± 5.3 231.0± 6.1 1.36 ± 0.01

HIP.R, 250–500 пк −28.4 ± 2.4 213.0 ± 18.8 216.2± 18.2 1.38 ± 0.04

Примечание. В последнем столбце: k0/Ω0 –– отношение эпициклической частоты к угловой скорости вращения Галактики
в окрестности Солнца.

Численные оценки разностей и сумм параметров
M−

21 и M+
12, полученные нами по различным вы-

боркам из каталоговUCAC3, TYCHO-2,HIPPAR-
COS показаны в табл. 10.

Из табл. 10 видно, что значения (M−
21 − M+

12)
в северном и южных полушариях различаются не
сильно по разным каталогам для звезд до 12m. Это
обстоятельство позволяет нам получить различные
характеристики вращения Галактики путем осред-
нения полученных значений M−

21 и M+
12. Резуль-

таты этого осреднения показаны в табл. 11. От-
метим, что они находятся в хорошем соответствии
с результатами, полученными при кинематическом
анализе собственных движений звезд, выполнен-
ном по всей небесной сфере (Бинни, Тремэн, 1987;
Миньяр, 2000 и др.)

Что касается наклона кривой вращения Галак-
тики, то полученные нами оценки для звезд до
13 звездной величины по каталогам HIPPARCOS
TYCHO-2 весьма противоречивы и не дают воз-
можности оценить эту величину надежно. Для ка-
талога UCAC3 оценки получаются статистически
надежными, однако, хотя они и сохраняют знак
в обоих полушариях, но сильно различаются по
абсолютной величине. Такое же поведение имеют
и разности параметров M−

21 и M+
12 для выборок

слабых звезд (14−17m) по каталогу UCAC3.

Диагональные элементы тензора деформации поля
скоростей

Как уже было сказано выше, при анализе соб-
ственных движений звезд вместо трех компонен-
тов M+

11, M+
22, M+

33 удается получить только два:
M∗

11 = M+
11 − M+

22 и M∗
33 = M+

33 − M+
22. Получен-

ные нами значения параметра M∗
33 не позволяют

использовать их для получения содержательной
физической информации, так как они либо не зна-
чимы (по критерию “три сигма”), либо противоре-
чивы по сравнению основного и альтернативного
решений. Совсем другую картину дает определение
параметра M∗

11. В табл. 12 приведены значения
этого параметра, полученные нами по различным
выборкам звезд из различных каталогов. Следует
сказать, что значения этой величины, полученные
по различным полушариям, практически совпада-
ют. Поэтому мы приводим значения, полученные
при решении по всей сфере. Вычисленные нами по
разным каталогам значения M∗

11 находятся в хо-
рошем согласии с результатами работы Макарова,
Мерфи (2007), полученными по выборке звезд с
расстояниями r > 100 пк из каталогаHIPPARCOS
(−9.44 ± 2.38 км/с кпк−1).

Отметим, что в работе Миньяр (2000) показано,
что величина

φ = −1
2

arctan
(

M∗
11

2M+
12

)
(49)
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Таблица 12.Оценки параметровM∗
11,M

+
12 в км/с кпк

−1 и фазового угла φ в градусах по различным выборкам звезд
из различных каталогов

Параметры UCAC3 TYCHO-2W TYCHO-2 Y TYCHO-2 R HIP.B HIP.R

M∗
11 −5.3 ± 0.5 −6.7 ± 0.3 −8.0 ± 1.2 −3.7 ± 0.7 −9.4 ± 1.7 −8.4 ± 2.0

M+
12 12.1 ± 0.2 13.3 ± 0.2 14.3 ± 0.6 14.0 ± 0.4 12.5 ± 0.9 14.6 ± 1.0

φ 6.2 ± 0.6 7.1 ± 0.3 7.8 ± 1.26 3.8 ± 0.7 10.4 ± 1.9 8.0 ± 1.9

Примечание. По каталогу UCAC3 звезды взяты из диапазона 11−17m, по каталогу TYCHO-2 –– из диапазона 6−14m, выборка
звезд из каталога HIPPARCOS соответствует интервалу расстояний от 100 до 1000 пк. Символами B, W , Y , R обозначены
соответственно голубые, белые, желтые и красные звезды.

определяет угол поворота оси триады галактиче-
ской системы координат вокруг оси z, что рав-
носильно введению нового нуль-пункта отсчета
галактических долгот. Такой поворот обеспечивает
выполнение условий M+

11 = 0 и M+
22 = 0. Интерес-

но отметить, что значения этого угла, полученные
Миньяром по различным выборкам из каталога
HIPPARCOS, заключены в пределах от 0.2 ± 2.5
до 16.4± 4.0 градусов. Наши значения, полученные
по различным каталогам (табл. 12), хорошо со-
гласуются с этими значениями, но имеют меньший
разброс. Все это говорит о том, что ориентация
в пространстве прямоугольной Галактической си-
стемы координат должна определяться с учетом не
только геометрических, но и динамических факто-
ров.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом данной работы можно
считать проведение кинематического анализа соб-
ственных движений звезд раздельно в северном и
южном полушариях Галактики. Для этого мы вос-
пользовались разработанным нами методом век-
торных зонных сферических функций, обладающих
свойствами полноты и ортогональности в каждом
из указанных полушарий. Нашметод обладает сле-
дующими преимуществами перед непосредствен-
ным оцениванием параметров кинематической мо-
дели методом наименьших квадратов: 1) метод
ВСФ выявляет любые систематические компонен-
ты поля скоростей звезд независимо от кинема-
тической модели; 2) метод ВСФ позволяет опре-
делить параметры любой кинематической модели;
3) в отличие от обычной процедуры оценивания
параметров кинематической модели метод ВСФ
позволяет получить, как минимум, две оценки ис-
комых параметров (основную и альтернативную).
Их сравнение позволяет судить о соответствии
модели наблюдательным данным.

Все эти свойства были подтверждены числен-
ными экспериментами, после чего мы примени-
ли наш метод для анализа собственных движе-
ний звезд каталогов HIPPARCOS, TYCHO-2 и

UCAC3. Результаты, полученные в локальной си-
стеме координат, движущейся вместе с Солнцем,
были переведены в галактоцентрическую цилин-
дрическую систему координат, относительно ко-
торой были получены компоненты поля скоро-
стей и их градиенты. Анализ компонентов M+

12 и
M−

21 матрицы смещения M в уравнении (4) не
выявил ясно выраженных различий параметров
Оорта и оценок скорости вращения Галактики,
найденных по разным полушариям. В противопо-
ложность этому компоненты с индексами (1, 3) и
(2, 3) позволили обнаружить эффекты замедления
скорости вращения Галактики и эффект увеличения
скорости расширения звездной системы по мере
удаления звезд от основной плоскости. Числен-
ные оценки вертикального градиента замедления
скорости вращения Галактики, полученные нами
прямым методом, находятся в хорошем согласии
с результатами определения величины этого гра-
диента, найденными другими авторами косвенными
методами. В свою очередь, оба указанных гради-
ента приводят к появлению кажущегося ускорения
движения Солнца вдоль осей x и y прямоугольной
галактической системы координат.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Арфкен Г., Математические методы в физике

(М.: Атомиздат, 1970), с. 493.
2. Бинни, Тремэйн (J. Binney and S. Tremaine),Galac-

tic Dynamics (Prinston Univ. Press, 1994).
3. Бобылев В.В. и др., Астрон. журн. 83, 821 (2006).
4. Бобылев и др. (V.V. Bobylev and M.Yu. Khovritchev),

MNRAS 417, 1952 (2011).
5. Брэхэм (Branham L. Richard, Jr), Astrophys. J. 570,

190 (2002).
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