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Центральные конфигурации

𝑚𝑗

𝑚𝑘

𝑚𝑖
r𝑘

r𝑗 r𝑖
𝑑2r𝑖
𝑑𝑡2

= −𝜅2(𝑚𝑗 +𝑚𝑘)
r𝑖
𝑟3𝑖

+ 𝜅2𝑚𝑖

(︃
r𝑗
𝑟3𝑗

+
r𝑘
𝑟3𝑘

)︃
,

r𝑖 + r𝑗 + r𝑘 = 0, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3

Будем искать такое движение, в котором каждое трех из движений тел –
кеплерово:

𝑑2r𝑖
𝑑𝑡2

= −𝜅2ℎ𝑖
r𝑖
𝑟3𝑖

, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3.

Или

(𝑚𝑗 +𝑚𝑘 − ℎ𝑖)
r𝑖
𝑟3𝑖

−𝑚𝑖

(︃
r𝑗
𝑟3𝑗

+
r𝑘
𝑟3𝑘

)︃
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Центральные конфигурации

r𝑖

(︂
𝑚𝑘

𝑟3𝑖
+

𝑚𝑖 +𝑚𝑗 − ℎ𝑘
𝑟3𝑘

)︂
+ r𝑗

(︃
𝑚𝑘

𝑟3𝑗
+

𝑚𝑖 +𝑚𝑗 − ℎ𝑘
𝑟3𝑘

)︃
= 0.

То есть либо r𝑙 коллинеарны, либо выражения в круглых скобках нулевые.
Коллинеарное решение. Пусть 𝑚𝑗 лежит между 𝑚𝑖 и 𝑚𝑘, то есть
𝑟𝑗 = 𝑟𝑖 + 𝑟𝑘. Положим 𝑟𝑖 = 𝑧𝑟𝑘 → 𝑟𝑗 = (1 + 𝑧)𝑟𝑘, получаем

ℎ1 = 𝑚2 +𝑚3 −𝑚1
𝑧3(2 + 𝑧)

(1 + 𝑧)2
,

ℎ2 = 𝑚3 +𝑚1 +𝑚2(1 + 𝑧)2(1 + 𝑧−2),

ℎ3 = 𝑚1 +𝑚2 −𝑚3
1 + 2𝑧

𝑧2(1 + 𝑧)2
.

Из уравнения задачи двух тел: ℎ𝑖 = 𝑧3ℎ𝑘; (1 + 𝑧)3ℎ𝑖 = 𝑧3ℎ𝑗 ; исключив
отсюда ℎ𝑙, получим:
(𝑚𝑖 +𝑚𝑗)𝑧

5 + (3𝑚𝑖 + 2𝑚𝑗)𝑧
4 + (3𝑚𝑖 +𝑚𝑗)𝑧

3

− (𝑚𝑗 + 3𝑚𝑘)𝑧
3 − (2𝑚𝑗 + 3𝑚𝑘)𝑧 −𝑚𝑗 −𝑚𝑘 = 0.

Единственный положительный вещественный корень 𝑧. Расположив тела
на прямой и придав скорости удовлетворяющие 𝑟̇𝑖 = −𝑧/(1 + 𝑧)𝑟̇𝑗 = 𝑧𝑟̇𝑘,
получим кеплеровы движения. 3 / 15



Центральные конфигурации, 𝑁 = 3
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Центральные конфигурации, 𝑁 = 3
Неколлинеарный случай: все выражения в квадратных скобках равны
нулю, тогда

𝑟𝑖 = 𝑟𝑗 = 𝑟𝑘; ℎ𝑖 = ℎ𝑗 = ℎ𝑘 = 𝑚𝑖 +𝑚𝑗 +𝑚𝑘.
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Центральные конфигурации
Не существует решений, в которых конфигурация 𝑛 тел остается
неизменной во времени. Существуют ли такие, где конфигурация
изменяется только подобно. Другими словами, выбирая начало координат
0 ∈ R3 в качестве центра подобия, мы ищем решения r = (r1, . . . , r𝑛) в
форме r𝑖(𝑡) = 𝜑(𝑡)a𝑖 фиксированными a1, . . . , a𝑛 ∈ R3 и положительной
вещественно-значной функцией 𝜑.
Включим это выражение в уравнения задачи 𝑛 тел:

𝜑2𝜑𝑚𝑖a𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗 ̸=𝑖

𝐺𝑚𝑖𝑚𝑗
a𝑗 − a𝑖
|a𝑗 − a𝑖|3

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Правая часть этих уравение не зависит от времени, следовательно,
должна быть такая вещественная константа 𝜇, что

𝜑 = − 𝜇

𝜑2

и
−𝜇a𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗 ̸=𝑖

𝐺𝑚𝑗
a𝑗 − a𝑖
|a𝑗 − a𝑖|3

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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Центральные конфигурации
Определение
Конфигурация (a1, . . . ,a𝑛) ∈ R3𝑛 ∖Δ заданных 𝑛 тел с массами 𝑚1, . . . ,
𝑚𝑛 называется центральной конфигурацией, если она удовлетворяет
этому условию для некоторого 𝜇 ∈ R.

Если (a1, . . . ,a𝑛) – ц.т., то и (𝜆a1, . . . , 𝜆a𝑛) при любом 𝜆 ∈ R+ то же ц.т.
Таким образом любая центральная конфигурация порождает
гомотетическое решение задачи 𝑁 тел.

Утверждение
𝑛 точек (a1, . . . ,a𝑛) =: a образуют центральную конфигурацию, когда a
является критической точкой функции 𝑉 2𝐼.

𝜕𝐼

𝜕r𝑖
= 𝑚𝑖r𝑖 ⇒ 𝜇

𝜕𝐼

𝜕r𝑖
(a) =

𝜕𝑉

𝜕r𝑖
(a), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

𝜇 ·2𝐼(a) = 𝜇

⟨
𝜕𝐼

𝜕r
(a),a

⟩
=

⟨
𝜕𝑉

𝜕r
(a),a

⟩
= −𝑉 (a) ⇒ 𝜇 = − 𝑉 (a)

2𝐼(a)
> 0.
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Центральные конфигурации

Три тела, не лежащие на прямой образуют центральную
конфигурацию, если и только если тела образуют равносторонний
треугольник.
Четыре тела, не лежащие в плоскости, образуют центральную
конфигурацию, если и только если тела образуют правильный
тетраэдр.
Правильный n-угольник это центральная конфигурация для n равных
масс.

Определение
Решение задачи 𝑁 тел, в которых конфигурация, образуемая телами,
остается само-подобной, называется гомографическим.
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Центральные конфигурации

Любая плоская центральная конфигурация порождает плоское
гомографическое решение. (𝜑 = −𝜇/𝜑2).

Утверждение
Пусть (r1, . . . , r𝑛) — плоское гомографическое решение задачи 𝑛 тел (с
центром масс в начале координат). Тогда r𝑖 = 𝜑a𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, где
(a1, . . . ,a𝑛) — плоская центральная конфигурация, и 𝜑 есть решение
соответствующей двумерной задачи Кеплера.

r̈𝑖 = 𝜆(𝑡)𝑒𝑖𝜙(𝑡)a𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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Центральные конфигурации

Определение
Решение задачи 𝑛 тел, в которых конфигурация, образуемая телами,
остается само-конгруентной называется относительным равновесием.

10 / 15



Центральные конфигурации

{r𝑖} — ц.к., то
∑︀𝑁

𝑖=1 r𝑖 = 0.
({r𝑖}, 𝜆) — ц.к., то ({𝒜r𝑖}, 𝜆) — ц.к. для любой ортогональной
матрицы 𝒜 и ({𝜏r𝑖}, 𝜆/𝜏3) — ц.к.
∇𝐼𝑈2 = 0

𝜆 = 𝑈
𝐼 .

Функция 𝐼𝑈2 инвариантна относительно вращений и масштабирования.√
𝐼 можно рассматривать как диаметр системы, а конфигурационную

меру
√
𝐼𝑈 как отношение мер максимального и минимального расстояний

между телами.

11 / 15



Гомографические решения

Теорема
Гомографическое решение является гомотетическим тогда и только
тогда, когда угловой момент равен нулю.
Гомографическое решение является относительным равновесием
тогда и только тогда, когда оно плоское и его конфигурация
вращается с постоянной уголовой скоростью.
Если гомографическое решение не компланарное, то оно
гомотетическое.

Теорема
Если решение является гомографическим, то в любой момент времени
тела образуют центральную конфигурацию.
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Центральные конфигурации
Теорема (Мультона)
Для 𝑁 ≥ 3 существует ровно 𝑁 !/2 коллинеарных центральных
конфигураций

Доказано Мультоном по индукции.
Топологическое доказательство: положение точек 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑁 ) ∈ R𝑁 ,
𝑆′ = {𝑞|𝐼(𝑞) = 1} (топологическая сфера 𝑆𝑁−1),
𝐶 = {𝑞|

∑︀𝑁
𝑖=1𝑚𝑖𝑞

𝑖 = 0} — гиперплоскость в R𝑁 . 𝑆 = 𝑆′ ∩ 𝐶 — сфера
размерности 𝑁 − 2. Многообразие столкновений 𝑚𝑖 с 𝑚𝑗 :
Δ′

𝑖𝑗 = {𝑞|𝑞𝑖 = 𝑞𝑗}.
Множество Δ′ = ∪Δ′

𝑖𝑗 — объединение плоскостей размерности 𝑁 − 1, а
Δ = 𝑆 ∩Δ′ — объединение сфер размерности 𝑁 − 3.
Пусть 𝒱 — сужение 𝑉 на 𝑆 ∖Δ. Ц.к. — критическая точка 𝒱.
Пространство 𝑆 ∖Δ допускает 𝑁 ! связных компонент (соответствующих
определенному порядку). На 𝑉 → ∞ при Δ𝑖𝑗Δ, следовательно, имеется
по крайней мере один минимум для каждой связной составляющей
(ровно один, так как 𝒱 выпукла). Следовательно, имеется ровно 𝑁 !/2 ц.к.
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Неколлинеарные центральные конфигурации

Предполагается, что при заданном 𝑁 и заданных массах число
конфигураций ограничено постоянной, не зависящей от масс, но не
доказано даже, что при любом выборе масс число конфигураций конечно
(при 𝑁 > 3). Известно, что это число конечно для открытого всюду
плотного множества масс.
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Центральные конфигурации, 𝑁 = 5
1.

2.

3.

4.

5.
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Устойчивость точек либрации

𝜉 − 2𝜂̇ = 𝜉

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2

)︂
0

+ 𝜂

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂
0

+ 𝜁

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑧

)︂
0

+ . . .

𝜂 + 2𝜉 = 𝜉

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥

)︂
0

+ 𝜂

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2

)︂
0

+ 𝜁

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑧

)︂
0

+ . . .

𝜁 = 𝜉

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑥

)︂
0

+ 𝜂

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑦

)︂
0

+ 𝜁

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑧2

)︂
0

+ . . .

𝑥̇ = 𝑣𝑥,
𝑦̇ = 𝑣𝑦,
𝑣̇𝑥 = 2𝑣𝑦 + 𝑎𝑥,
𝑣̇𝑦 = −2𝑣𝑥 − 𝑏𝑦,

𝑥̇ = 𝜕𝐻𝑙
𝜕𝑝𝑥

= 𝑝𝑥 + 𝑦,

𝑦̇ = 𝜕𝐻𝑙
𝜕𝑝𝑦

= 𝑝𝑦 − 𝑥,

𝑝̇𝑥 = −𝜕𝐻𝑙
𝜕𝑥 = 𝑝𝑦 − 𝑥+ 𝑎𝑥,

𝑝̇𝑦 = −𝜕𝐻𝑙
𝜕𝑦 = −𝑝𝑥 − 𝑦 − 𝑏𝑦.

Инеграл энергии

𝐸 =
1

2
(𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦 − 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2),
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Движение в окрестности точек либрации

⎛⎜⎜⎝
𝑥̇
𝑦̇
𝑣̇𝑥
𝑣̇𝑦

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
𝑎 0 0 2
0 −𝑏 −2 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝑥
𝑦
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎠ = 𝐴

⎛⎜⎜⎝
𝑥
𝑦
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎠ ,

Характеристический полином:

𝑝(𝛽) = 𝛽4 + (2− 𝜇̄)𝛽2 + (1 + 𝜇̄− 2𝜇̄2).

здесь 𝑎 = 2𝜇̄+ 1, 𝑏 = 𝜇̄− 1, 𝜇̄ = 𝜇|𝑥𝑒 − 1 + 𝜇|−3 + (1− 𝜇)|𝑥𝑒 + 𝜇|−3.
Собственные значения линеаризованной системы уравнений ±𝜆 и ±𝑖𝜈

𝛼1 =
𝜇̄− 2 +

√︀
9𝜇̄2 − 8𝜇̄

2
, 𝛼2 =

𝜇̄− 2−
√︀

9𝜇̄2 − 8𝜇̄

2
.
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Приведем все к осям, определяем собств.векторами

𝜉 = 𝜆𝜉,
𝜂̇ = −𝜆𝜂,

𝜁1 = 𝜈𝜁2,

𝜁2 = −𝜈𝜁1,

интеграл энергии
𝐸𝑙 = 𝜆𝜉𝜂 +

𝜈

2
(𝜁21 + 𝜁22 ).

Решение
𝜉(𝑡) = 𝜉0𝑒𝜆𝑡,
𝜂(𝑡) = 𝜂0𝑒−𝜆𝑡,
𝜁(𝑡) = 𝜁1(𝑡) + 𝑖𝜁2(𝑡) = 𝜁0𝑒−𝑖𝜈𝑡,
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Устойчивость точек либрации

Треугольные точки: 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3 = 1, т. е. 𝑥 = 1
2 − 𝜇, 𝑦 = ±

√
3
2 , 𝑧 = 0.

𝑈𝑥𝑥 = 3
4 , 𝑈𝑦𝑦 = 9

4 , 𝑈𝑧𝑧 = −1, 𝑈𝑥𝑦 = 3
√
3

4 (2𝜇− 1), 𝑈𝑥𝑧 = 𝑈𝑦𝑧 = 0

𝜉 − 2𝜂̇ =
3

4
𝜉 − 3

√
3

4
(1− 2𝜇)𝜂, 𝜂 + 2𝜉 = −3

√
3

4
(1− 2𝜇)𝜉 +

9

4
𝜂, 𝜁 = −𝜁.

Характеристическое уравнение

𝜆4 + 𝜆2 + 27
4 𝜇(1− 𝜇) = 0.

𝜇 = 1
2 −

√
69
18 ≈ 0.03852089650455139.

𝜆12 = ±

√︃√︀
1− 27𝜇(1− 𝜇)− 1

2
, 𝜆34 = ± 𝑖

√︃√︀
1− 27𝜇(1− 𝜇) + 1

2
.

19 / 15



Какая устойчивость?
«устойчивой по Ляпунову», если достаточно близкое по начальным
условиям решение остается в сколь угодно малой окрестности
данного решения для любых будущих моментов времени 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞);
«устойчивой по Лагранжу», если она остается ограниченной для всех
будущих моментов времени 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞);
«устойчивой по Лапласу», если 𝑒0𝑖 , 𝑖

0
𝑖 – малые величины, 𝑎0𝑖 в

течение некоторого промежутка (𝑡0, 𝑇 ) мало отличаются от своих

начальных значений, 𝑚𝑖
√
𝜇𝑖

√︁
𝑎0𝑖 – величины одного порядка, то в

промежутке (𝑡0, 𝑇 ) 𝑒𝑖, 𝑖𝑖 также будут оставаться малыми;
«устойчивой по Пуассону», если она в будущем возвращается
бесконечное число раз в произвольную окрестность любого из своих
прошлых состояний;
«устойчивой по Хиллу», если не происходит обмена удаленного
компонента ни с одним из компонентов близкой пары;
«устойчивой по Арнольду», при выполнении условий теоремы
Лапласа для большинства начальных условий в смысле меры Лебега
возмущенные значения на (−∞,∞) имеют условно-периодический
характер. 20 / 15
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