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Ïîñâÿùàåòñÿ ñâåòëîé ïàìÿòèäîðîãîãî ó÷èòåëÿÂèêòîðà Âèêòîðîâè÷à ÑîáîëåâàÏðåäèñëîâèåÈçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè î íåáåñíûõ òåëàõ, ïîýòîìó òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷å-íèÿ íàõîäèò ðàçíîîáðàçíîå ïðèìåíåíèå äëÿ èíòåðïðåòàöèè �îòîìåòðè÷åñêèõ, ñïåêòðàëüíûõ, à òàêæå ïîëÿðè-çàöèîííûõ íàáëþäåíèé àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ãåî�èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî äèñòàíöèîííîìó çîíäè-ðîâàíèþ.Â êíèãå èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, èçîòðîïíîãî è àíèçîòðîïíîãî (ãëàâà 2),è èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ñ ïîëíûì èëè ÷àñòè÷íûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå (ãëàâà 4). �åîìåòðèÿðàññåèâàþùèõ ñðåä ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëîñêîé. �àññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íàÿ è ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäû, à òàêæåïëîñêèé êîíå÷íûé ñëîé. Ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, â òîì ÷èñëå òî÷íûå, àñèìïòîòè÷åñêèå èïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Â îòäåëüíóþ ãëàâó 3 âûäåëåí ðåçîëüâåíòíûé ìåòîä, ïîçâî-ëÿþùèé íàéòè òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, è àñèìïòîòèêèýòèõ �óíêöèé. Äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î íåêîòîðûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ. Â ïîñëåäíåé ãëàâå5 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëåé èçëó÷åíèÿ, òàêèõ êàê ñðåäíåå÷èñëî ðàññåÿíèé, îñîáåííîñòè ðàññåÿíèÿ â ìîëåêóëÿðíûõ ïîëîñàõ, ñ ÷àñòè÷íûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå,à òàêæå ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè è äâèæåíèÿ ðàññåèâàþùåé ñðåäû.Êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå ñïåöêóðñîâ, êîòîðûå àâòîð ÷èòàë íà àñòðîíîìè÷åñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòèêî�ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà è íà êà�åäðå �èçèêè àòìîñ�åðû �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, è ÿâëÿåòñÿ ó÷åá-íûì ïîñîáèåì äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî òåîðåòè÷åñêîé àñòðî�èçèêå, îïòèêå àòìî-ñ�åð ïëàíåò è Çåìëè, �èçèêå ìîðÿ è îêåàíà. Ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òàêæå îïòèêàìè è ñïåêòðîñêîïèñòàìè.Ýòî èìåííî ëåêöèè ñî âñåìè èõ îñîáåííîñòÿìè. Â íèõ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàþòñÿ áåç âûâîäà, â òî æå âðåìÿìíîãèå äðóãèå â äèäàêòè÷åñêèõ öåëÿõ âûâîäÿòñÿ ñ á�îëüøèìè ïîäðîáíîñòÿìè, ÷åì ýòî ïðèíÿòî â ìîíîãðà�èÿõ.Âîñïðîèçâîäÿòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ìàòåìàòèêè, êîòîðûå íå ÷èòàþòñÿ â îáùèõ êóðñàõ.Òåîðèè ïåðåíîñà ïîñâÿùåíî íåñêîëüêî ìîíîãðà�èé è ðÿä ó÷åáíèêîâ. Áëèæå âñåãî ýòà êíèãà ê ìîíîãðà�èÿìÂ.Â.Ñîáîëåâà [70,76℄, Â. Â.Èâàíîâà [31℄ è È.Í.Ìèíèíà [44℄. Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ìíîãèå êëàññè÷åñêèåðåçóëüòàòû çàèìñòâîâàíû èç íèõ, íî ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ñâåäåíèÿ, èçâëå÷åííûå èç æóðíàëüíûõ ñòàòåé. Ññûëêèïî âîçìîæíîñòè äàþòñÿ íå íà îðèãèíàëüíûå ðàáîòû, à íà áîëåå äîñòóïíûå ìîíîãðà�èè èëè îáçîðû. Îòìå÷à-þòñÿ ëèøü ïðèîðèòåòíûå è ñàìûå ïîñëåäíèå ðàáîòû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðåòåíäóåò íàïîëíîòó. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ Øêîëîé ïî òåîðåòè÷åñêîé àñòðî-�èçèêå àêàäåìèêîâ Â.À.Àìáàðöóìÿíà è Â.Â.Ñîáîëåâà, èçëîæåíû â ñåðèè ñòàòåé, ñîáðàííûõ â âûïóñêå ÒðóäîâÀñòðîíîìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà [79℄.Öåëü íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ � ââåñòè ÷èòàòåëÿ â ïðîáëåìàòèêó ñîâðåìåííîé òåîðèè ïåðåíîñà. Äëÿ ýòîãî îòî-áðàí ìèíèìóì ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìûé îáúåìîì ÷èòàâøèõñÿ êóðñîâ. Óñâîèâøèå ýòîò ìàòåðèàë ñìîãóò ÷èòàòüñïåöèàëüíóþ ëèòåðàòóðó ïî òåîðèè ïåðåíîñà è åå ïðèëîæåíèÿì, à òàêæå ïðèìåíÿòü åå ê ñîáñòâåííûì èññëåäî-âàíèÿì, ñâÿçàííûì ñ ðàññåÿíèåì ñâåòà.Â èçãîòîâëåíèè ðèñóíêîâ äëÿ êíèãè ìíå îêàçàëè ïîìîùü Í.Â.Âîùèííèêîâ, Ñ.È. �ðà÷åâ, Â.Ì.Ëîñêóòîâè À.Á.Øíåéâàéñ. Öåííûå çàìå÷àíèÿ, íàïðàâëåííûå íà óëó÷øåíèå òåêñòà ðóêîïèñè, ñäåëàëè Â.Ì.Ëîñêóòîâ èÑ.È. �ðà÷åâ. Âñåì èì ÿ èñêðåííå áëàãîäàðåí.Èçäàíèå îñóùåñòâëåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû� N◦- 00-15-96607.
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�ëàâà 1. Ââåäåíèå� 1.1. Ïîëå èçëó÷åíèÿ1. Èçëó÷åíèå è �îòîíû. Êðàòêî íàïîìíèì íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè èçëó÷åíèÿ [39,40℄.Èçëó÷åíèå � ýòî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îòîðâàâøååñÿ (äàëåêî óøåäøåå) îò ñâîèõ èñòî÷íèêîâ è ïîòåðÿâøååñâÿçü ñ íèìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå ëó÷èñòîéýíåðãèåé.Ôîòîíû � ýëåìåíòû ïîëÿ. Ôîòîí � ÷àñòèöà ñ ìàññîé ïîêîÿ, ðàâíîé íóëþ, è ñïèíîì s = 1. Ñïèí �îòîíàïðîÿâëÿåòñÿ ïîëÿðèçàöèåé ïîëÿ. ×èñëî ïðîåêöèé ñïèíà íå 2s + 1 = 3, à òîëüêî 2, ÷òî, êàê ïîêàçûâàåòñÿ âêâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ìàññû ïîêîÿ. Îòðàæåíèåì íàëè÷èÿ òîëüêîäâóõ ïðîåêöèé ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîñòü ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå(óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè divA = 0, ãäå A � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë).Ôîòîíû � áîçîíû, ò. å. ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíà. Â îäíîì ñîñòîÿíèè èõ ìîæåò íàõîäèòüñÿñêîëüêî óãîäíî è áîëåå òîãî: åñëè â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè óæå èìåþòñÿ �îòîíû, òî âåðîÿòíîñòü äðóãèì �îòî-íàì ïåðåéòè â òàêîå æå ñîñòîÿíèå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòîò ïðèíöèï âûíóæäåííûõ (èíäóöèðîâàííûõ) ïåðåõîäîâ(âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ ïðèíöèïó çàïðåòà Ïàóëè äëÿ �åðìèîíîâ.Ýíåðãèÿ �îòîíà (ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Ïëàíêà) hν, à åãî èìïóëüñ (ïî �îðìóëå Ýéíøòåéíà) p = pω, |ω| =
1, p = hν/c. Ìåæäó íèìè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå hν = cp êàê äëÿ âñÿêîé óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Âàñòðî�èçè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íå êðóãîâàÿ, à îáû÷íàÿ ÷àñòîòà ν. Ïîýòîìó ïîñòîÿí-íàÿ Ïëàíêà íå ïåðå÷åðêèâàåòñÿ.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåíñèâíîñòü. Ôîòîíû â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ òðàêòóþòñÿ êâà-çèêëàññè÷åñêè, ò. å. êàæäîìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ èìïóëüñ p è êîîðäèíàòû r. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîåñîñòîÿíèå ïðèõîäèòñÿ �àçîâûé îáúåì h3/2. ×èñëî äâà â çíàìåíàòåëå ñîîòâåòñòâóåò äâóì ñîñòîÿíèÿì ïîëÿðèçà-öèè.Òåîðèÿ ïåðåíîñà � êèíåòè÷åñêàÿ, ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Îíà îïåðèðóåò íå ñ íàïðÿæåííîñòÿìè ïîëÿ, à ñêâàäðàòè÷íûìè ïî íèì (ýíåðãåòè÷åñêèìè) âåëè÷èíàìè. Ïðèìåðëì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(r, t,p).Îíà çàâèñèò îò ñåìè àðãóìåíòîâ: òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, âðåìåíè è òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ èìïóëüñà.Íîðìèðîâêà ýòîé �óíêöèè îáû÷íàÿ: èíòåãðàë ïî âñåìó èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó

∫

f(r, t,p)d3p = n�îò(r, t) (1)ðàâåí êîíöåíòðàöèè �îòîíîâ, ò.å. ÷èñëó èõ â åäèíèöå îáúåìà. Äðóãîé èíòåãðàë
∫

hνf(r, t,p)d3p = ρ(r, t) (2)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü ëó÷èñòîé ýíåðãèè.Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â òåîðèè ïåðåíîñà ïðèíèìàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü. Îíàîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [31,44,70℄. Ëó÷èñòàÿ ýíåðãèÿ, ïðîòåêàþùàÿ ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëî-ùàäêó ïëîùàäüþ d2Σ â òåëåñíîì óãëå d2ω â íàïðàâëåíèè ω çà âðåìÿ dt â èíòåðâàëå ÷àñòîò îò ν äî ν + dν,ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
dE = Iν(r, t,ω)d2Σd2ωdtdν. (3)Êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðîèçâåäåíèþ äè��åðåíöèàëîâ è åñòü èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, òî÷íåå �ñïåêòðàëüíàÿ, èëè óäåëüíàÿ, èíòåíñèâíîñòü. Îíà ñâÿçàíà ïðîñòûì ðàâåíñòâîì ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ,÷åðåç êîòîðóþ ëó÷èñòàÿ ýíåðãèÿ (3) âûðàæàåòñÿ òàê:

dE = hνfd3pcdtd2Σ. (4)Òàê êàê ýëåìåíò èìïóëüñíîãî îáúåìà d3p = p2dpd2ω, òî
hνcfd3p = Iνd2ωdν, Iν =

h4

c2
ν3f. (5)Ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü � êâàäðàòè÷íàÿ ïî ïîëþ âåëè÷èíà, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïó÷êè èçëó÷åíèÿ íåêîãåðåíòíûè ñêëàäûâàþòñÿ íå íàïðÿæåííîñòè èõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, à èíòåíñèâíîñòè.7



3. Ïîòîê è ïëîòíîñòü ëó÷èñòîé ýíåðãèè. Èíòåíñèâíîñòü îïèñûâàåò ïîëå èçëó÷åíèÿ íàèáîëåå ïîëíî.Îäíàêî íàðÿäó ñ èíòåíñèâíîñòüþ â òåîðèè ïåðåíîñà èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ íåé.Âîçüìåì åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ñ íîðìàëüþ ê íåé � åäèíè÷íûì âåêòîðîì n. Âåëè÷èíà
Hn =

∫

hνfnωcd3p =

∫

Iνnωd2ωdν (6)íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ëó÷èñòîé ýíåðãèè â íàïðàâëåíèè n. Îí ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íà ýòî íàïðàâëåíèå âåêòîðàïîòîêà
H =

∫

Iνωd2ωdν. (7)Çäåñü íàäî áðàòü òðè èíòåãðàëà: ïî ÷àñòîòå è ïî ïîëÿðíûì óãëàì θ, ϕ, ïðè÷åì
ω = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), d2ω = sin θdθdϕ. (8)Áåç èíòåãðàëà ïî ÷àñòîòå ïîòîê íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì. Èíòåãðàë îò íåãî ïî ÷àñòîòå � èíòåãðàëüíûéïîòîê. Òå æå íàçâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ è ê äðóãèì âåëè÷èíàì, â ÷àñòíîñòè ê èíòåíñèâíîñòè. ßñíî, ÷òî

Hν =

∫

Iνωd2ω, H =

∫

Hνdν. (9)Èíòåãðàëû ïî óãëàì îòäåëüíî ñ êàæäîé ñòîðîíû îïðåäåëåííîé ïëîùàäêè
E+

νn
=

∫

nω≥0

Iνnωd2ω è E−
νn

= −
∫

nω≤0

Iνnωd2ω (10)ïðåäñòàâëÿþò ìîíîõðîìàòè÷åñêèå îñâåùåííîñòè ýòîé ïëîùàäêè. Ïîòîê â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n ðàâåí ðàçíî-ñòè îñâåùåííîñòåé:
Hνn = E+

νn
− E−

νn
. (11)Ñïåêòðàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2) è (5):

ρν =
1

c

∫

Iνd2ω, ρ =
1

c

∫

Id2ω, ρ =

∫

ρνdν =

∫

hνfd3p =
1

c

∫

Iνd2ωdν. (12)Ìíîæèòåëè c ïåðåä èíòåãðàëàìè ïî íàïðàâëåíèÿì â (12) îòðàæàþò òîò �àêò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü � õàðàêòåðè-ñòèêà òåêóùåé ýíåðãèè, à ïëîòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà åäèíèöó îáúåìà.4. ×àñòíûå ñëó÷àè. 1) Åñëè èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò Iν(t,ω), òî ïîëå èçëó÷åíèÿ íàçûâàþòîäíîðîäíûì.2) Ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, ò. å. ñòàöèîíàðíûå. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè.3) Åñëè èíòåíñèâíîñòü Iν(r, t) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, ïîëå èçëó÷åíèÿ èçîòðîïíî è
ρν =

4π

c
Iν , E+

νn
= 2πIν

π/2
∫

0

cos θ sin θdθ = πIν . (13)4) Êîãäà Iν = Iν0
δ(ν − ν0), ïîëå èçëó÷åíèÿ � ìîíîõðîìàòè÷åñêîå.5) Èíòåíñèâíîñòü ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñ ÷àñòîòîé äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òîãäà ãîâîðÿò î íåïðåðûâíîì ñïåêòðåèçëó÷åíèÿ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðåçêèõ èçìåíåíèé â èíòåíñèâíîñòè èëè ïîòîêå âáëèçè ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé êàêîìó-ëèáî äèñêðåòíîìó ïåðåõîäó â èçëó÷àþùåé ñèñòåìå, ãîâîðÿò î ñïåêòðàëüíîé äåòàëè, â ÷àñòíîñòè, îñïåêòðàëüíîé ëèíèè.6) Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ìàòðèöàìè èëè âåê-òîðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ïîëÿðèçàöèþ. Åñëè ïîëÿðèçàöèåé ïðåíåáðåãàþò, òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îäíîéèíòåíñèâíîñòüþ.
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� 1.2. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà1. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé âûâîä. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà, êàê è äðóãèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïî-ëó÷èòü äåäóêòèâíî èç êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èëè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.Ìû, ñëåäóÿ êíèãàì ïî òåîðèè ïåðåíîñà [44,70℄, äàäèì ïðîñòîé âûâîä, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìóðåçóëüòàòó, õîòÿ è íå ïîçâîëÿåò îöåíèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.�àññìîòðèì åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó è èçëó÷åíèå, èäóùåå â òåëåñíîì óãëå d2ω ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Âèíòåðâàëå ÷àñòîò dν çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó ïðîéäåò ýíåðãèÿ Iνd2ωdν. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòîòàèçëó÷åíèÿ, ñâîáîäíî èäóùåãî âäîëü ëó÷à, íå èçìåíÿåòñÿ. Íà ðàññòîÿíèè ds êîëè÷åñòâî ýòîé ýíåðãèè ìîæåòèçìåíèòüñÿ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ äâóõ ãðóïï êîíêóðèðóþùèõ ïðîöåññîâ. ×àñòü �îòîíîâ ìîæåò èçìåíèòüñâîå íàïðàâëåíèå èëè ÷àñòîòó èëè æå âîîáùå ïåðåñòàòü ñóùåñòâîâàòü (ò. å. ïåðåéòè â äðóãèå âèäû ýíåðãèè).Îáîçíà÷èì èõ äîëþ îò âñåãî ïðîòåêøåãî êîëè÷åñòâà ÷åðåç ανds. Âåëè÷èíà αν èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíûè íàçûâàåòñÿ îáúåìíûì êîý��èöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ (èëè îñëàáëåíèÿ) èëè ïðîñòî êîý��èöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ.Äðóãèå ïðîöåññû, íàïðîòèâ, óâåëè÷èâàþò ýíåðãèþ ïó÷êà èçëó÷åíèÿ â ýòîé ÷àñòîòå. Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè εν ,êîòîðîå èçëó÷àåò åäèíè÷íûé îáúåì â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ÷àñòîò â åäèíè÷íîì òåëåñíîìóãëå, íàçûâàåòñÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ñðåäû èëè êîý��èöèåíòîì èçëó÷åíèÿ. Íà ïðîòÿæåíèè ïóòè dsê ðàññìàòðèâàåìîìó ïó÷êó äîáàâèòñÿ ýíåðãèÿ ενdsd2ωdν.Îáîçíà÷èì èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè íà òîì æå ïóòè ÷åðåç dIν . ßñíî, ÷òî
dIν = −ανdsIν + ενds, (14)òàê êàê âñå îñòàëüíûå äè��åðåíöèàëû ñîêðàùàþòñÿ. Îòñþäà

dIν
ds

= −ανIν + εν . (15)Ïîñêîëüêó
Iν(r, t,ω) + dIν = Iν(r + ωds, t+ ds/c,ω), (16)òî

dIν
ds

=
1

c

∂Iν
∂t

+ ω∇Iν , (17)ò. å. ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíûõ â ëåâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîèçâîäíîé ïîèìïóëüñó íåò, èáî íà �îòîíû íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû. Âåêòîð ω ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, à âåëè÷èíà ñêîðîñòèñâåòà c � âîîáùå ìèðîâàÿ êîíñòàíòà.Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, òàê ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè íå ïîÿâëÿåòñÿ.Êîý��èöèåíò αν îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííûì ïîãëîùåíèåì, êîãäà �îòîí ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò èç ïðîöåññà ïåðå-íîñà, è ðàññåÿíèåì, ò. å. èçúÿòèåì �îòîíîâ îïðåäåëåííîãî èìïóëüñà è ïåðåèçëó÷åíèåì èõ â äðóãèõ ÷àñòîòàõ èíàïðàâëåíèÿõ.Êîý��èöèåíò εν õàðàêòåðèçóåò èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå êàê âñëåäñòâèå ðàññåÿíèÿ, òàê è çà ñ÷åò äðóãèõìåõàíèçìîâ, ïîñòàâëÿþùèõ �îòîíû.2. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû âåëè÷èíû αν è εν . Òîãäà ëåãêî ðàçðåøèòüëèíåéíîå óðàâíåíèå (15) îòíîñèòåëüíî èíòåíñèâíîñòè:
Iν(s)=Iν (s0) exp



−
s
∫

s0

αν(s′)ds′



+

s
∫

s0

εν(s′) exp



−
s
∫

s′

αν(s′′)ds′′



ds′. (18)Çäåñü èíòåãðàëû áåðóòñÿ âäîëü ëó÷à, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ïî ýòîìó ëó÷ó s0 è s.Âûðàæåíèå (18) íàçûâàåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì, òàê êàê â êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ ìîæåò âõîäèòü èñêî-ìàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ. Â �îðìóëå (18) ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ, ïîäîøåäøåìó ê òî÷êåñ êîîðäèíàòîé s0 è îñëàáëåííîìó íà ïóòè ê òî÷êå s. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ îá èçëó÷åíèè,èñïóùåííîì â òî÷êàõ s′ ìåæäó s0 è s è îñëàáëåííîì ïî äîðîãå ê òîé æå òî÷êå íàáëþäåíèÿ s.Åñëè αν = 0 è εν = 0, òî èíòåíñèâíîñòü âäîëü ëó÷à îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèèïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ ïî ïóòè èíòåíñèâíîñòü îò ñêîëü óãîäíî óäàëåííîãî èñòî÷íèêà òà æå, ÷òî è â íåïîñðåä-ñòâåííîé áëèçîñòè ê íåìó. Îáúÿñíåíèå òàêîãî ïàðàäîêñàëüíîãî íà ïåðâûé âçãëÿä �àêòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîèíòåíñèâíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ r îò èñòî÷íèêà ïîëíàÿýíåðãèè îò íåãî, ò. å. ïîòîê, óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/r2. Îäíàêî è òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì âèäåíèñòî÷íèê, óìåíüøàåòñÿ òî÷íî òàê æå. 9



3. Ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Åñëè èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñðåäå ñ ïëîñêîé ãåîìåòðèåé, ò. å. âñå âåëè÷èíûçàâèñÿò îò ãëóáèíû z, �îðìóëà (18) êîíêðåòèçèðóåòñÿ. Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì èìïóëüñà �îòîíîâè íàïðàâëåíèåì ðîñòà ãëóáèíû ÷åðåç θ. Òîãäà âäîëü ëó÷à s = r/ cos θ, è �îðìóëà (18) ïåðåïèøåòñÿ òàê:
Iν(z) = Iν(z0) exp



− 1

cos θ

z
∫

z0

αν(z′)dz′



+
1

cos θ

z
∫

z0

εν(z′) exp



− 1

cos θ

z
∫

z′

αν(z′′)dz′′



dz′. (19)Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåëè÷èí, ñòîÿùèõ â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò, 1/ cos θ íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Áóãåðà.4. Ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò rè îò óãëà ìåæäó ëó÷îì è ðàäèàëüíûì íàïðàâëåíèåì θ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè, ïðè êîòîðîéâåêòîð íàïðàâëåíèÿ, à çíà÷èò, è óãîë θ âäîëü ëó÷à ïîñòîÿííû, ïðè ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàäèàëüíîå íà-ïðàâëåíèå èçìåíÿåò ñâîé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì ëó÷à, åñëè òîëüêî ñàì ëó÷ íå ðàäèàëüíûé. Î÷åâèäíî, ÷òî âäîëüëó÷à s = r cos θ, à ïðîèçâåäåíèå r sin θ = r0 ïîñòîÿííî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Âûðàçèìïðîèçâîäíóþ ïî s ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî r è θ. Äëÿ ýòîãî ñâÿæåì ñ�åðè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñ s:
r =

√

r20 + s2, θ = arctg
r0
s
, (20)è íàéäåì ïðîèçâîäíûå ïî s îò íèõ:

∂r

∂s
=

s
√

r20 + s2
=
s

r
= cos θ,

∂θ

∂s
=

1

1 + r20/s
2

−r0
s2

= − r0
r2

= − sin θ

r
. (21)Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïî s

∂

∂s
=
∂r

∂s

∂

∂r
+
∂θ

∂s

∂

∂θ
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
. (22)Ýòó ïðîèçâîäíóþ ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (15). Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèò-ñÿ ïóòåì ñîñòàâëåíèÿ �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðè÷åì ïåðâûìèíòåãðàëîì åãî ñëóæèò r0:

Iν(r, θ) = Iν(r1, θ1) exp



−
r cos θ
∫

r1 cos θ1

αν

(
√

s2 + r2 sin2 θ
)

ds



+

+

r cos θ
∫

r1 cos θ1

εν

(
√

s2 + r2 sin2 θ
)

exp



−
r cos θ
∫

s

αν

(√

s′2 + r2 sin2 θ
)

ds′



 ds. (23)� 1.3. Áàëàíñ ëó÷èñòîé ýíåðãèè1. Óòî÷íåíèå êîý��èöèåíòîâ. Â ýòîì ïàðàãðà�å óòî÷íèì ïîíÿòèÿ êîý��èöèåíòîâ èçëó÷åíèÿ è ïîãëî-ùåíèÿ. Â äîâîëüíî îáùåì ñëó÷àå ïåðâûé èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
εν = ε0ν +

∫

R(ν′,ω′ → ν,ω)Iν′(r, t,ω′)dν′d2ω′. (24)Ïåðâîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ, ò. å. âêëàä â èçëó÷åíèå, ïðîèñõîäÿùèé íåçàâèñèìî îòèçëó÷åíèÿ, óæå èìåâøåãîñÿ â ñðåäå. Âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò âêëàä èçëó÷åíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç òåõ �îòîíîâ, êî-òîðûå âîçíèêàþò èç äðóãèõ �îòîíîâ, è îïèñûâàåò ïðîöåññ, íàçûâàåìûé ðàññåÿíèåì. Ôóíêöèÿ R íàçûâàåòñÿ�óíêöèåé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì è ÷àñòîòå ïðè ðàññåÿíèè.Ôóíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíà:
∫

R(ν′,ω′ → ν,ω)dνd2ω = σν′ , (25)ãäå σν � (îáúåìíûé) êîý��èöèåíò ðàññåÿíèÿ. Îí ñîñòàâëÿåò ÷àñòü êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ
αν = σν + æν , (26)ãäå âòîðàÿ ÷àñòü æν � êîý��èöèåíò èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ, ïðè êîòîðîì �îòîí âûáûâàåò èç ïðîöåññà ðàññåÿ-íèÿ. 10



2. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà êàê êèíåòè÷åñêîå. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà (15) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (24) è (26)çàïèñûâàåòñÿ òàê:
dIν
ds

= −(σν + æν)Iν + ε0ν +

∫

R(ν′,ω′ → ν,ω)Iν′(r, t,ω′)dν′d2ω′. (27)Åñëè â ýòî óðàâíåíèå ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèå (25) ñ ïåðåñòàâëåííûìè øòðèõîâàííûìè è íåøòðèõîâàííûìèïåðåìåííûìè, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
dIν
ds

= −æνIν + ε0ν +

∫

[R(ν′,ω′ → ν,ω)Iν′ (r, t,ω′) −R(ν,ω → ν′,ω′)Iν(r, t,ω)] dν′d2ω′. (28)Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìååò âèä óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, à èíòåãðàë ìîæíî îòîæäåñòâèòüñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé. �àçëè÷èå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà �îòîíû íå äåéñòâóþòñèëû è ÷òî ñêîðîñòü �îòîíîâ ïîñòîÿííà è ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà. Êîý��èöèåíò èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ è �óíêöèÿïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè îò ñå÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ÷àñòèö, ñêîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóþò �îòîíû.Îòìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîä èíòåãðàëîì â (28) ê ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äîëæíû áûòü äî-áàâëåíû ìíîæèòåëè, ó÷èòûâàþùèå ïðèíöèï âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ, âûïîëíÿþùèéñÿ äëÿ �îòîíîâ êàê äëÿáîçîíîâ. Ýòè ìíîæèòåëè âûðàæàþòñÿ ñóììàìè 1 è ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé: äëÿ ïåðâîãîñëàãàåìîãî ýòî(1 +
c2

2hν3
Iν

), à äëÿ âòîðîãî � òàêîé æå ìíîæèòåëü, íî ñ ÷àñòîòîé ν′. Ïåðâûé ìíîæèòåëü äîëæíîñîäåðæàòü è ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå èçëó÷åíèå �îòîíîâ íå çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ ε0ν . Ñ óêàçàííûìè ìíîæèòåëÿìèóðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðèíèìàåò âèä
[

1

c

∂

∂t
+ ω∇

]

Iν(r, t,ω) = −æνIν(r, t,ω) + ε0ν

(

1 +
c2

2hν3
Iν(r, t,ω)

)

+

+

∫ [

R(ν′,ω′ → ν,ω)Iν′(r, t,ω′)

(

1 +
c2

2hν3
Iν

)

−
(

1 +
c2

2hν′3
Iν′

)

R(ν,ω → ν′,ω′)Iν(r, t,ω)

]

dν′d2ω′. (29)Îäíàêî â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå ìû íå ó÷èòûâàåì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëå èçëó÷åíèÿíå î÷åíü ñèëüíîå è ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.Èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â �îðìå (29) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå áàëàíñ ýíåðãèè. Îíî ïîëó÷àåòñÿïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (27) ïî ÷àñòîòàì è íàïðàâëåíèÿì è èìååò âèä
∂ρ

∂t
+ divH =

∫ [

ε0ν − æνIν

(

1 +
c2

2hν3
Iν(r, t,ω)

)]

dνd2ω. (30)Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè, à ïðàâàÿ åñòü ðàçíîñòü ìåæäóèçëó÷åííîé ïåðâè÷íûìè èñòî÷íèêàìè ýíåðãèåé è ýíåðãèåé, ïåðåøåäøåé â äðóãèå âèäû âñëåäñòâèå èñòèííîãîïîãëîùåíèÿ.3. Äâà âèäà ðàññåÿíèÿ. Â êóðñå ïîäðîáíî áóäóò ðàññìîòðåíû äâà âèäà ðàññåÿíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äâàâèäà �óíêöèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ.1) Ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå , êîãäà
R(ν′,ω′ → ν,ω) = σνδ(ν

′ − ν)
x(γ)

4π
, (31)ãäå γ � óãîë ðàññåÿíèÿ, cos γ = ωω

′, à x(γ) � �óíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ è íîðìèðîâàííàÿíà 1:
∫

x(γ)
d2ω

4π
= 1. (32)Òàêîå ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò íà ìîëåêóëàõ ãàçà (èëè, òî÷íåå, íà �ëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè) è áîëåå êðóïíûõ÷àñòèöàõ (ïûëèíêàõ).2) �àññåÿíèå ñ ïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå , ò. å. ïðè

R(ν′,ω′ → ν,ω) =
1

4π
Cσσνσν′ , (33)ãäå Cσ � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà:

Cσ

∫

σνdν = 1. (34)11



Òàêàÿ �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåÿíèÿ â ñïåêòðàëüíûõëèíèÿõ àòîìîâ. Çäåñü íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå îòäà÷à, ò. å. èçìåíåíèå ýíåðãèè �îòîíà èç-çà òîãî, ÷òî ÷àñòüåå óõîäèò íà èçìåíåíèå ñêîðîñòè àòîìà. Ýòî èçìåíåíèå âñëåäñòâèå áîëüøîé ìàññû àòîìîâ î÷åíü ìàëî.� 1.4. Ïîëå èçëó÷åíèÿ ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè1. Ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (ÒÄ�) âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, êîãäà âñå ïðîöåññû óðàâíîâåøèâàþòñÿ îáðàòíûìè èì. Òîãäà ñîñòîÿíèå âñåõàíñàìáëåé ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì � òåìïåðàòóðîé T . Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå ÷åòûðå çàêîíà, íàçûâàåìûå ïî �îðìóëàì, êîòîðûìè îíè âûðàæàþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [40℄ èëè [31℄).1) Ôîðìóëà Ìàêñâåëëà . Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ìàêñâåëëà, äàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö dn ëþáîãî ñîðòà ìàññîé m ñî ñêîðîñòÿìè îò v äî v+dv îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
dn = n

4πm3v2dv

(2πmkBT )3/2
e−mv2/(2kBT ), (35)ãäå kB = 1.38 · 10−16 ýðã/Ê � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.2) Ôîðìóëà Áîëüöìàíà . �àñïðåäåëåíèå àòîìîâ (èëè èîíîâ, èëè ìîëåêóë) ïî ñîñòîÿíèÿì âîçáóæäåíèÿîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Áîëüöìàíà. Ñòåïåíü âîçáóæäåíèÿ (ò. å. îòíîøåíèå íàñåëåííîñòåé óðîâíåé � êîíöåíòðà-öèé àòîìîâ â äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ) âåðõíåãî óðîâíÿ ñ ýíåðãèåé Eu è ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì gu ïîîòíîøåíèþ ê íèæíåìó óðîâíþ ñ ýíåðãèåé El < Eu è âåñîì gl òàêîâà:

nu

nl
=
gu
gl
e−(Eu−El)/kBT . (36)3) Ôîðìóëà èîíèçàöèè Ñàõà . Îòíîñèòåëüíûå íàñåëåííîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé èîíèçàöèè(n+ � êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ, n1 � êîíöåíòðàöèÿ �àòîìîâ� â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè) íåêîòîðîãî ýëåìåíòà îïðåäåëÿ-þòñÿ �îðìóëîé èîíèçàöèè, èëè �îðìóëîé Ñàõà:

nen+

n1
= 2

g+

g1

(2πmkBT )3/2

h3
e−χ1/kBT . (37)Çäåñü g+ è g1 � ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà èîíà è àòîìà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, χ1 > 0 � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè àòîìà èçîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.4) Ôîðìóëà Ïëàíêà . �àñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå äàåòñÿ �îðìóëîé Ïëàíêà. Äëÿ èíòåíñèâíîñòèýòà �îðìóëà ñëåäóþùàÿ:

Iν = Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ehν/kBT − 1
. (38)Ôîðìóëà Ïëàíêà ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ÒÄ� èíòåíñèâíîñòü âî âñåìîáúåìå, ãäå èìååòñÿ ïîëå èçëó÷åíèÿ, íå çàâèñèò íè îò âðåìåíè, íè îò íàïðàâëåíèÿ, íè îò ìåñòà â ýòîì îáúåìå.Ïîýòîìó âäîëü ëó÷à dIν/ds = 0, H = 0 è ε0ν [1 + c2Iν/(2hν

3)]) = æνIν . Ôóíêöèÿ æå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ â ñàìîìîáùåì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
R(ν′,ω′ → ν,ω)

R(ν,ω → ν′,ω′)
=

ν3

ν′3
exp

(−h(ν − ν′)

kBT

)

. (39)Ìíîæèòåëè ν3 âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ ïðîïîðöèîíàëåí ν2, à ýíåð-ãèÿ �îòîíà ïðîïîðöèîíàëüíà ν (ñì. òàêæå �îðìóëó (5)). Ýêñïîíåíòà ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ýíåðãèè �îòîíàâñëåäñòâèå îòäà÷è, êîòîðîé îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò, êàê áûëî ñäåëàíî â (28).Ñ ó÷åòîì (39), à òàêæå ìíîæèòåëåé, îòðàæàþùèõ ïðèíöèï âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñüâ ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, èç óñëîâèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà, ïðèìåíåííîãî ê óðàâíåíèþ ïåðåíîñà (27), âûòåêàåòðàâåíñòâî íóëþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé. �àçäåëèâ â ýòîì ðàâåíñòâå äðîáè ñîäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè, íàéäåì
[c2/(2hν3)]Iν

1 + [c2/(2hν3)]Iν
exp

(

hν

kBT

)

=
[c2/(2hν′

3
)]Iν′

1 + [c2/(2hν′3)]Iν′

exp

(

hν′

kBT

)

. (40)Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáè ðàâíû îáùåé ïîñòîÿííîé. Îáîçíà÷èâ åå eµ/kBT , ïîëó÷èì äëÿ èíòåíñèâíîñòè �îðìóëóÁîçå�Ýéíøòåéíà. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòî íå îáÿçàòåëüíî �îðìóëà Ïëàíêà, îòðàæàåò ñîõðàíåíèå ÷èñëà12



�îòîíîâ ïðè ðàññåÿíèè. Îäíàêî êîý��èöèåíòû ïåðâè÷íîãî èçëó÷åíèÿ è èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ �îòîíîâ âîâíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèþ Êèðõãî�à, êîòîðîå ïðè ó÷åòå âûíóæäåííîãî èçëó÷å-íèÿ â óðàâíåíèè èìååò âèä ε0ν/æν = (2hν3/c2)e−hν/kBT . Èç óêàçàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî õèìè÷åñêèéïîòåíöèàë �îòîííîãî ãàçà µ = 0 è èíòåíñèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Ïëàíêà (38).2. Ñâîéñòâà ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ. Èç (38) êàê ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ïðè hν/(kBT ) ≪ 1 è hν/(kBT ) ≫ 1ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþò �îðìóëû �ýëåÿ�Äæèíñà è Âèíà.Ñîãëàñíî �îðìóëå (13), ñâÿçûâàþùåé ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñ èçîòðîïíîé èíòåíñèâíîñòüþ, ýòà ïëîòíîñòü âñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ
ρν =

4π

c
Bν(T ) =

8πhν3

c3
1

ehν/kBT − 1
, (41)à èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

ρ =

∞
∫

0

ρνdν = a§BT
4, aSB =

8π5k4
B

15h3c3
. (42)Íàêîíåö, îñâåùåííîñòü ïëîùàäêè â ðàâíîâåñíîì ïîëå èçëó÷åíèÿ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èíòåãðàëüíûé ïîòîê,âûõîäÿùèé èç ïîëîñòè ñ ðàâíîâåñíûì èçëó÷åíèåì, ñîñòàâëÿåò

E+ = E− = π
cρ

4π
=
aSBc

4
T 4. (43)Ôîðìóëû (42) è (43) íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà, à êîíñòàíòà a � ïîñòîÿííîé Ñòå�àíà. Âû-ïîëíÿåòñÿ òàêæå çàêîí ñìåùåíèÿ Âèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìàêñèìóì �óíêöèè Ïëàíêà äîñòèãàåòñÿ ïðè νìêñ =

2.821439372122kBT/h.Èíîãäà â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóåòñÿ íå ÷àñòîòà, à äëèíà âîëíû λ. Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, íàïðèìåð, äàåòñÿ �îðìóëîé
ρ∗λ =

8πhc

λ5

1

ehc/(λkBT ) − 1
. (44)Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü c/λ2 âîçíèêàåò èç-çà çàìåíû äè��åðåíöèàëîâ. Ôóíêöèÿ (44) ïðèíèìàåò ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè hc/(λìêñkBT ) = 4.965114231744. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ ïî ÷àñòîòå è äëèíå âîëíû íå ñîîòâåò-ñòâóþò äðóã äðóãó, òàê êàê ýòî ìàêñèìóìû ðàçíûõ �óíêöèé. Òî÷êà æå, ðàçäåëÿþùàÿ ïëîùàäü ïîä ïëàíêîâñêîéêðèâîé íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, îäíà, ò. å. ÷àñòîòà è äëèíà âîëíû ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé �îðìóëîé:

hν1/2/(kBT ) = hc/(λ1/2kBT ) = 3.503018826. Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû êðèâàÿ ρν ñìåùàåòñÿ âïðàâî ââåðõ è ñòàíî-âèòñÿ øèðå, à êðèâàÿ ρ∗λ ñìåùàåòñÿ âëåâî ââåðõ è ñóæàåòñÿ (â öåëîì).
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�ëàâà 2. Ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèåÌîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå � ýòî ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà â õîäå ðàññåÿíèÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ íå èç-ìåíÿåòñÿ. Ñ åãî èññëåäîâàíèÿ íà÷àëîñü ðàçâèòèå òåîðèè ïåðåíîñà, è äîâîëüíî äîëãîå âðåìÿ îí îñòàâàëñÿ åäèí-ñòâåííûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ýòîé òåîðèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ðÿäå ìîíîãðà�èé, íàïðèìåð[70,76,85℄.Ïðåäïîëîæåíèå î ìîíîõðîìàòè÷íîñòè ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíîñòè äëÿ ñëó-÷àåâ ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ â êîíòèíóóìå íà ìîëåêóëÿðíûõ ãàçàõ è ÷àñòèöàõ. Ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îíî âûïîë-íÿåòñÿ â àòìîñ�åðàõ ïëàíåò (è â ÷àñòíîñòè, Çåìëè) â âèäèìîì äèàïàçîíå ñïåêòðà. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè ïîñëóæèëè �óíäàìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àåâ ðàññåÿíèÿè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èñòîðè÷åñêèé è ìåòîäîëîãè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïîýòîìó íà÷íåì êóðñ òåîðèè ïåðåíîñà,êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ, ñ èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêèìðàññåÿíèåì.Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ â õîäå ðàññåÿíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, åå ìîæíî �èêñèðîâàòü è ðàññìàòðèâàòü ïîëåèçëó÷åíèÿ â êàæäîé ÷àñòîòå íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî íå óêàçûâàòü ÷àñòîòó ν â èíäåêñàõõàðàêòåðèñòèê ïîëÿ èçëó÷åíèÿ è îáîçíà÷àòü èíòåíñèâíîñòü íå Iν , à ïðîñòî I, êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ íå αν ,à α è ò. ä.�àññìîòðèì ñíà÷àëà, îò êàêèõ âåëè÷èí çàâèñèò õàðàêòåð ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.� 2.1. Ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå1. �àññåÿíèå íà ìîëåêóëàõ. Èçó÷åíèå ðàññåÿíèÿ ýòîãî âèäà áûëî íà÷àòî Ä.�ýëååì ïðèìåðíî ñòî ëåòíàçàä. Îí ïîëó÷èë âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ íà ìîëåêóëàõ è äëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ. Äëÿãàçîâ â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ �îðìóëó �ýëåÿ äëÿ êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
σìîë =

24π3R2ìîë
N2

A

(ν

c

)4

nìîë, (1)ãäå ν � ÷àñòîòà ðàññåèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ, c � ñêîðîñòü ñâåòà, nìîë � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë, NA = 6.06 · 10231/ìîëü � ÷èñëî Àâîãàäðî. Âåëè÷èíà Rìîë � òàê íàçûâàåìàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóë ãàçà. Íàïðèìåð, äëÿóãëåêèñëîãî ãàçà CO2 ýòà âåëè÷èíà Rìîë = 6.66, à äëÿ âîçäóõà åå çíà÷åíèå Rìîë = 4.40 ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíååèç çíà÷åíèé äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ãàçîâ.Âïîñëåäñòâèè Æ.Êàáàíí ïîêàçàë, ÷òî â âûðàæåíèå (1) íàäî äîáàâèòü ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü
(6 + 3δ)/(6 − 7δ), ãäå δ � �àêòîð äåïîëÿðèçàöèè. Îäíàêî ýòîò ìíîæèòåëü î÷åíü áëèçîê ê åäèíèöå, òàê êàê âîáû÷íûõ óñëîâèÿõ δ ≈ (3 ÷ 9) · 10−2, ò. å. äîñòàòî÷íî ìàë.Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå c/ν � ýòî äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîé ìû çäåñü, îäíàêî, íå ââîäèì òðàäè-öèîííîãî îáîçíà÷åíèÿ λ, ðåçåðâèðóÿ ýòó áóêâó äëÿ äðóãîé âåëè÷èíû, èãðàþùåé áîëüøóþ ðîëü èìåííî â òåîðèèïåðåíîñà. Îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè äëèíû âîëíû ëåæèò âîñíîâå îáúÿñíåíèÿ ãîëóáîãî öâåòà íåáà çåìíîé àòìîñ�åðû.�ýëååì áûëî ïîëó÷åíî è âûðàæåíèå äëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ:

x
R
(γ) =

3

4
(1 + cos2 γ). (2)Òàêàÿ èíäèêàòðèñà íàçûâàåòñÿ ðýëååâñêîé.Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî �îðìàëüíî ðàññóæäåíèÿ �ýëåÿ áûëè íåâåðíû, òàê êàê �àêòè÷åñêè ðàññåÿíèÿ íàìîëåêóëàõ íå ïðîèñõîäèò. Íà ñàìîì äåëå ðàññåÿíèå â ãàçîâîé ñðåäå, êàê áûëî ïîêàçàíî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñòàòè-ñòè÷åñêîé �èçèêè, ïðîèñõîäèò íà �ëóêòóàöèÿõ êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë. Èçâåñòíî, ÷òî â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõâ 1 êóáè÷åñêîì ñàíòèìåòðå ãàçà íàõîäèòñÿ â ñðåäíåì ≈ 2.7 · 1019 ìîëåêóë. ×èñëî �ëóêòóèðóåò, è õàðàêòåðíàÿâåëè÷èíà �ëóêòóàöèè ñîñòàâëÿåò 1010 ìîëåêóë. Ýòà áîëüøàÿ ñàìà ïî ñåáå âåëè÷èíà ñîâåðøåííî íè÷òîæíà ïîñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì ÷èñëîì ìîëåêóë. Îäíàêî èìåííî òàêèå �ëóêòóàöèè è îïðåäåëÿþò ðàññåÿíèå â ãàçîâîé ñðå-äå. Ïðè ýòîì �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ è èíäèêàòðèñû îêàçàëèñü ñïðàâåäëèâûìè. Áîëåå ïîäðîáíîîá ýòîì ñì. â êíèãå [44℄.2. �àññåÿíèå íà ÷àñòèöàõ. Ïîä ÷àñòèöàìè ïîíèìàþòñÿ îáðàçîâàíèÿ, ñîäåðæàùèå áîëüøîå ÷èñëî ìîëåêóë.Ýòî ìîãóò áûòü ÷àñòèöû, ñîñòîÿùèå èç æèäêîñòè, íàïðèìåð âîäû, èëè ïûëèíêè, ò. å. òâåðäûå òåëà. Îáùåå èõíàçâàíèå � çîëü. Çîëü â æèäêîñòÿõ íàçûâàþò ãèäðîçîëü, â âîçäóõå � àýðîçîëü.14



Èçó÷åíèþ ðàññåÿíèÿ íà ÷àñòèöàõ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò, â òîì ÷èñëå íåñêîëüêî ìîíîãðà�èé (ñì., íà-ïðèìåð, [25,81, 86℄). Ñíà÷àëà îíî èçó÷àëîñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòèöû � îäíîðîäíûå øàðèêè. Êîý��èöèåíòðàññåÿíèÿ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
σ÷ñò = kscan÷ñò, (3)ãäå n÷ñò � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, à ksca � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, ò. å. âåëè÷èíà,ðàññ÷èòûâàåìàÿ äëÿ îäíîé ÷àñòèöû, çàïèñûâàåòñÿ òàê:
ksca = πa2Qsca(β). (4)Çäåñü a � ðàäèóñ ÷àñòèöû, β = 2πaν/c � îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ñ òàêèì ðàäèóñîì ê äëèíå âîëíû ðàññå-èâàåìîãî èçëó÷åíèÿ. Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà Q ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñå÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò ãåîìåòðè÷åñêîãîñå÷åíèÿ ÷àñòèöû (ò. å. ïëîùàäè êðóãà ðàäèóñîì a) è íàçûâàåòñÿ �àêòîðîì ý��åêòèâíîñòè. Âåëè÷èíà Qsca ��àêòîð ý��åêòèâíîñòè ðàññåÿíèÿ.Åñëè ðàäèóñ ÷àñòèöû ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ò. å. âåëè÷èíà β ≪ 1, òî äëÿ �àêòîðà ý��åêòèâíîñòèìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îáùàÿ �îðìóëà

Qsca(β) =
8

3
β4

∣

∣

∣

∣

n2 − 1

n2 + 2

∣

∣

∣

∣

2

, (5)ãäå n = nr+ini � êîìïëåêñíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âåùåñòâà ÷àñòèöû. Åãî ìíèìîé ÷àñòè ni ïðîïîðöèîíàëåíêîý��èöèåíò èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ æ÷ñò. Â ñóììå ñ êîý��èöèåíòîì ðàññåÿíèÿ îí ñîñòàâëÿåò êîý��èöèåíòîñëàáëåíèÿ, íàçûâàåìûé òàêæå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, è êîý��èöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ:
α÷ñò = σ÷ñò + æ÷ñò. (6)Ñîîòâåòñòâåííî ñóììà äâóõ �àêòîðîâ ý��åêòèâíîñòè: ðàññåÿíèÿ Qsca è èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ Qabs =

æ÷ñò
n÷ñòπa2� íàçûâàåòñÿ �àêòîðîì ý��åêòèâíîñòè îñëàáëåíèÿ (ýêñòèíêöèè): Qext = Qsca +Qabs.Îòìåòèì, ÷òî ðàññåÿíèå íà ÷àñòèöàõ, ðàçìåð êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äëèíû âîëíû ðàññåèâàåìîãîèçëó÷åíèÿ, áëèçê�î ïî õàðàêòåðèñòèêàì ê ìîëåêóëÿðíîìó. Êîý��èöèåíò ðàññåÿíèÿ, òàê æå êàê è â ñëó÷àå ãàçîâ,ïðîïîðöèîíàëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ÷àñòîòû. Èíäèêàòðèñà â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàêæå îäèíàêîâàÿ � ðýëååâñêàÿ.Â ñëó÷àå áîëåå êðóïíûõ ÷àñòèö, ò. å. ïðè β ∼ 1 èëè β > 1, ðàñ÷åò �àêòîðîâ ý��åêòèâíîñòè áîëåå òðóäåí.Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðèõîäèòñÿ ñóììèðîâàòü ðÿäû ïî áåññåëåâûì �óíêöèÿì. ×åì áîëüøå β, òåì áîëüøåñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèÿõ íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü. Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ íà øàðàõ ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà èñàìî ýòî ðàññåÿíèå ïî òðàäèöèè ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì îäíîãî èç ïåðâûõ ñîçäàòåëåé ýòîé òåîðèè �.Ìè. Ìàññî-âûå ðàñ÷åòû äëÿ ðàññåÿíèÿ Ìè îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïðîèçâîäèòü òîëüêî ïîñëå ñîçäàíèÿ áûñòðîäåéñòâóþùèõýëåêòðîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Äëÿ ÷àñòèö äðóãîé �îðìû ðàñ÷åòû åùå ñëîæíåå.Íàäî çàìåòèòü, ÷òî èíäèêàòðèñà �ýëåÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ðàññåÿíèÿ âïåðåä è íàçàä. Ïðè óâåëè÷å-íèè β ðàñòåò âûòÿíóòîñòü èíäèêàòðèñû âïåðåä. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîéâîëíû, ìåíüøåé ðàçìåðà ÷àñòèöû, ïðîèñõîäèò äè�ðàêöèÿ íà åå ïîâåðõíîñòè, ÷òî è ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äîëèèçëó÷åíèÿ, èäóùåãî â íàïðàâëåíèè ïàäàþùåãî.Ñ ðîñòîì β íàáëþäàåòñÿ è äðóãîé ý��åêò, à èìåííî, çàêîí ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ÷àñòîòûñìåíÿåòñÿ áîëåå ñëàáîé çàâèñèìîñòüþ îò ÷àñòîòû âïëîòü äî ïåðâîé ñòåïåíè. Âîäÿíûå ÷àñòèöû âîîáùå ðàññåè-âàþò ñâåò íåéòðàëüíî, è ïîýòîìó îáëàêà âûãëÿäÿò áåëûìè.Õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. �àññìàòðèâàëèñü íåîäíîðîäíûå÷àñòèöû, íàïðèìåð, ñîñòîÿùèå èç ñèëèêàòíîãî ÿäðà è ëåäÿíîé îáîëî÷êè. Èìåþòñÿ òàêæå ðàñ÷åòû äëÿ öèëèí-äðè÷åñêèõ è ñ�åðîèäàëüíûõ ÷àñòèö [108,109℄. Ñ�åðîèäàëüíûå ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàëèñü êàê ñïëþñíóòûå, òàê èâûòÿíóòûå, â ÷àñòíîñòè, èõ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè � ÷àñòèöû ëåïåøêè è èãîëêè. Â ðàáîòå [108℄ äàíà èí�îðìàöèÿî ðàñ÷åòàõ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïûëèíîê ðàçëè÷íîé �îðìû.Áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ êîñìè÷åñêîé ïûëè ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëü ïûëèíêè, ñîñòîÿùåé èç ñèëèêàòà,îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, îïðåäåëåíû ïî íàáëþäåíèÿì (àñòðîíîìè÷å-ñêèé ñèëèêàò). Ïðåäñòàâëåíèå î õîäå èçìåíåíèÿ �àêòîðîâ ý��åêòèâíîñòè ïûëèíîê àñòðîíîìè÷åñêîãî ñèëèêàòà(àñòðîñèë) ðàçìåðîì a = 0.1 ìêì â çàâèñèìîñòè îò îáðàòíîé äëèíû âîëíû äàåò ðèñ. 1. Íà ðèñ. 2 îòðàæåíîèçìåíåíèå ñ äëèíîé âîëíû àëüáåäî ÷àñòèöû λ è âåëè÷èíû g, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî íåñêîëüêî íèæå, òåõ æåïûëèíîê.Ïîñëå ðàñ÷åòîâ äëÿ ÷àñòèöû îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ðåçóëüòàòû ïîðàñïðåäåëåíèþ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì. Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì â ðàçíîå âðåìÿ áðàëèñüðàçëè÷íûå �óíêöèè, íàïðèìåð íîðìàëüíî-ëîãàðè�ìè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

f(β) =
1√

2π∆β β
exp

(

− ln2(β/β)

2(∆β)2

)

. (7)15
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ν/c, ìêì−1�èñ. 1. Ôàêòîðû ý��åêòèâíîñòè ïîãëîùåíèÿ, ðàññåÿíèÿ è îñëàáëåíèÿ÷àñòèö àñòðîñèëà ðàäèóñîì 0.1 ìêì.
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ν/c, ìêì−1�èñ. 2. Àëüáåäî ÷àñòèöû è ñðåäíèé êîñèíóñ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ÷àñòèö àñòðîñèëà ðàäèóñîì 0.1 ìêì.Çäåñü ñðåäíåé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íå β, à åå ëîãàðè�ì lnβ, à ñòàíäàðòîì ∆β � òàêæå îòêëîíåíèå â ëîãàðè�ìå.Â ïîñëåäíèå ãîäû øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
f(β) =

(s+ 1)s+1

s!β

(

β

β

)s

e−(s+1)β/β. (8)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñðåäíèõ êîý��èöèåíòîâ è èíäèêàòðèñ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ ïðèâåäåííûìè âåñî-âûìè �óíêöèÿìè. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èñòîðèè ñîçäàíèÿ òåîðèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ìîæíî íàéòèâ êíèãå È.Í.Ìèíèíà [44℄.3. Ìîäåëüíûå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ. Èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê òåîðåòè÷åñêè, ïóòåìðàñ÷åòîâ, òàê è ïóòåì ëàáîðàòîðíûõ èçìåðåíèé, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþòñÿ ëàçåðû. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿèíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà:
x(γ) =

∞
∑

i=0

xiPi(cos γ). (9)Â ñèëó íîðìèðîâêè èíäèêàòðèñ âñåãäà x0 = 1.Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå âèäû ìîäåëüíûõ èíäèêàòðèñ, íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ â òåîðèè ïåðåíîñà.1) Ñ�åðè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà
x(γ) = 1. (10)�àññåÿíèå ñ òàêîé èíäèêàòðèñîé íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì.16



2) Ïðîñòåéøàÿ íåñ�åðè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà
x(γ) = 1 + x1 cos γ, |x1| ≤ 3. (11)Åå òàêæå íàçûâàþò äâó÷ëåííîé.3) n+ 1�÷ëåííàÿ èíäèêàòðèñà

x(γ) =

n
∑

i=0

xiPi(cos γ). (12)4) �ýëååâñêàÿ èíäèêàòðèñà
x(γ) = xR(γ) =

3

4
(1 + cos2 γ) = 1 +

1

2
P2(cos γ). (13)Îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðåõ÷ëåííîé.Ïðèâåäåííûå äî ñèõ ïîð èíäèêàòðèñû èìåëè êîíå÷íîå (â ÷àñòíîñòè, ìàëîå) ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèèâèäà (9). Îäíàêî ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëüíûå èíäèêàòðèñû è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Òàêèì ïðèìåðîìÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíäèêàòðèñà.5) Èíäèêàòðèñà Õåíüè��ðèíñòåéíà:

xHG(γ) =
1 − g2

(1 + g2 − 2g cos γ)3/2
=

∞
∑

i=0

(2i+ 1)giPi(cos γ). (14)Çäåñü |g| < 1. ×åì áëèæå |g| ê åäèíèöå, òåì ýòà èíäèêàòðèñà áîëåå âûòÿíóòà: ïðè g > 0 âïåðåä, ïðè g < 0 �íàçàä.6) Èãîëü÷àòàÿ èíäèêàòðèñà
x(γ) = 2δ(cos γ − 1) (15)ïðåäïèñûâàåò ðàññåÿíèå òîëüêî âïåðåä. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê âèäíî èç �îðìóë (14) è (15), ïðåäåëüíûéñëó÷àé èíäèêàòðèñû Õåíüè��ðèíñòåéíà ïðè g → 1.7) Èíäèêàòðèñà �âïåðåä�íàçàä�

x(γ) = 2xδ(cos γ − 1) + 2(1 − x)δ(cos γ + 1). (16)Ýòà èíäèêàòðèñà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ (14): ïðè g → 1 è g → −1. Ôîðìàâåñîâûõ ìíîæèòåëåé x è 1 − x, ãäå x ≥ 0 � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè.Êàê è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, âñåãäà ìîæíî âçÿòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ èëè áîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòíûõèíäèêàòðèñ ñ âåñàìè, ïîä÷èíÿþùèìèñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè.Ò à á ë è ö à 1. Èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿÏàðàìåòðû β è g
γ 0 ∣∣∣ 0.0 1 ∣∣∣ 0.18 2 ∣∣∣ 0.67 3 ∣∣∣ 0.77 6 ∣∣∣ 0.84 12 ∣∣∣ 0.95

0◦ 1.5000 2.2406 5.5234 10.5692 35.8138 59.8164
30◦ 1.3125 1.8672 3.9278 5.3228 1.6166 1.9346
60◦ 0.9375 1.1530 1.4566 0.5322 0.2686 0.3242
90◦ 0.7500 0.7240 0.2996 0.0998 0.1020 0.1110

120◦ 0.9375 0.7006 0.0282 0.0910 0.0780 0.1700
150◦ 1.3125 0.8334 0.0318 0.0302 0.1324 0.6764
180◦ 1.5000 0.9010 0.0612 0.0518 0.1002 0.6240Åùå îäèí ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäèêàòðèñ çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè äëÿ ðåàëüíîé èíäè-êàòðèñû ñðåäíåãî êîñèíóñà

g =
1

2

π
∫

0

cos γx(γ) sin γdγ (17)è çàìåíà ýòîé èíäèêàòðèñû ìîäåëüíîé èíäèêàòðèñîé (14).Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ, à èìåííî: ðýëååâñêàÿ è èíäèêàòðèñû Ìè ïðè çíà-÷åíèè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 1.33, ñîîòâåòñòâóþùåì âîäå â âèäèìîé ÷àñòè ñïåêòðà, è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà β. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû g îò äëèíû âîëíû äëÿ ïûëèíîê èç àñòðîñèëà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.17



� 2.2. Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ1. Ìîäåëü. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå, ò. å. ñ÷èòàåòñÿ,÷òî �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå ïðè ðàññåÿíèè ïðîïîðöèîíàëüíà δ(ν′ − ν). Òàêèì îáðà-çîì, ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ �èêñèðîâàíà è íå áóäåò óêàçûâàòüñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âñåõ �óíêöèé. Ïåðå÷èñëèìîñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå îáû÷íî äåëàþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî âèäà ðàññåÿíèÿ.1) Èçîòðîïèÿ ñðåäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàññåÿíèÿ è èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ, à ñëåäîâàòåëü-íî, è êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ.2) Ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ . �àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ àòìîñ�åðà ñ ïàðàëëåëüíûìè íèæíåé è âåðõíåé ãðàíè÷-íûìè ïëîñêîñòÿìè. Óðîâíè â àòìîñ�åðå çàäàþòñÿ ãëóáèíîé z, îòñ÷èòûâàåìîé îò íåêîòîðîãî óðîâíÿ. Íèæíÿÿãðàíèöà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ z = z0. ×òî êàñàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöû, òî óñëîâíî ñîïîñòàâèì åé çíà÷åíèå
z = 0. Óñëîâíîñòü ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíîãäà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîòÿæåííîñòü àòìîñ�åðû ñ÷èòàþòáåñêîíå÷íîé. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëóáèíà èçìåíÿåòñÿ îò −∞ ÷åðåç 0 äî z0 > 0.3) �îðèçîíòàëüíàÿ îäíîðîäíîñòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ . Âäîáàâîê ê ïðåäïîëîæåíèþ î ïëîñêîé ãåîìåòðèèàòìîñ�åðû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âîîáùå âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîîðäèíàòû � ãëóáèíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëîñêàÿ ñèììåòðèÿ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ.Ââîäÿòñÿ äâà óãëà, õàðàêòåðèçóþùèå íàïðàâëåíèÿ â àòìîñ�åðå: çåíèòíîå ðàññòîÿíèå θ � óãîë, îòñ÷èòûâàå-ìûé îò íàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ ãëóáèíû, è àçèìóò ϕ ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó íàïðàâëå-íèþ. Òîãäà åäèíè÷íûé âåêòîð, çàäàâàåìûé ýòèìè óãëàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêèìè êîîðäèíàòàìè:

ω = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). (18)Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ãëóáèíû è íàïðàâëåíèÿ: I(z,ω).2. Èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ ìîíîõðîìàòè-÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ïðèíèìàåò âèä
cos θ

∂I(z,ω)

∂z
= −α(z)I(z,ω) + ε(z,ω). (19)Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç èíäèêàòðèñó:

ε(z,ω) = ε0(z,ω) + σ

∫

x(γ)I(z,ω′)
d2ω′

4π
. (20)Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðàññåèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ ω

′. Óãîë ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êî-ñèíóñîì
cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′). (21)Îáúåäèíåíèå äâóõ óðàâíåíèé äàåò îäíî èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Ïîñêîëüêó îíî äè�-�åðåíöèàëüíîå, ê íåìó íàäî äîáàâèòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ. Â òåîðèè ïåðåíîñà â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðîì çàäà÷ýòî, êàê ïðàâèëî, íå íà÷àëüíûå, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ò. å. ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íå çàäà÷àìè Êîøè, à êðàå-âûìè çàäà÷àìè, ðåøàòü êîòîðûå òðóäíåå. Îáû÷íî çàäàþòñÿ âíåøíèå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ, ò. å. èíòåíñèâíîñòèèçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî íà ãðàíèöû àòìîñ�åðû èçâíå. Ýòî äâå �óíêöèè íàïðàâëåíèÿ

I(0,ω) = I0(ω), 0 ≤ θ ≤ π/2, (22)
I(z0,ω) = Ir(ω), π/2 ≤ θ ≤ π. (23)Âîîáùå ãîâîðÿ, ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè (â ñëó÷àå ïëàíåòíûõ àòìîñ�åð òîëüêî íèæíÿÿ) ìîãóò îòðàæàòüïàäàþùåå íà íèõ èçëó÷åíèå. Òîãäà �óíêöèè I0 è Ir ñàìè çàâèñÿò îò I. Îäíàêî ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðàæåíèåîòñóòñòâóåò è ýòè äâå �óíêöèè èçâåñòíû.3. Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèé è óìåíüøåíèÿ ÷èñëà âõîäÿùèõ â íèõ �óíêöèé ââîäÿòñÿñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Êîñèíóñ çåíèòíîãî óãëà îáîçíà÷àåòñÿ îäíîé áóêâîé: cos θ = η. Òîãäà ýëåìåíò òåëåñíîãîóãëà d2ω′ = dη′dϕ′, à êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ

cos γ = ηη′ +
√

1 − η2
√

1 − (η′)2 cos(ϕ− ϕ′). (24)Ââîäèòñÿ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà � îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà ñëîåâ àòìîñ�åðû. Îíà ñâÿçûâàåòñÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêîéãëóáèíîé ÷åðåç äè��åðåíöèàëû:
dτ = α(z)dz, (25)òàê ÷òî 18



τ =

z
∫

0(−∞)

α(z′)dz′. (26)Âòîðîé íèæíèé ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðîòÿæåííîñòè àòìîñ�åðû äî áåñêîíå÷íîñòè. Íàèáîëüøåå çíà÷å-íèå ãëóáèíû íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé àòìîñ�åðû:
τ0 =

z0
∫

0

α(z′)dz′. (27)Äàëåå óðàâíåíèÿ (19) è (20) äåëÿòñÿ íà α è ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äâóõ îòíîøåíèé. Îòíîøåíèå êîý��è-öèåíòîâ ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ
σ

α
=

σ

σ + æ
= λ ≤ 1 (28)íàçûâàåòñÿ ëèáî âåðîÿòíîñòüþ âûæèâàíèÿ �îòîíà, ëèáî àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ëèáî àëüáåäî ÷àñòè-öû. Íàèáîëåå óäà÷íî âòîðîå íàçâàíèå, õîòÿ îíî íåñêîëüêî äëèííîâàòî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà λ íåçàâèñèò îò ãëóáèíû. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ðàññåÿíèÿè èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ îò ãëóáèíû áûëè ïðîïîðöèîíàëüíû îäíîé è òîé æå �óíêöèè ãëóáèíû.Îòíîøåíèå êîý��èöèåíòîâ èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ

ε

α
= B (29)òàêæå èìååò â òåîðèè ïåðåíîñà ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ. Ñìûñë ýòîãî íàçâàíèÿ â òîì, ÷òîèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà ε0, êàê è èçâåñòíûå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî èçâíå èçëó÷åíèÿ I0 è Ir, ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íè-êàìè ïåðâè÷íîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå çàòåì â õîäå ðàññåÿíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â èçëó÷åíèå äðóãèõ íàïðàâëåíèé,÷àñòè÷íî ïåðåõîäèò â äðóãèå âèäû ýíåðãèè, íî ïðè ýòîì ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ â àòìîñ�åðå. Ôóíêöèÿ B îïðå-äåëÿåòñÿ ýòèìè èñòî÷íèêàìè, ÷òî è îïðàâäûâàåò åå íàçâàíèå. Î÷åâèäíî è îáîçíà÷åíèå

ε0
α

= B0. (30)Â òî âðåìÿ êàê êîý��èöèåíòû èçëó÷åíèÿ ε0 è ε ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà åäèíè÷íûé îáúåì, �óíêöèè èñòî÷íèêîâðàññ÷èòûâàþòñÿ íà åäèíè÷íóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîùàäêó è åäèíèöó îïòè÷åñêîé ãëóáèíû, ÷òî ñëåäóåò èç ñîîò-íîøåíèé ε0dz = B0dτ è εdz = Bdτ .Ïîñëå ââåäåíèÿ óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè è �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ïðèìåìîïòè÷åñêóþ ãëóáèíó è äâà óãëà: I = I(τ, η, ϕ), B = B(τ, η, ϕ). Õîòÿ, êîíå÷íî, îò z è îò τ èíòåíñèâíîñòü çàâèñèòïî-ðàçíîìó, ìû íå èçìåíÿåì åå îáîçíà÷åíèå.Â ðåçóëüòàòå ââåäåíèÿ íîâûõ îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèÿ (19) è (20) ïåðåïèøóòñÿ òàê:
η
∂I(τ, η, ϕ)

∂τ
= −I(τ, η, ϕ) +B(τ, η, ϕ), (31)

B(τ, η, ϕ) = B0(τ, η, ϕ) + λ

∫

x(γ)I(τ, η′, ϕ′)
d2ω′

4π
. (32)Ñîîòâåòñòâåííî è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâÿòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ îïòè÷åñêîé ãëóáèíû:

I(0, η, ϕ) = I0(η, ϕ), η > 0, I(τ0, η, ϕ) = Ir(η, ϕ), η < 0. (33)4. Îòäåëåíèå ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ îò äè��óçíîãî. Óäîáíî îòäåëèòü èçëó÷åíèå, êîòîðîå èäåò íåïî-ñðåäñòâåííî îò èñòî÷íèêîâ, îò èñïûòàâøåãî õîòÿ áû îäíî ðàññåÿíèå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ�îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
I(τ, η, ϕ) =



























I0(η, ϕ)e−τ/η +

τ
∫

0

B(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η > 0,

Ir(η, ϕ)e−(τ−τ0)/η −
τ0
∫

τ

B(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η < 0.

(34)Âûäåëèì èçëó÷åíèå, èäóùåå îò èñòî÷íèêîâ. Åãî èíòåíñèâíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Âî-ïåðâûõ, ýòîâíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â �îðìóëàõ (34), à âî-âòîðûõ, èíòåãðàëû â òåõ æå �îðìóëàõ, íî òîëüêî îò èñ-òî÷íèêîâîé ÷àñòè �óíêöèè èñòî÷íèêîâ, ò. å. îò B0. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèì ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü ñóììîé19



èíòåíñèâíîñòåé èçëó÷åíèÿ îò èñòî÷íèêîâ (ñî çíà÷êîì *) è äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ (ñ èíäåêñîì �äè��). Òàê æåïîñòóïèì è ñ �óíêöèåé B(τ, η, ϕ), âûäåëèâ èç íåå èñòî÷íèêîâîå ñëàãàåìîå. Èòàê,
I(τ, η, ϕ) = I∗(τ, η, ϕ) + Iäè�(τ, η, ϕ), (35)
B(τ, η, ϕ) = B0(τ, η, ϕ) +Bäè�(τ, η, ϕ). (36)Çäåñü I∗(τ, η, ϕ) � èíòåíñèâíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ íåïîñðåäñòâåííî èñòî÷íèêàìè:

I∗(τ, η, ϕ) =



























I0(η, ϕ)e−τ/η +

τ
∫

0

B0(τ
′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η > 0,

Ir(η, ϕ)e(τ0−τ)/η −
τ0
∫

τ

B0(τ
′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η < 0.

(37)Èíòåíñèâíîñòü æå äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äè��óçíîé ÷àñòüþ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ, ò. å.ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
η
∂Iäè�(τ, η, ϕ)

∂τ
= −Iäè�(τ, η, ϕ) + Bäè�(τ, η, ϕ), (38)êîòîðîå èìååò �îðìàëüíîå ðåøåíèå, íå ñîäåðæàùåå âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ:

Iäè�(τ, η, ϕ) =



























τ
∫

0

Bäè�(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η > 0,

−
τ0
∫

τ

Bäè�(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η < 0.

(39)Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü Iäè� ïîä÷èíÿåòñÿ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:
Iäè�(0, η, ϕ)=0, 0 ≤ η ≤ 1, Iäè�(τ0, η, ϕ)=0, −1 ≤ η ≤ 0, (40)êîòîðûå îòðàæàþò îòñóòñòâèå äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî èçâíå.Â ñâîþ î÷åðåäü �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ
Bäè�(τ, η, ϕ) =

λ

4π

∫

x(γ)[I∗(τ, η
′, ϕ′) + Iäè�(τ, η′, ϕ′)]d2ω′ (41)ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, ïåðåä êîòîðûì èìååòñÿ ìíîæèòåëü λ, à ïîä çíàêîì åãî ñòîèò èíäèêàòðèñà ðàññå-ÿíèÿ, ÷òî è îçíà÷àåò �ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðàññåÿíèå�. Âïðåäü ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî äè��óçíûìèçëó÷åíèåì è äëÿ ïðîñòîòû îïóñòèì èíäåêñ �äè�� ó åãî õàðàêòåðèñòèê.5. �àçäåëåíèå àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê. Ïðåäñòàâëåíèå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïîìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ãàðìîíèêàì àçèìó-òà. Òàêîå ðàçäåëåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà, âûðàæàåìîé �îðìóëîé

Pi

(

ηη′ +
√

1 − η2
√

1 − (η′)2 cos(ϕ− ϕ′)
)

=

i
∑

m=0

(2 − δm0)
(i−m)!

(i+m)!
Pm

i (η)Pm
i (η′) cosm(ϕ− ϕ′). (42)Çäåñü Pm

i (η) � ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà.Ïîäñòàâèâ ýòó �îðìóëó â âûðàæåíèå äëÿ èíäèêàòðèñû ñ n+ 1 ñëàãàåìûì
x(γ) =

n
∑

i=0

xiPi(cos γ) (43)è ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì åå ðàçëîæåíèå ïî àçèìóòàëüíûì ãàðìîíèêàì:
x(γ) =

n
∑

m=0

(2 − δm0)pm(η, η′) cosm(ϕ− ϕ′). (44)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
pm(η, η′) =

n
∑

i=m

xi
(i−m)!

(i+m)!
Pm

i (η)Pm
i (η′). (45)20



Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ I∗(τ, η, ϕ), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (37), ÿâëÿ-åòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé àçèìóòà. Òîãäà åå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî êîñèíóñàì:
I∗(τ, η, ϕ) =

∞
∑

m=0

(2 − δm0)I
∗
m(τ, η) cos(mϕ). (46)Òàêèì æå ðàçëîæåíèåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü è èíòåíñèâíîñòü äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ:

I(τ, η, ϕ) =

∞
∑

m=0

(2 − δm0)Im(τ, η) cos(mϕ). (47)Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà è �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ çàïèñûâàåòñÿ â òàêîì æå âèäå. Äåéñòâèòåëüíî,
B(τ, η, ϕ)=

λ

2

1
∫

−1

dη′
n
∑

m=0

(2−δm0)pm(η, η′)

∞
∑

m′=0

(2−δm′0)[I
∗
m′(τ, η′)+Im′(τ, η′)]

1

2π

2π
∫

0

dϕ′ cos(m′ϕ′) cosm(ϕ′−ϕ)=

=

n
∑

m=0

(2 − δm0)Bm(τ, η) cos(mϕ). (48)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ âû÷èñëåí èíòåãðàë ïî ϕ′:
1

2π

2π
∫

0

dϕ′ cos(m′ϕ′) cosm(ϕ′ − ϕ) =
δmm′

2 − δm0
cos(mϕ), (49)êîòîðûé îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè m′ = m. Èç äâóõ ñóìì â (48) îñòàåòñÿ ëèøü îäíà, ïðè÷åì åå âåðõíèéïðåäåë ðàâåí n. Ïðè ýòîì

Bm(τ, η) =
λ

2

1
∫

−1

dη′pm(η, η′)[I∗m(τ, η′) + Im(τ, η′)]. (50)�àçäåëåíèå àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê ïðîèñõîäèò è â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (38):
η
∂Im(τ, η)

∂τ
= −Im(τ, η) +Bm(τ, η, ϕ). (51)Îòñþäà ÿñíî, ÷òî âåðõíèé ïðåäåë â ñóììå (47) íà ñàìîì äåëå ðàâåí n, òàê êàê èìååòñÿ òîëüêî n ñëàãàåìûõ âðàçëîæåíèè (48). Ñîñòàâëÿþùèå ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè èíòåíñèâíîñòè(46) ñ íîìåðàìè m > n, íå ðàññåèâàþòñÿ. Íå ðàññåèâàþòñÿ è êîìïîíåíòû ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ, èíòåíñòèâíîñòèêîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè �óíêöèÿìè η.� 2.3. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ1. Îáùèé ñëó÷àé. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè â òåîðèè ìîíî-õðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ

η
∂I(τ, η, ϕ)

∂τ
= −I(τ, η, ϕ) +B(τ, η, ϕ) (52)è óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè

B(τ, η, ϕ) = B∗(τ, η, ϕ) +
λ

4π

∫

x(γ)I(τ, η′, ϕ′)d2ω′. (53)Çäåñü âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåòñÿ èñòî÷íèêàìè è â îáîçíà÷åíèÿõ � 2.2 èìååò âèä
B∗(τ, η, ϕ) =

λ

4π

∫

x(γ)I∗(τ, η
′, ϕ′)d2ω′. (54)Èíòåíñèâíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.21



Èç ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ. Äëÿýòîãî åùå ðàç íàïèøåì �îðìàëüíîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì íóëåâûõ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé:
I(τ, η, ϕ) =



























τ
∫

0

B(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η > 0,

−
τ0
∫

τ

B(τ ′, η, ϕ)e−(τ−τ ′)/η dτ ′

η
, η < 0.

(55)Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (53), ïîëó÷èì èñêîìîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
B(τ, η, ϕ) = B∗(τ, η, ϕ)+

+
λ

4π

2π
∫

0

dϕ′





1
∫

0

x(γ)dη′
τ
∫

0

B(τ ′, η′, ϕ′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
−

0
∫

−1

x(γ)dη′
τ0
∫

τ

B(τ ′, η′, ϕ′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′



 . (56)Ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è íå òðåáóåò íèêàêèõ äîïîëíåíèé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè èñòî÷íèêîâ èíòåíñèâíîñòü íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì (55).2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê. Îíè ïîëó÷àþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê (56).Ñëåäóåò èñõîäèòü èç óðàâíåíèé äëÿ îòäåëüíûõ ãàðìîíèê èíòåíñèâíîñòè è �óíêöèè èñòî÷íèêîâ, çàïèñàííûõâ êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò àáñîëþòíî òàê æå, êàê è (52), àóðàâíåíèÿ áàëàíñà íå ñîäåðæàò èíòåãðàëà ïî àçèìóòó. Â ðåçóëüòàòå òîé æå ïðîöåäóðû, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè:
Bm(τ, η)=B∗

m(τ, η)+
λ

2





1
∫

0

dη′pm(η, η′)

τ
∫

0

Bm(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
−

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
τ0
∫

τ

Bm(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′



. (57)3. Ñëó÷àé èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòîò ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ êà÷å-ñòâåííûõ çàêëþ÷åíèé î ïîëÿõ èçëó÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáúåêòàõ. Îí òàêæå èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïåðâûì èçó÷àëñÿâ òåîðèè è íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó÷åí.Â ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèÿõ ïîëîæèì x(γ) = 1. Òîãäà îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíà àçèìóòàëüíàÿ ãàðìîíèêà ñ
m = 0, à óðàâíåíèå äëÿ íåå î÷åíü ñèëüíî óïðîñòèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x(γ) = 1 â ðàçëîæåíèè (44) îñòàåòñÿòîëüêî îäíî ñëàãàåìîå p0(η, η

′) = 1, à âñå îñòàëüíûå àííóëèðóþòñÿ: pm(η, η′) = 0, m > 0. Èíäåêñ 0 ïèñàòü íåáóäåì. Ïîëå äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò àçèìóòà, äàæå åñëè èñòî÷íèêè îò àçèìóòà çàâèñåëè. Äàëåå,ðàâåíñòâî p0(η, η
′) = 1 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ (åå äè��óçíàÿ ÷àñòü) íå çàâèñèò è îò η, òàê÷òî åäèíñòâåííûì åå àðãóìåíòîì îñòàåòñÿ îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà τ . Óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîìåðíîå.Ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè äâà èíòåãðàëà â (57) îáúåäèíÿþòñÿ, òàê êàê �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, êàê óæå îòìå-÷àëîñü, òåïåðü íå çàâèñèò îò η è èíòåãðàëû ïî η′ ìîæíî âçÿòü. Îíè ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè:

1
∫

0

e−(τ−τ ′)/η′ dη′

η′
= E1(τ − τ ′), τ > τ ′, (58)

−
0
∫

−1

e−(τ−τ ′)/η′ dη′

η′
= E1(τ

′ − τ), τ < τ ′. (59)Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî çàïèñàòü êàê E1(|τ − τ ′|). Çäåñü èñïîëüçîâàíà �óíêöèÿ, íàçûâàåìàÿèíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòîé:
E1(τ) =

∞
∫

1

e−yτ dy

y
=

1
∫

0

exp(−τ/η)dη

η
. (60)Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (57) äëÿ B0 = B(τ) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

B(τ) = B∗(τ) +
λ

2

τ0
∫

0

E1(|τ − τ ′|)B(τ ′)dτ ′. (61)22



Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî Î.Ä.Õâîëüñîíîì [83℄ ïðèìåðíî ñòî ëåò íàçàä è íîñèò åãî èìÿ. ×àñòíûé ñëó÷àéóðàâíåíèÿ, êîãäà ñâîáîäíîãî ñëàãàåìîãî íåò è λ = 1, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìèëíà, à çàäà÷à åãî ðåøåíèÿ �çàäà÷åé Ìèëíà [77℄. Ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå óðàâíåíèåì Ìèëíà è ïðè λ < 1.Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î ðåøåíèè óðàâíåíèé, ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè E1 è ñâÿçàííûõ ñ íåé[85℄.4. Ôóíêöèè En. Ôóíêöèÿ E1 � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé �óíêöèé
Eα(τ) =

∞
∫

1

e−yτ dy

yα
=

1
∫

0

exp(−τ/η)ηα−2dη. (62)Áóäåì íàçûâàòü èõ èíòåãðàëüíî-ïîêàçàòåëüíûìè.Èíòåãðàëüíî-ïîêàçàòåëüíûå �óíêöèè ñâÿçàíû ñ íåïîëíîé ãàììà-�óíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå çàìåíûïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y = t/τ ïîëó÷àåì
Eα(τ) = τα−1

∞
∫

τ

e−tt−αdt = τα−1Γ(1 − α, τ). (63)Ýòè �óíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà. Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà íàì ïîíàäîáÿòñÿ òîëüêîïîëîæèòåëüíûå.Èçó÷àåìûå �óíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñòåïåííûå ðÿäû, åñëè âûäåëèòü îäíî ñëàãàåìîå. Äëÿ ýòîãî â �îðìóëå(63) ïðèáàâèì è âû÷òåì èíòåãðàë îò 0 äî τ :
Eα(τ) = τα−1

∞
∫

0

e−tt−αdt− τα−1

τ
∫

0

e−tt−αdt = τα−1Γ(1 − α) − τα−1

τ
∫

0

e−tt−αdt. (64)Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàñêëàäûâàåì â ðÿä ýêñïîíåíòó, èíòåãðèðóåì ðÿä ïî÷ëåííî è ïîëó÷àåì
Eα(τ) = τα−1Γ(1 − α) −

∞
∑

m=0

(−1)mτm

m!(m+ 1 − α)
. (65)Òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñìûñë ïðè α 6= 1, 2, ..., ò. å. ïðè âñåõ ÷èñëàõ, êðîìå íàòóðàëüíûõ. Ïðè íàòóðàëüíûõ çíà-÷åíèÿõ α â ðÿäó îáðàùàåòñÿ â íóëü îäèí èç çíàìåíàòåëåé, à ãàììà-�óíêöèÿ òîæå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü,òàê êàê îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è íóëü ÿâëÿþòñÿ åå ïîëþñàìè. Îäíàêî ìîæíî ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåëåí-íîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ

En(τ) =

∞
∑

m=0

(−1)m−1τm

m!

[

1 − δm,n−1

m+ 1 − n
−
(

ln
1

τ
− C +

n−1
∑

k=1

1

k

)

δm,n−1

]

. (66)Çäåñü C = 0.5772156649015325 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, à ïóñòàÿ ñóììà, ò. å. ñóììà ïðè âåðõíåì ïðåäåëå, áîëüøåìíèæíåãî (ýòà ñóììà âîçíèêàåò ïðè n = 1), ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíî-ïîêàçàòåëüíàÿ�óíêöèÿ öåëîãî ïîðÿäêà n = 1, 2, ... èìååò ïðè τ = 0 ðàçðûâ â ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà, íà åäèíèöó ìåíüøåãî. Â÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ E1(τ) ñàìà ïðè τ → 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êàê − ln τ .�ÿäû (65) è (66) ñõîäÿòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, òàê êàê ðàäèóñ ñõîäèìîñòè èõ èç-çà íàëè÷èÿ âçíàìåíàòåëå �àêòîðèàëà ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì åùå çíà÷åíèå �óíêöèé â íóëå: Eα(0) = 1/(α− 1).Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà äëÿ ýòèõ �óíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Äëÿýòîãî â (63) ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà t = τ +u, à çàòåì ïîä èíòåãðàë âíîñèòñÿ ìíîæèòåëü τα è äåëàåòñÿ ðàçëîæåíèåïî ñòåïåíÿì 1/τ :
Eα(τ) =

e−τ

τ

∞
∫

0

e−udu

(1 + u/τ)α
=
e−τ

τ

∞
∫

0

e−udu

∞
∑

m=0

Γ(α+m)

m!Γ(α)
(−1)mum

τm
=

=
e−τ

τ

1

Γ(α)

∞
∑

m=0

(−1)m Γ(α+m)

τm
=
e−τ

τ

∞
∑

m=0

Γ(1 − α)

Γ(1 − α−m)τm
. (67)Â ÷àñòíîñòè, E1(τ) =

e−τ

τ

∞
∑

m=0

(−1)m m!

τm
. 23



Õîòÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (67) ðàñõîäÿòñÿ, ïðè áîëüøèõ τ ïåðâûå ñëàãàåìûå äàþò õîðîøåå ïðèáëè-æåíèå ê �óíêöèè. Ñóììèðîâàòü èõ íàäî äî ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ìåíüøå ïî ìîäóëþ ïðåäûäóùåãî.Îñîáåííîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ñóììèðîâàíèÿ èõ, â îòëè÷èå îòñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, íåëüçÿ ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé.Èç âûðàæåíèÿ (67) âèäíî, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α = −n, n = 0, 1, 2, ..., ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿýëåìåíòàðíûìè, à èìåííî, ïðîèçâåäåíèÿìè ýêñïîíåíòû è ìíîãî÷ëåíîâ îò 1/τ :
E−n(τ) = n!

e−τ

τn+1

n
∑

m=0

τm

m!
, (68)òàê êàê ðÿä (67) îáðûâàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, E0(τ) = e−τ/τ .Èíòåãðàëüíî-ïîêàçàòåëüíûå �óíêöèè ïîä÷èíÿþòñÿ äâó÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîå ïî-ëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå (62) ïî ÷àñòÿì: αEα+1(τ)+ τEα(τ) = e−τ . Âçÿòèå ïðîèçâîäíîéïîíèæàåò ïîðÿäîê �óíêöèè: E′

α(τ) = −Eα−1(τ).5. Îñíîâíûå çàäà÷è. Äâå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè â òåîðèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ.a) Çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè . Íàèáîëåå âàæíîé çàäà÷åé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïëàíåò-íûõ àòìîñ�åð ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè àòìîñ�åðîé ïàäàþùåãî èçâíå ïîòîêà èçëó÷åíèÿ,ìîäåëèðóþùåãî ñîëíå÷íîå. Ñ�îðìóëèðóåì ýòó çàäà÷ó.Ïóñòü íà âåðõíþþ ãðàíèöó àòìîñ�åðû ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé (ìîíîíàïðàâëåííûé) ïîòîê èçëó÷åíèÿ ïîä óã-ëîì arccos ζ, 0 < ζ ≤ 1, ê íàïðàâëåíèþ âîçðàñòàíèÿ ãëóáèíû. Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àçèìóò ïàäàþùåãîèçëó÷åíèÿ ðàâåí íóëþ, ò. å. îòñ÷èòûâàòü àçèìóò îò íàïðàâëåíèÿ åãî ïàäåíèÿ. Îáîçíà÷èì îñâåùåííîñòü ïëî-ùàäêè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ïàäåíèÿ, ÷åðåç πS (â ñëó÷àå çåìíîé àòìîñ�åðû âåëè÷èíà S � ýòîìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ). Òîãäà èíòåíñèâíîñòü ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñ�åðå
I∗(τ, η, ϕ) = πSe−τ/ζδ(η − ζ)δ(ϕ). (69)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîùíîñòü ïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, ò. å. ÷àñòü �óíêöèè èñòî÷íèêîâ, îòâå÷àþùàÿ îäíîêðàòíîìóðàññåÿíèþ, ñîñòàâèò

B∗(τ, η, ϕ) =
λ

4π

∫

d2ω′x(γ)I∗(τ, η
′, ϕ′) =

λS

4
x(γ∗)e

−τ/ζ , (70)ãäå êîñèíóñ óãëà ïåðâîãî ðàññåÿíèÿ
cos γ∗ = ηζ +

√

1 − η2
√

1 − ζ2 cosϕ. (71)Â ýòîé çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ ðÿä ïàðàìåòðîâ, îäíàêî íå âñå èç íèõ ñóùåñòâåííû. Àçèìóò ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿìû óæå îòáðîñèëè ââèäó åãî íåñóùåñòâåííîñòè. Âåëè÷èíà ïàäàþùåãî ïîòîêà S òàêæå íå èìååò îïðåäåëÿþùå-ãî çíà÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, òàê êàê âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû åìó.Åäèíñòâåííûé âàæíûé ïàðàìåòð ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ � óãîë ïàäåíèÿ èëè åãî êîñèíóñ ζ (êàê èçâåñòíî, åãîçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò âðåìÿ ñóòîê è âðåìåíà ãîäà íà Çåìëå). Ïîýòîìó ζ áóäåì óêàçûâàòü â êà÷åñòâå äîïîëíè-òåëüíîãî àðãóìåíòà ó �óíêöèè èñòî÷íèêîâ è èíòåíñèâíîñòè è ïèñàòü B(τ, η, ζ, ϕ) è I(τ, η, ζ, ϕ). Ñîîòâåòñòâóþùèåàçèìóòàëüíûå ãàðìîíèêè áóäåì îáîçíà÷àòü Bm(τ, η, ζ) è Im(τ, η, ζ), ïðè÷åì èíäåêñ 0 áóäåì îïóñêàòü. Çàìåòèì,÷òî åùå îäèí ñóùåñòâåííûé ïàðàìåòð çàäà÷è, à èìåííî, îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà àòìîñ�åðû, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ âçàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ è îò ñîñòîÿíèÿ àòìîñ�åðû (íàëè÷èå îáëà÷íîãî ïîêðîâà è/èëè ïûëè â íåé),íàìè òàêæå íå îòìå÷àåòñÿ, íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Íå îòìå÷àåòñÿ òàêæå ïàðàìåòð λ.Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîé àòìîñ�åðå, íà êîòîðóþ ïàäàåòïàðàëëåëüíûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ. Èíîãäà ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò îñíîâíîé.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçëó÷åíèå, âûõîäÿùåå èç àòìîñ�åðû. Â ñëó÷àå Çåìëè íàñ áîëüøå èíòå-ðåñóåò ïðîøåäøåå ÷åðåç àòìîñ�åðó èçëó÷åíèå, â ñëó÷àå ïëàíåò ìû íàáëþäàåì îòðàæåííîå èçëó÷åíèå. Ñîîò-âåòñòâóþùèå èíòåíñèâíîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç îáùèõ �îðìóë (55) ïðè τ = 0 (âòîðàÿ �îðìóëà) è τ = τ0 (ïåðâàÿ�îðìóëà). Ïðè ýòîì îòðàæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä óãëàìè, êîñèíóñ êîòîðûõ îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó ñðàçó çàìåíèìâ èíòåíñèâíîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ η íà −η, η > 0. Äëÿ îïèñàíèÿ âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ ââîäÿòñÿ äâåñïåöèàëüíûå âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå èíòåíñèâíîñòè, íî ñ âûäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè S è ζ:
I(0,−η, ζ, ϕ) =

τ0
∫

0

B(τ ′,−η, ζ, ϕ)e−τ ′/η dτ ′

η
= Sζρ(η, ζ, ϕ), (72)

I(τ0, η, ζ, ϕ) =

τ0
∫

0

B(τ ′, η, ζ, ϕ)e−(τ0−τ ′)/η dτ ′

η
= Sζσ(η, ζ, ϕ). (73)24



Âåëè÷èíû ρ è σ íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, à âìåñòå � êîý��è-öèåíòàìè ÿðêîñòè.×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà �îðìàëüíî ïîëàãàåòñÿ ζ = ∞, à x(γ∗) =
1. Òàêîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ èçîòðîïíûõ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ.á) Çàäà÷à Ìèëíà . Ê ýòîé çàäà÷å ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â àòìîñ�åðàõ çâåçä [77℄. Âèõ àòìîñ�åðàõ âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå (ËÒ�), ïðè êîòîðîì äåéñòâóþò òðè çà-êîíà ÒÄ�: â ðàâíîâåñèè íàõîäèòñÿ âåùåñòâî, íî íå èçëó÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò âûõîäèòü ÷åðåç ãðàíèöó. Îñòàåòñÿñïðàâåäëèâûì ëèøü ñîîòíîøåíèå Êèðõãî�à�Ïëàíêà, ñîãëàñíî êîòîðîìó îòíîøåíèå êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿè ïîãëîùåíèÿ ðàâíî �óíêöèè Ïëàíêà, ò. å. îòñóòñòâóåò ðàññåÿíèå: èçëó÷åíèå èñïûòûâàåò òîëüêî èñòèííîå ïî-ãëîùåíèå.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â ãëóáèíå çâåçäû, à ÷åðåç àòìîñ�åðó èçëó÷åíèå òîëüêîïðîõîäèò. Ïðè ýòîì ñïåêòð èçëó÷åíèÿ èçìåíÿåòñÿ, íî ïîëíûé (èíòåãðàëüíûé) ïîòîê |H | = πF îñòàåòñÿ ïîñòî-ÿííûì. Âñëåäñòâèå âûõîäà èçëó÷åíèÿ òåìïåðàòóðà âåùåñòâà ïîíèæàåòñÿ ê ãðàíèöå. Èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèòîò àçèìóòà, íî çàâèñèò îò çåíèòíîãî óãëà. Ôóíêöèÿ Ïëàíêà (êðîìå çàêðåïëåííîé ÷àñòîòû) çàâèñèò òîëüêî îòãëóáèíû, òàê êàê ñ ãëóáèíîé èçìåíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà. Ïîñêîëüêó ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîëùèíà àòìîñ�åð áîëüøèí-ñòâà çâåçä ñîñòàâëÿåò ëèøü ìàëóþ äîëþ èõ ðàäèóñà, ò. å. àòìîñ�åðà � ýòî òîíêèé ïîâåðõíîñòíûé ñëîé, èõ âáîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ÷èòàþò ïëîñêèìè. Ïðè ýòîì, òàê êàê îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà àòìîñ�åð âåëèêà, èõ ìîæíîìîäåëèðîâàòü ïëîñêîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäîé.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ ïëîñêîé ÷èñòîïîãëîùàþùåé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ òàê:

η
∂Iν(z, η)

∂z
= −ανIν(z, η) + εν . (74)Ñîîòíîøåíèå Êèðõãî�à�Ïëàíêà ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü åãî èíà÷å:

η
∂Iν(z, η)

∂z
= −αν [Iν(z, η) −Bν(T )]. (75)Óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî âñÿ èçëó÷àåìàÿ ëó÷èñòàÿ ýíåðãèÿ âîçíèêàåò èç ïîãëî-ùàåìîé â òîì æå ìåñòå àòìîñ�åðû:

4π

∞
∫

0

ενdν =

∞
∫

0

ανdν

∫

Iνd2ω (76)èëè
∞
∫

0

αν [Jν(z) −Bν(T )]dν = 0, (77)ãäå ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü
Jν(z) =

1

2

1
∫

−1

I(z, η)dη. (78)�ðàíè÷íîå óñëîâèå íóëåâîå: Iν(0, η) = 0 ïðè η > 0.Èç äâóõ óðàâíåíèé (75) è (77) âûòåêàåò ñîõðàíåíèå ïîëíîãî ïîòîêà èçëó÷åíèÿ:
dH

dz
= 0, H = 2π

∞
∫

0

dν

1
∫

−1

Iν(z, η)ηdη = −πF. (79)Ïîòîê îòðèöàòåëåí, òàê êàê âåêòîð ïîòîêà íàïðàâëåí íàðóæó, à âåëè÷èíà H ïðåäñòàâëÿåò åãî ïðîåêöèþ íàïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ãëóáèíû z.Ñëåäóþùèì ñóùåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì, ïðèâîäÿùèì ê çàäà÷å Ìèëíà, ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî êîý�-�èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â àòìîñ�åðå íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû αν = α. Òàêàÿ àòìîñ�åðà íàçûâàåòñÿ ñåðîé.Â ñëó÷àå ñåðîé àòìîñ�åðû îáû÷íîé �îðìóëîé åñòåñòâåííî ââåñòè åäèíóþ äëÿ âñåõ ÷àñòîò îïòè÷åñêóþ ãëó-áèíó τ , êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü àðãóìåíòîì âñåõ âåëè÷èí âìåñòî ãåîìåòðè÷åñêîé ãëóáèíû z. Óðàâíåíèå ïåðåíîñàìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ
η
∂Iν(τ, η)

∂τ
= −Iν(τ, η) +Bν(T (τ)) (80)ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ÷àñòîòàì, ÷òî äàåò

η
∂I(τ, η)

∂τ
= −I(τ, η) +B(T (τ)). (81)25



Çäåñü èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû
I(τ, η) =

∞
∫

0

Iν(τ, η)dν, B(T ) =

∞
∫

0

Bν(T )dν =
aSBc
4π

T 4. (82)Âòîðîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà.Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
dH(τ)

dτ
= −4π[J (τ) −B(T (τ))] = 0, J (τ) = B(T (τ)), (83)ãäå èíòåãðàëüíàÿ ñðåäíÿÿ èíòåíñèâñíîñòü

J (τ) =

∞
∫

0

Jν(τ)dν =
1

2

1
∫

−1

I(τ, η)dη. (84)Èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (81) âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (83) è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì I(τ, η) = 0 ïðè η > 0 ñëåäóåòèíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
B(T (τ)) =

1

2

∞
∫

0

E1(|τ − τ ′|)B(T (τ ′))dτ ′. (85)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñîñòàâëÿåò çàäà÷ó Ìèëíà [77℄. Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì, ñîîòâåòñòâó-þùèì óðàâíåíèþ Õâîëüñîíà (61) ïðè λ = 1. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè �îðìàëüíî çíà÷åíèå λ ðàâíî 1, êàêïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè, õîòÿ â àòìîñ�åðå ïðîèñõîäèò òîëüêî èñòèííîå ïîãëîùåíèå. Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèèèçëó÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â öåëîì ïî ñïåêòðó. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Ìèëíàè ïðè λ < 1. � 2.4. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû1. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàññåÿíèé. Íà÷íåì èçëîæåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ìîíîõðîìàòè÷åñêîìðàññåÿíèè ñ èñòîðè÷åñêè ïåðâûõ ìåòîäîâ, à èìåííî, ïðèáëèæåííûõ, ïîçâîëÿþùèõ äîâîëüíî ïðîñòî ïîëó÷èòüêà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ðåøåíèé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñ �èçè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ìåòîä � ðàñ÷åò ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàññåÿíèé.Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ â îïåðàòîðíîì âèäå:
B = B∗ + λK̂B. (86)Çäåñü B∗ � âåêòîð èç íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, èçîáðàæàþùèé èçâåñòíóþ �óíêöèþ (èñòî÷-íèêè), à B � èñêîìûé âåêòîð, ò. å. �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ. ×åðåç K̂ îáîçíà÷åí îäèí èç îïåðàòîðîâ, ÿäðà êîòîðûõáûëè âûïèñàíû ïðè �îðìóëèðîâêå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-íèé ïî ñõåìå

B0 = B∗, Bn+1 = B∗ + λK̂Bn. (87)Ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ýòîé ñõåìû äàåò
B = [1 + λK̂ + (λK̂ )2 + ...+ (λK̂ )n + ...]B∗ = (1 − λK̂ )−1B∗, (88)ò. å. ðÿä Íåéìàíà, êîòîðûé �îðìàëüíî ñóììèðóåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òî÷íî â òàêîé æå �îðìåðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (86), åñëè âòîðîå ñëàãàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè ïåðåíåñòè âëåâóþ è ïðèìåíèòü ê ðåçóëüòàòó îïåðàòîð, ñòîÿùèé ñïðàâà â (88).Çàìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ îïòè÷åñêèõ òîëùèíàõ ñëîÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ÿâëÿþòñÿ óðàâ-íåíèÿìè Ôðåäãîëüìà [66℄. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Íàéäåì ìîäóëü (òî÷íåå, åãîêâàäðàò) îïåðàòîðà:

||K̂ ||2 =
1

2

τ0
∫

0

dτ

τ0
∫

0

dτ ′E1(|τ − τ ′|) =
1

2

τ0
∫

0

dτ





τ
∫

0

dτ ′E1(τ − τ ′) +

τ0
∫

τ

dτ ′E1(τ
′ − τ)



 =

=
1

2

τ0
∫

0

dτ





τ
∫

0

dτ ′′E1(τ
′′) +

τ0−τ
∫

0

dτ ′′E1(τ
′′)



 =
1

2

τ0
∫

0

dτ [1 − E2(τ) + 1 − E2(τ0 − τ)] =

=
1

2



2τ0 − 2

τ0
∫

0

dτE2(τ)



 = τ0 + E3(τ0) −
1

2
. (89)26



Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà êîíå÷íà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ τ0, îäíàêî ïðè τ0 → ∞ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå ïðè τ0 = ∞ ïåðåñòàåò áûòü �ðåäãîëüìîâñêèì è ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Òåì íå ìåíåå,ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî è ïðè τ0 = ∞ ðÿä Íåéìàíà ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî õîðîøèõ âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ.�ÿä Íåéìàíà â ïðèíöèïå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ áûñòðîñõîäÿòñÿ, åñëè äîñòàòî÷íî ìàëà âåëè÷èíà λ è/èëè ìîäóëü îïåðàòîðà, ò. å. τ0. Åñëè æå λ áëèçêà ê åäèíèöå, à
τ0 âåëèêî, ðÿä ñõîäèòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìåäëåííî. Ïðè ýòîì ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì �óíêöèÿïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëå èçëó÷åíèÿ âíîñÿò âêëàä ðàññåÿíèÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïðèðàñ÷åòàõ ìíîãîêðàòíûõ ðàññåÿíèé ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü êðàòíûå (ïîâòîðíûå) èíòåãðàëû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñàìîïî ñåáå íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ê òîìó æå äàæå äàëåêèå ñëàãàåìûå â ðÿäå Íåéìàíà äàþò âêëàä, à âû÷èñëÿþòñÿ îíèâñå õóæå âñëåäñòâèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ, êîòîðûå íàêàïëèâàþòñÿ, òàê ÷òî ýòîò ñïîñîá â òàêîì ñëó÷àå íåïðèãîäåí[103℄.Òåì íå ìåíåå, íàéäåì âûõîäÿùåå èçëó÷åíèå ïîñëå ïåðâîãî ðàññåÿíèÿ â çàäà÷å îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè.2. Êîý��èöèåíòû ÿðêîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ÷èñëó ðàññåÿíèé �óíê-öèÿ èñòî÷íèêîâ B(τ, η, ζ, ϕ) = B∗(τ, η, ϕ) = (λS/4)x(γ∗)e

−τ/ζ . Òîãäà èç �îðìóë, âûðàæàþùèõ êîý��èöèåíòûÿðêîñòè ÷åðåç �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ, ò. å.
ρ(η, ζ, ϕ) =

1

Sηζ

τ0
∫

0

B(τ,−η, ζ, ϕ)e−τ/ηdτ, (90)
σ(η, ζ, ϕ) =

1

Sηζ

τ0
∫

0

B(τ, η, ζ, ϕ)e−(τ0−τ)/ηdτ, (91)ïîëó÷àåì
ρ(η, ζ, ϕ) =

λ

4

1 − e−τ0(1/η+1/ζ)

η + ζ
x(γs), (92)

σ(η, ζ, ϕ) =
λ

4

e−τ0/η − e−τ0/ζ

η − ζ
x(γs).Çäåñü êîñèíóñû óãëîâ ðàññåÿíèÿ â ñòîðîíû âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö òàêîâû:

cos γ∗ = −ηζ +
√

1 − η2
√

1 − ζ2 cosϕ, (93)
cos γ∗ = ηζ +

√

1 − η2
√

1 − ζ2 cosϕ. (94)Ïðèâåäåííûå �îðìóëû ÷àñòî èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé áåçîáëà÷íîé çåìíîé àòìîñ�å-ðû, îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà êîòîðîé â âèäèìîé ÷àñòè ñïåêòðà ïðèìåðíî 0.2�0.3.Äðóãèå ìåòîäû ïðèáëèæåííî ó÷èòûâàëè èìåííî ìíîãîêðàòíûå ðàññåÿíèÿ. Ïåðâûå (èñòîðè÷åñêè) òàêèå ìå-òîäû èñïîëüçîâàëè óñðåäíåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì. �àññìîòðèì äâà òàêèõ ìåòîäà [70℄.3. Äâóõïîòîêîâîå ïðèáëèæåíèå. Èíà÷å ýòî ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü âïëîòü äî ñåìèäåñÿòûõãîäîâ, à èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ è ñåé÷àñ, íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåìØâàðöøèëüäà�Øóñòåðà. Ïîíÿòèå î íåì äàäèìíà ïðèìåðå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ìèëíà.Ïðè ýòîì âàðèàíòå çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íàÿ àòìîñ�åðà, ò. å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî τ0 = ∞. Â íåéïðîèñõîäèò ÷èñòîå ðàññåÿíèå ñî ñ�åðè÷åñêîé èíäèêàòðèñîé. Íà âåðõíþþ ãðàíèöó èçëó÷åíèå íå ïàäàåò, è íåñòàâèòñÿ óñëîâèå íà íèæíåé ãðàíèöå. Òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ñîõðàíÿëñÿ ïîëíûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìååò âèä
η
dI(τ, η)

dτ
= −I(τ, η) +B(τ), B =

1

2

1
∫

−1

I(τ, η)dη. (95)Â ýòîì óðàâíåíèè íàïèñàíà íå ÷àñòíàÿ, à îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî îïòè÷åñêîé ãëóáèíå. Òàê ÷àñòî ïèøóòâ ðàáîòàõ ïî òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ óãëîâûå ïåðåìåííûå ïàðàìåòðàìè.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íà÷èíàåòñÿ ñ ââåäåíèÿ äâóõ èíòåãðàëîâ
I+(τ) =

1
∫

0

dηI(τ, η), I−(τ) =

0
∫

−1

dηI(τ, η). (96)27



Ýòè èíòåãðàëû ïðåäñòàâëÿþò ïîëíûå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî âíèç è ââåðõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèáëè-æåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå äâóõ äðóãèõ èíòåãðàëîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îò (96) òåì, ÷òî ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûéìíîæèòåëü η:
1
∫

0

ηdηI(τ, η) =
1

2
I+(τ),

0
∫

−1

ηdηI(τ, η) = −1

2
I−(τ). (97)Çäåñü èç-ïîä çíàêîâ èíòåãðàëîâ âûíåñåíû ïðèáëèæåííî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîñèíóñà η íà ïðîìåæóòêàõ [0, 1] è

[−1, 0].Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü è äàëåå:
J (τ) =

1

2

1
∫

−1

I(τ, η)dη, h(τ) =
1

2

1
∫

−1

I(τ, η)ηdη. (98)Ïåðâàÿ âåëè÷èíà åñòü ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü, âòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó èçëó÷åíèÿ, èäóùåìó âíèç, ò. å.ïðîåêöèè âåêòîðà ïîòîêà íà íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ãëóáèíû: H(τ) = 4πh(τ). ×åðåç ââåäåííûå âûøå îäíîñòî-ðîííèå èíòåíñèâíîñòè (96) âåëè÷èíû (98) âûðàæàþòñÿ òàê:
J (τ) =

1

2
[I+(τ) + I−(τ)], h(τ) =

1

4
[I+(τ) − I−(τ)]. (99)Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî òî÷íîå, à âòîðîå íàïèñàíî ñ ó÷åòîì ïðèáëèæåíèÿ (97). Ôîðìóëû, îáðàòíûå (99), äàþò

I+(τ) = J (τ) + 2h(τ), I−(τ) = J (τ) − 2h(τ). (100)Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå ïåðåíîñà (95) ïî η ñíà÷àëà ïî ïðîìåæóòêó [0, 1], à çàòåì ïî [−1, 0], ïîëó÷èì âòîì æå ïðèáëèæåíèè (97)
1

2

dI+(τ)

dτ
= −I+(τ) +B(τ), −1

2

dI−(τ)

dτ
= −I−(τ) +B(τ). (101)�ðàíè÷íîå óñëîâèå, âûðàæàþùåå îòñóòñòâèå äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî ñâåðõó, èìååò âèä I+(0) = 0.Ñîñòàâèâ ñóììó è ðàçíîñòü óðàâíåíèé (101), íàéäåì ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòèè ïîòîêà:

dh(τ)

dτ
= 0,

dJ (τ)

dτ
= −4h(τ). (102)�ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ýòèõ âåëè÷èí âûãëÿäèò òàê:

J (0) =
1

2
I−(0) = −2h(0). (103)Çäåñü òàêæå ïåðâîå ðàâåíñòâî òî÷íîå, à âòîðîå ïðèáëèæåííîå.Îáîçíà÷èì ïîñòîÿííûé â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîòîê ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èäóùåé ñêâîçü àòìîñ�åðó, ÷åðåç

πF . Òîãäà ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêèì:
h = −πF

4π
= −F

4
, J (τ) = F

(

τ +
1

2

)

. (104)Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å î ñåðîé çâåçäíîé àòìîñ�åðå, ãäå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿíàõîäÿòñÿ íå â ñàìîé àòìîñ�åðå, à â ãëóáèíå çâåçäû, îòêóäà èäåò íàðóæó ïîñòîÿííûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ πF .4. Ìåòîä ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ýòîãî ìåòîäà áûë ïðèìåíåí À.Ýääèíãòîíîì èíîñèò åãî èìÿ. Çäåñü òàêæå îãðàíè÷èìñÿ èçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì, íî â ïëîñêîì ñëîå îïòè÷åñêîé òîëùèíû τ0 ñàëüáåäî ÷àñòèöû λ.Â óðàâíåíèè ïåðåíîñà
η
dI(τ, η)

dτ
= −I(τ, η) +B(τ) (105)�óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ B = λJ +Bs = B(τ) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, íî èíòåíñèâíîñòü çàâèñèò íå òîëüêî îò τ ,íî è îò η. �àñêëàäûâàåì èíòåíñèâíîñòü â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà ñ àðãóìåíòîì η:

I(τ, η) =

∞
∑

n=0

In(τ)Pn(η), In(τ) =
2n+ 1

2

1
∫

−1

I(τ, η)Pn(η)dη. (106)28



Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (105) èìååòñÿ ìíîæèòåëü η. ×òîáû ðàçëîæèòü â ðÿä ïðîèçâåäåíèå ηI, âîñïîëüçóåìñÿñîîòíîøåíèåì èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà [13℄:
ηPn(η) =

(n+ 1)Pn+1(η) + nPn−1(η)

2n+ 1
. (107)Ïîäñòàíîâêà (106) â óðàâíåíèå (105) äàåò

∞
∑

n=0

(n+ 1)Pn+1(η) + nPn−1(η)

2n+ 1

dIn
dτ

= −
∞
∑

n=0

In(τ)Pn(η) +B. (108)Ïîñëå ñäâèãà èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ â ñóììå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëó÷èòñÿ
∞
∑

n=0

[

n

2n− 1

dIn−1

dτ
+

n+ 1

2n+ 3

dIn
dτ

]

Pn(η) = −
∞
∑

n=0

In(τ)Pn(η) +B. (109)Â óðàâíåíèè (109) ïðèðàâíèâàþòñÿ êîý��èöèåíòû ïðè ìíîãî÷ëåíàõ îäíîãî ïîðÿäêà:
n

2n− 1

dIn−1

dτ
+

n+ 1

2n+ 3

dIn
dτ

= −In(τ) +Bδn 0. (110)Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (110) áåñêîíå÷íà. Åå íàäî êàê-òî çàìêíóòü. Ïðîùå âñåãî ðÿä (106)çàìåíèòü êîíå÷íîé ñóììîé, ò. å. ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ âñå êîý��èöèåíòû, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî.Â ìåòîäå Ýääèíãòîíà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ
1

3

dI1
dτ

= −I0 +B,
dI0
dτ

+
2

5

dI2
dτ

= −I1 (111)è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî I2 = 0. Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî
1

2

1
∫

−1

(3η2 − 1)I(τ, η)dη = 0,
1

2

1
∫

−1

η2I(τ, η)dη =
1

3
J . (112)Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, âûíåñÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå çà åãî çíàê ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîñèíóñà, ðàâíîå 1/3.Ïðèìåíèì îïÿòü îáîçíà÷åíèÿ (98), à èìåííî:

I0 = J , I1 = 3h. (113)Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (111) çàïèñûâàþòñÿ òàê:
dh

dτ
= −(1 − λ)J +B0,

dJ
dτ

= −3h. (114)Åñëè èñêëþ÷èòü ïîòîê, ïîëó÷àåòñÿ îäíî óðàâíåíèå
d2J
dτ2

− 3(1 − λ)J + 3B0 = 0. (115)Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå îäíîðîä-íîãî óðàâíåíèÿ
J = C1e

kτ + C2e
−kτ , (116)ãäå k =

√

3(1 − λ). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,êîòîðûå âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûíîñÿòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîñèíóñà â íàïðàâëåíèè âíèç è ââåðõ.�ðàíè÷íûå èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
J (0) =

1

2

0
∫

−1

I(0, η)dη, J (τ0) =
1

2

1
∫

0

I(τ0, η)dη, (117)à ïîòîêè: íà âåðõíåé ãðàíèöå
h(0) =

1

2

0
∫

−1

I(0, η)ηdη = −1

4

0
∫

−1

I(0, η)dη = −1

2
J (0), (118)29



à íà íèæíåé
h(τ0) =

1

2

1
∫

0

I(τ, η)ηdη =
1

4

0
∫

−1

I(τ0, η)dη =
1

2
J (τ0). (119)Ñ ó÷åòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ (114) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè:

(

J − 2

3

dJ
dτ

) ∣

∣

∣

∣

τ=0

= 0,

(

J +
2

3

dJ
dτ

) ∣

∣

∣

∣

τ=τ0

= 0. (120)Äîâåäåì ðåøåíèå äî êîíöà äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ìèëíà, êîãäà λ = 1, B∗ = 0, τ0 = ∞. Óðàâíåíèÿ (114)ïðèíèìàþò �îðìó
dh

dτ
= 0,

dJ
dτ

= −3h. (121)Èõ ðåøåíèå ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè τ = 0

h = −F
4
, J =

3

4
F

(

τ +
2

3

)

. (122)Åùå îäèí êëàññè÷åñêèé ïðèáëèæåííûé ìåòîä îñíîâàí íå íà óñðåäíåíèè èíòåíñèâíîñòè, à íà ïðèáëèæåííîìïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëà ïî óãëó, õîòÿ â ñóùíîñòè èäåÿ òà æå.5. Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò. Ýòîò ìåòîä â òåîðèè ïåðåíîñà áûë ðàçðàáîòàí è øèðîêî ïðèìåíÿëñÿÑ.×àíäðàñåêàðîì [85℄ è íîñèò åãî èìÿ.Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíîé �îðìóëû. Èíòåãðàë ïî óãëó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé
1
∫

−1

I(τ, η)dη =

n
∑

j=1

ajI(τ, ηj), (123)êîòîðîé è çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàë â óðàâíåíèè. Çàòåì â óðàâíåíèå âìåñòî η ïîäñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ηj , è ïîëó-÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿïðè ýòîì î÷åíü ïðîñòû è ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè. Åñëè íà ãðàíèöû íå ïàäàåò èçëó÷åíèå, òî ïðè τ = 0 ðàâíû íóëþèíòåíñèâíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ηj , ïðè τ = τ0 � ñ îòðèöàòåëüíûìè.�àçðàáîòàíà îáøèðíàÿ òåîðèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ�óíêöèé è ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [38℄). Ïîñêîëüêó �îðìóëà (123) ñîäåðæèò 2n ïàðà-ìåòðîâ (n óçëîâ ηj è n âåñîâ aj), ìîæíî âûïîëíèòü 2n óñëîâèé. Óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð,âîçìîæåíû âûáîð ðàâíîìåðíîé ñåòêè óçëîâ èëè çàêðåïëåíèå ãðàíè÷íûõ óçëîâ. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû �îð-ìóëà äàâàëà òî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà äî 2n−1, ò. å. äëÿ ñòåïåíåé àðãóìåíòà 0, 1, 2, ..., 2n−1,òî ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ �îðìóëà íàèâûñøåé òî÷íîñòè. Â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ âèäà (123) òàêàÿ �îðìóëàíàçûâàåòñÿ �îðìóëîé �àóññà�Ëåæàíäðà. Âûâåäåì åå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.Ôîðìóëà íàèâûñøåé òî÷íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ èíòåãðàëà âèäà (123) èìååò âèä
1
∫

−1

f(η)dη = a1f(η1) + a2f(η2). (124)Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà
1
∫

−1

dη = a1 + a2 = 2,

1
∫

−1

η2dη = a1η
2
1 + a2η

2
2 =

2

3
,

1
∫

−1

ηdη = a1η1 + a2η2 = 0,

1
∫

−1

η3dη = a1η
3
1 + a2η

3
2 = 0. (125)Èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè î÷åâèäíî, ÷òî a1 = a2, η1 = −η2. ßñíî, ÷òî a1 = a2 = 1, η1 = −η2 = −1/

√
3.Ïðèìåíèì âûâåäåííóþ �îðìóëó ê èíòåãðàëó (123):

J =
1

2

1
∫

−1

I(τ, η)dη =
1

2

[

I

(

τ,− 1√
3

)

+ I

(

τ,
1√
3

)]

. (126)30



Îïÿòü îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å Ìèëíà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó çíà÷åíèé ηj ïîëó÷èòñÿ
− 1√

3

dI
(

τ,−1/
√

3
)

dτ
= −I

(

τ,− 1√
3

)

+ J , (127)
1√
3

dI
(

τ, 1/
√

3
)

dτ
= −I

(

τ,
1√
3

)

+ J . (128)Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ I(0, 1/√3) = 0, íàõîäèì ðåøåíèå
J =

3

4
F

(

τ +
1√
3

)

. (129)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Ìèëíà ïîëó÷åíî òðåìÿ ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïè-øåì ýòè ðåøåíèÿ ðÿäîì:
J = F

(

τ +
1

2

) � ìåòîä Øâàðöøèëüäà�Øóñòåðà,
J =

3

4
F

(

τ +
2

3

) � ìåòîä Ýääèíãòîíà,
J =

3

4
F

(

τ +
1√
3

) � ìåòîä ×àíäðàñåêàðà. (130)Ïåðâûå äâà ìåòîäà äàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè íà ãðàíèöå, âòîðûå äâà � ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ îïòè÷åñêîé ãëóáèíû, ò. å. â ãëóáîêèõ ñëîÿõ àòìîñ�åðû. Êîòîðûé èç òðåõ ìåòîäîâ áîëåå òî÷åí, âûÿñíèìâïîñëåäñòâèè. Çàìåòèì, ÷òî âòîðûå äâà ìåòîäà, â îòëè÷èå îò ïåðâîãî, äîïóñêàþò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå (ñáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè n). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìåòîä Ýääèíãòîíà áûë áû òîæäåñòâåí ìåòîäó ×àíäðàñåêàðà, åñëèáû ïðè �îðìóëèðîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïåðâîì èç íèõ â ïðåäñòàâëÿþùèõ ïîòîê èíòåãðàëàõ èç ðàâåíñòâ(118) è (119) âûíîñèëèñü íå ñðåäíèå êîñèíóñû, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå èõ çíà÷åíèÿ.Íàéäÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (95), ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â àòìîñ�åðå:
T (τ) =

[(

4π

ac

)

B(T (τ))

]1/4

=

[(

4π

ac

)

J (τ)

]1/4

. (131)6. Ìåòîä Ñîáîëåâà. Ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí Â.Â.Ñîáîëåâûì äëÿ çàäà÷è î äè��óçíîì îòðàæåíèè èïðîïóñêàíèè [70℄. Èçëîæèì åãî äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, ò. å. äëÿ çàäà÷è îá îòðàæåíèè. Ïåðåíîñ åãî íà ñëó÷àéêîíå÷íîãî ñëîÿ íåòðóäåí, íî ãðîìîçäîê. Êàê îáû÷íî, äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî àçèìóò ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿðàâåí íóëþ, ò. å. îòñ÷èòûâàåì àçèìóòû îò íàïðàâëåíèÿ ýòîãî âíåøíåãî ïîòîêà.Ìåòîä ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå ïðè ïðîñòåéøåé íåñ�åðè÷åñêîé èíäè-êàòðèñå. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì, áëèçêèì ê ìåòîäó Ýääèíãòîíà.Ïðè èíäèêàòðèñå
xapr(γ) = 1 + x1 cos γ = 1 + x1

[

ηη′ +
√

1 − η2

√

1 − η′2 cos(ϕ − ϕ′)

] (132)èíòåíñèâíîñòü è �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ñîñòîÿò èç äâóõ àçèìóòàëüíûõ ãàðìîíèê
I(τ, η, ϕ, ζ) = I0(τ, η, ζ) + 2I1(τ, η, ζ) cosϕ, (133)
B(τ, η, ϕ, ζ) = B0(τ, η, ζ) + 2B1(τ, η, ζ) cosϕ. (134)Êîý��èöèåíòû 2 ïåðåä âòîðûìè ñëàãàåìûìè ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàòíûå �îðìóëû áûëè îäèíàêîâû:
In(τ, η, ζ) =

1

2π

2π
∫

0

I(τ, η, ϕ, ζ) cos(nϕ)dϕ, (135)
Bn(τ, η, ζ) =

1

2π

2π
∫

0

B(τ, η, ϕ, ζ) cos(nϕ)dϕ. (136)Ñîîòâåòñòâåííî èìååì äâà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
η
dI0(τ, η, ζ)

dτ
= −I0(τ, η, ζ) +B0(τ, η, ζ), (137)

η
dI1(τ, η, ζ)

dτ
= −I1(τ, η, ζ) +B1(τ, η, ζ). (138)31



Çàïèøåì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè, ïîäñòàâèâ â íåãî èíäèêàòðèñó (132):
B(τ, η, ϕ, ζ) =

λS

4
(1 + x1ηζ)e

−τ/ζ + λJ + λx1ηh+

+
λSx1

4

√

1 − η2
√

1 − ζ2 cosϕe−τ/ζ + λx1

√

1 − η2g cosϕ. (139)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè
J (τ, ζ) =

1

4π

∫

I(τ, η, ϕ, ζ)d2ω =
1

2

1
∫

−1

I0(τ, η, ζ)dη, (140)äëÿ âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïîòîêó èçëó÷åíèÿ âíèç,
h(τ, ζ) =

H

4π
=

1

4π

∫

ηI(τ, η, ϕ, ζ)d2ω =
1

2

1
∫

−1

ηI0(τ, η, ζ)dη, (141)à òàêæå äëÿ íîâîé âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ãîðèçîíòàëüíûé ïîòîê â íàïðàâëåíèè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ,
g(τ, ζ)=

1

4π

∫

√

1−η2 cosϕI(τ, η, ϕ, ζ)d2ω=
1

2

1
∫

−1

√

1−η2I1(τ, η, ζ)dη. (142)Â ñâîþ î÷åðåäü àçèìóòàëüíûå ãàðìîíèêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ââåäåííûå âåëè÷èíû. Äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ýòèâûðàæåíèÿ ãëàñÿò
I0(τ, η, ζ) = J (τ, ζ) + 3h(τ, ζ)η, I1(τ, η, ζ) =

3

2

√

1 − η2g(τ, ζ), (143)â òî âðåìÿ êàê äëÿ �óíêöèé èñòî÷íèêîâ îíè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (139)) è èìåþò âèä
B0(τ, η, ζ) =

λS

4
(1 + x1ηζ)e

−τ/ζ + λJ (τ, ζ) + λx1ηh(τ, ζ), (144)
B1(τ, η, ζ) =

λS

8
x1

√

1 − η2
√

1 − ζ2e−τ/ζ +
λ

2
x1

√

1 − η2g(τ, ζ). (145)�åøàåì óðàâíåíèå äëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (137) ïî η ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè 1 è η èïðèìåíèâ ïðèáëèæåíèå Ýääèíãòîíà, ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ
dh

dτ
= −(1 − λ)J +

λS

4
e−τ/ζ,

dJ
dτ

= −(3 − λx1)h+
λS

4
x1ζe

−τ/ζ . (146)Èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ îäíî óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè
d2J
dτ2

− (1 − λ)(3 − λx1)J = −λS
4

[3 + (1 − λ)x1]e
−τ/ζ. (147)�åøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñëàãàåòñÿ èç îáùåãî ðå-øåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñâîáîäíîå ñëàãàåìîåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíòó, ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå òàêîé æå ýêñïîíåíòû ñ äðóãèì ìíîæèòåëåì. �å-øåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòû e±kτ , k ≥ 0, ãäå ïîêàçàòåëü k=

√

(1−λ)(3−λx1). Âñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû ðàñòóùóþ ýêñïîíåíòó ñëåäóåò îòáðîñèòü, òàê êàê ïîëå èçëó÷åíèÿ â çàäà÷åîá îòðàæåíèè îñëàáåâàåò ñ ãëóáèíîé. Êîý��èöèåíò ïåðåä óáûâàþùåé ýêñïîíåíòîé îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ, êîòîðîå èìååò âèä ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (120), ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìåòîäà Ýääèíãòîíà. Â ðåçóëüòàòåðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â �îðìå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:
J (τ, ζ) = Ce−kτ −De−τ/ζ. (148)Êîý��èöèåíòû ïðè ýêñïîíåíòàõ

C =
λS

4

ζ

3−λx1 + 2k

{

3 + (1 − λ)x1

1 − k2ζ2
[2 + (3 − λx1)ζ] − 2x1

}

, (149)
D =

λS

4
[3 + (1 − λ)x1]

ζ2

1 − k2ζ2
. (150)32



Ïî íàéäåííîé ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè èç (146) ëåãêî íàéòè è ïîòîê:
h(τ, ζ) =

1

3 − λx1

[

λS

4
x1e

−τ/ζ + kCe−kτ − D

ζ
e−τ/ζ

]

. (151)Ïåðåõîäèì ê ïåðâîé ãàðìîíèêå. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (138) ïî íàïðàâëåíèÿì çåíèòíîãî óãëà èí-òåãðàë ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ââèäó íàëè÷èÿ íå÷åòíîãî ìíîæèòåëÿ η ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, òàê ÷òîóðàâíåíèå äëÿ g ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïðîñòî:
g(τ, ζ) =

λS

4

√

1 − ζ2
x1

3 − λx1
e−τ/ζ. (152)Çàìåòèì, ÷òî (148) è (151) ñîäåðæàò äâå ýêñïîíåíòû, ó îäíîé èç êîòîðûõ (e−kτ ) êîý��èöèåíò ïåðåä τ ìåíüøå1, à ó äðóãîé (e−τ/ζ) � áîëüøå 1. Ïîýòîìó âòîðàÿ, îïèñûâàþùàÿ ïðÿìîå ïàäàþùåå èçëó÷åíèå, îñëàáëåííîå âàòìîñ�åðå, óáûâàåò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì ïåðâàÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî äè��óçíîå èçëó÷åíèå âíóòðè àòìîñ�åðûçíà÷èòåëüíî ñèëüíåå, ÷åì ïàäàþùåå. Àçèìóòàëüíàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ, îïèñûâàåìàÿ �óíêöèåé g, óáûâàåò òàê æå,êàê è ïîòîê ïåðâè÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x1 = 0, êîãäà ðàññåÿíèå èçîòðîïíî, è ïðè ζ = 1,êîãäà îñâåùåíèå íå çàâèñèò îò àçèìóòà.Ïî �îðìóëàì (143)�(145) ìîæíî íàéòè èíòåíñèâíîñòü è �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ â ýòîì ïðèáëèæåíèè. Âïðî-÷åì, èíòåíñèâíîñòü ìîæíî åùå óòî÷íèòü, ïîäñòàâèâ �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ â âûðàæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ÷åðåçíåå, ò. å. â �îðìàëüíîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâëåíà ïðîñòûìè ýêñïîíåíòàìè, âçÿòèåèíòåãðàëîâ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííî íàéäåíû �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ è èíòåíñèâíîñòü ïðè ïðîñòåéøåé èíäèêàòðè-ñå (132). Íà âòîðîì ýòàïå ìåòîäà Ñîáîëåâà ïðåäëàãàåòñÿ îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå ó÷åñòü òî÷íî, à ïðèáëèæåíèåñäåëàòü òîëüêî ïðè îïðåäåëåíèè ìíîãîêðàòíîãî. Äëÿ ýòîãî èç èíòåíñèâíîñòè (èëè �óíêöèè èñòî÷íèêîâ) âû÷èòà-åòñÿ ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîêðàòíîìó ðàññåÿíèþ ñ èíäèêàòðèñîé (132), è äîáàâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïðèîäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè ñ òî÷íîé èíäèêàòðèñîé. Ïðè ýòîì äëÿ êîý��èöèåíòîâ ÿðêîñòè èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû(92).Îïûò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîêàçàë äîñòàòî÷íóþ åãî òî÷íîñòü äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé. Ïðè÷èíà óñïåõà ìåòîäàâ òîì, ÷òî ñ êàæäûì ðàññåÿíèåì èçëó÷åíèå, ïåðâîíà÷àëüíî øåäøåå â îäíîì íàïðàâëåíèè, ðàñïëûâàåòñÿ, òàêêàê èíäèêàòðèñà èòåðèðóåòñÿ è òåì ñàìûì ñòàíîâèòñÿ áëèæå ê ñ�åðè÷åñêîé (ñì. íèæå). Âñå æå ìåòîä íåëüçÿïðèìåíÿòü, åñëè èíäèêàòðèñà î÷åíü âûòÿíóòà âïåðåä, òàê êàê òîãäà ðàçìûâàíèå èçëó÷åíèÿ ïî óãëàì ïðîèñõîäèòòîëüêî ïîñëå ìíîãèõ ðàññåÿíèé.Ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí â ñîðîêîâûõ ãîäàõ. Â ñåìèäåñÿòûõ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿ-þùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå åãî íà ñèëüíî âûòÿíóòûå èíäèêàòðèñû [27,78℄. Äëÿ òàêèõ èíäèêàòðèñ ìîæíî âûäåëèòüâûòÿíóòûé âïåðåä ó÷àñòîê, ïðåäñòàâèâ èõ ñóììîé èãîëü÷àòîé èíäèêàòðèñû è ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëàãàåìîãî:

x(γ) = 2bδ(cosγ − 1) + (1 − b)x∗(γ). (153)Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèÿì, òàê êàê ðàññåÿíèå ñ èãîëü÷àòîé èíäèêàòðèñîé, ïðè êîòîðîéíàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, �àêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óìåíüøàåòñÿêîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èíäèêàòðèñå (153) �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðà-æåíèåì
B(τ, η, ϕ, ζ) = B∗ +

λ

4π

∫

d2ω′[2bδ(cos γ − 1) + (1 − b)x∗(γ)]I(τ, η
′, ϕ′, ζ)+

= B∗ + λbI(τ, η, ϕ, ζ) +
λ

4π
(1 − b)

∫

d2ω′x∗(γ)I(τ, η
′, ϕ′, ζ). (154)Âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ïðîñòî âû÷èòàåòñÿ èç èíòåíñèâíîñòè, ñòîÿùåé ñïðàâà â óðàâíåíèè ïåðåíîñà (ñëàãàåìîå,îïèñûâàþùåå ïîãëîùåíèå), è êîý��èöèåíò ïðè íåé ïðåâðàùàåòñÿ â 1−λb (ïîñëå ââåäåíèÿ îïòè÷åñêîé ãëóáèíû;äî ââåäåíèÿ áûëî áû æ+σ+σb). Èçìåíèòñÿ è âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ �îòîíà: îíà ïðèîáðåòåò ìíîæèòåëü 1−b.Äîáàâî÷íûé ìíîæèòåëü 1−λb ìîæíî âíåñòè â îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó. Òîãäà âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ �îòîíà åùåðàç èçìåíèòñÿ è ñòàíåò λ(1−b)/(1−λb) = σ(1−b)/[æ+σ(1−b)]. Ïîñëå òàêîé ïåðåíîðìèðîâêè îïòè÷åñêèõ ãëóáèíè λ ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåñèëüíî âûòÿíóòûìè èíäèêàòðèñàìè, â ÷àñòíîñòè ìåòîä Ñîáî-ëåâà. Ñïîñîá âûáîðà ìíîæèòåëÿ b çàâèñèò îò ñâîéñòâ ðåàëüíîé èíäèêàòðèñû. Ïðèåì, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèèäåëüòàîáðàçíîé ÷àñòè èç èíäèêàòðèñû, íàçûâàåòñÿ èíîãäà òðàíñïîðòíûì ïðèáëèæåíèåì.7. Ñõîäèìîñòü èòåðèðîâàííûõ èíäèêàòðèñ ê ñ�åðè÷åñêîé. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à ñäåëàåì îäíîîáùåå çàìå÷àíèå. Êàê ìû âèäåëè, ìíîãîêðàòíûå ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò èòåðàöèÿì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿïåðåíîñà. Ïðè ýòîì èòåðèðóåòñÿ èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ. Ïðè íå ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáèíäèêàòðèñå òàêèå èòåðàöèè äîâîëüíî áûñòðî ñõîäÿòñÿ ê èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ.33



Äëÿ äåìîíñòðàöèè ñêàçàííîãî íàéäåì ñíà÷àëà âûðàæåíèå äëÿ èòåðàöèè èíäèêàòðèñ. Ïóñòü �îòîí, äâèæó-ùèéñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ω, ðàññåèâàåòñÿ ñ èíäèêàòðèñîé x(γ) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ω
′. Çàòåì ðàññåÿí-íûé �îòîí åùå ðàç ðàññåèâàåòñÿ ïðè äðóãîé èíäèêàòðèñå x(1)(γ) â íàïðàâëåíèå ω1. Îáîçíà÷èì ωω1 = cos γ,

ωω
′ = cos θ. Ââåäåì òàêæå íåêîòîðûé àçèìóò ϕ âåêòîðà ω

′ ïî îòíîøåíèþ ê ω. Òîãäà îáùàÿ âåðîÿòíîñòü óêà-çàííîãî ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ �îòîíà
x(2)(γ) =

1

4π

∫

d2ω′x(θ)x(1)(arccos(cos γ cos θ + sinγ sin θ cosϕ)). (155)Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî àçèìóòó ïîëó÷àåòñÿ ñâåðòêà äâóõ èíäèêàòðèñ:
x(2)(γ) =

1

2

π
∫

0

sin θdθx(θ)p(1)(cos γ, cos θ), (156)ãäå p(1) � óñðåäíåííàÿ ïî àçèìóòó èíäèêàòðèñà x(1)(γ).Ïðèìåíèì âûðàæåíèå (156) ê èòåðàöèÿì îäíîé èíäèêàòðèñû x(γ), êîòîðûå ñâÿçàíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíî-øåíèåì
x(n)(γ) =

1

2

π
∫

0

sin θdθx(n−1)(θ)p0(cos γ, cos θ), (157)ãäå òåïåðü p0 � ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî àçèìóòó ðàññìàòðèâàåìîé èíäèêàòðèñû.Èñõîäÿ èç ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà èíäèêàòðèñû (9) è åå àçèìóòàëüíîãî ñðåäíåãî (ðàâåíñòâî(45) ïðè m = 0), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ n-é èòåðèðîâàííîé èíäèêàòðèñû
x(n)(γ) =

∞
∑

m=0

x(n)
m Pm(cos γ), x(0)(γ) = x(γ), x(0)

m = xm, (158)ïðè âñåõ n ≥ 1 ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:
x(n)

m =
xm

2m+ 1
x(n−1)

m , (159)èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî
x(n)

m =

(

xm

2m+ 1

)n

xm. (160)Ïîñêîëüêó ó íåñëèøêîì ñèëüíî âûòÿíóòîé èíäèêàòðèñû xm < 2m+1 (ðàâåíñòâî ïðè âñåõm îòâå÷àåò èãîëü÷àòîéèíäèêàòðèñå (15)), âñå êîý��èöèåíòû (160), êðîìå x(n)
0 = 1, áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ñàìà èòåðèðîâàííàÿèíäèêàòðèñà � ê ñ�åðè÷åñêîé.Îòìå÷åííîå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò âûñîêóþ òî÷íîñòü ìåòîäà Ñîáîëåâà.� 2.5. Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäûÝâðèñòè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ òàêèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå íà îñíîâå íåïîñðåäñòâåííîãîðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ, ìèíóÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü èçâåñòíûå èç òðàäèöèîííîéòåîðèè èëè íîâûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ èëèèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïåðåíîñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, ýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñîçäàòåëèòåîðèè ïåðåíîñà ñòðåìèëèñü âûâåñòè áîëåå óäîáíûå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èëè âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèéäî èõ âû÷èñëåíèÿ. Çäåñü ðàññìîòðèì òðè òàêèõ ïîäõîäà: ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè, ìåòîä ñëîæåíèÿ ñëîåâ èâåðîÿòíîñòíûé ìåòîä.1. Ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè. Ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí Â.À.Àìáàðöóìÿíîì â ñîðîêîâûõ ãîäàõ [4℄. Èç-ëîæèì îäèí èç åãî âàðèàíòîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è îá îòðàæåíèè îò ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû ïðè èçîòðîïíîìðàññåÿíèè [44,70℄.Ïóñòü íà ãðàíèöó àòìîñ�åðû ïàäàåò ïîòîê ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé ñ èíòåíñèâíîñòüþ πS ïîä óãëîì arccos ζ.Îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, èíòåíñèâíîñòü îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ I(η, ζ) (ïðè èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè èìååòñÿ òîëü-êî íóëåâàÿ àçèìóòàëüíàÿ ãàðìîíèêà).Äîáàâèì ê àòìîñ�åðå ñëîé òàêîãî æå âåùåñòâà ìàëîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû ∆τ ≪ 1. Îò òàêîé äîáàâêèñâîéñòâà àòìîñ�åðû â öåëîì íå èçìåíÿòñÿ, ò. å. â îòðàæåííîì ïîòîêå èíòåíñèâíîñòü áóäåò òî÷íî òà æå. Îäíàêîìîæíî ðàññìîòðåòü, êàêèå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò â äîáàâî÷íîì ñëîå. Ýòî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿèíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ. 34



Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû òåîðèè ïåðåíîñà. Åñëè èçëó-÷åíèå ïðîõîäèò ñëîé òîëùèíîé τ ïîä óãëîì arccos ζ, îíî îñëàáëÿåòñÿ â e−τ/ζ ðàç. Òîò æå ñëîé ïîãëîùàåò äîëþ
1 − e−τ/ζ îò ïàäàþùåãî ïó÷êà. Ïàäàþùåå èçëó÷åíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ πS ïîä óãëîì arccos ζ ïîñòàâëÿåò íàåäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ãðàíèöû ýíåðãèþ πSζ, òàê êàê ýòî èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå íà åäèíè÷íóþ, à íàáîëüøóþ ïëîùàäü: 1/ζ (êàê èçâåñòíî, ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïîõîëîäàíèå çèìîé). Íàïðîòèâ, èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ ñåäèíèöû ïëîùàäè ε ïîä óãëîì arccos ζ äàåò èíòåíñèâíîñòü ε/ζ, òàê êàê íà ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åäèíè÷íóþ ïëî-ùàäêó ïîïàäàåò ïðè ýòîì ýíåðãèè â 1/ζ ðàç áîëüøå. �àññåÿíèå åäèíè÷íîãî îáúåìà â åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîëïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ λ/4π.Òåïåðü ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â äîáàâëåííîì ñëîå. Íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïÿòü ïðîöåññîâ, ïðè êîòîðûõ âýòîì ñëîå ïðîèñõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàññåÿíèÿ.1) Ïàäàþùåå èçëó÷åíèå ïðîõîäèò ÷åðåç äîáàâëåííûé ñëîé, îñëàáëÿÿñü â íåì, è îòðàæàåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íîéàòìîñ�åðîé ïîä óãëîì arccosη, êàê áóäòî äîáàâî÷íîãî ñëîÿ íåò. Ïî ïóòè ÷åðåç íåãî îíî åùå ðàç îñëàáëÿåòñÿ.�åçóëüòèðóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü

πS

(

1 − ∆τ

ζ

)

I(η, ζ)

πS

(

1 − ∆τ

η

)

. (161)Çäåñü îñëàáëåíèå â òîíêîì ñëîå ðàçëîæåíî ïî òîëùèíå ñëîÿ: e−∆τ/η ∼ 1− ∆τ/η. Ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå
(∆τ)2, ñëåäóåò îòáðîñèòü.2) Äîáàâëåííûé ñëîé ïîãëîùàåò è ðàññåèâàåò ÷àñòü ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ â ñòîðîíó ãðàíèöû ïîä çàäàííûìóãëîì arccosη. �àññåÿííîå èçëó÷åíèå ïðîñòî âûõîäèò. Ýòî äàåò èíòåíñèâíîñòü

πSζ
∆τ

ζ

λ

4π

1

η
. (162)3) ×àñòü ïîãëîùåííîãî èçëó÷åíèÿ ñëîé ðàññåèâàåò â ñòîðîíó ñðåäû ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì arccosη′. Ýòîèçëó÷åíèå îòðàæàåòñÿ îò íåå, êàê áóäòî ñëîÿ íåò. Ïî ïðîìåæóòî÷íîìó óãëó ñëåäóåò ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå.Èíòåíñèâíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïðîöåññó, ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé

1
∫

0

πSζ
∆τ

ζ

λ

4π

1

η′
2πdη′

I(η, η′)

πS
. (163)4) Îòðàæåííîå ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì îò âíóòðåííåé (íàõîäÿùåéñÿ ïîä ñëîåì) ãðàíèöû èçëó÷åíèå ïîãëî-ùàåòñÿ ñëîåì è ðàññåèâàåòñÿ ïîä íóæíûì óãëîì. Ýòà èíòåíñèâíîñòü

1
∫

0

I(η′, ζ)η′2πdη′
∆τ

η′
λ

4π

1

η
. (164)5) Îòðàæåííîå âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ èçëó÷åíèå ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ñëîåì ðàññåèâàåòñÿ èì â ñòîðîíóñðåäû, à çàòåì îòðàæàåòñÿ îò íåå. Çäåñü äâà ïðîèçâîëüíûõ óãëà, ïîýòîìó â ýòîì ñëàãàåìîì èíòåíñèâíîñòèïîÿâëÿåòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë:

1
∫

0

1
∫

0

I(η′, ζ)η′2πdη′
∆τ

η′
λ

4π

2πdη′′

η′′
I(η, η′′)

πS
. (165)Êîíå÷íî, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç äîáàâî÷íûé ñëîé èçëó÷åíèå îñëàáëÿåòñÿ â íåì. Îäíàêî ýòî îñëàáëåíèå, êàê è ïðî-öåññû ðàññåÿíèÿ âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, âíîñèò â èíòåíñèâíîñòü âêëàä áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ∆τ .Ñóììà âñåõ çàïèñàííûõ ñëàãàåìûõ äàåò òó æå îòðàæåííóþ èíòåíñèâíîñòü I(η, ζ). Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ñëàãà-åìûõ áåç ìíîæèòåëÿ ∆τ è äåëåíèÿ íà óêàçàííûé ìíîæèòåëü ïîëó÷àåì

I(η, ζ)

(

1

η
+

1

ζ

)

=
λS

4

1

η
+
λ

2

1
∫

0

I(η, η′)
dη′

η′
+

λ

2η

1
∫

0

I(η′, ζ)dη′ +
λ

S

1
∫

0

I(η, η′′)
dη′′

η′′

1
∫

0

I(η′, ζ)dη′. (166)Åñëè îò èíòåíñèâíîñòè ïåðåéòè ê êîý��èöèåíòó îòðàæåíèÿ
I(η, ζ) = Sρ(η, ζ)ζ, (167)óðàâíåíèå (166) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà S è óìíîæåíèÿ íà η ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé è ñèììåòðè÷íûé âèä:

ρ(η, ζ)(η+ζ)=
λ

4



1+2η

1
∫

0

ρ(η, η′)dη′







1+2ζ

1
∫

0

ρ(η′′, ζ)dη′′



 . (168)35



Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (168), åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìíîæèòåëåé. Ìíîæèòåëèâ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ î÷åíü ñõîæè ìåæäó ñîáîé, íî ïîðÿäîê àðãóìåíòîâ â íèõ ðàçëè÷åí. Â äàëüíåéøåì áóäåòïîêàçàíî, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Âîñïîëüçîâàâøèñüýòèì ñâîéñòâîì óæå ñåé÷àñ, èç óðàâíåíèÿ (168) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå êîý��èöèåíòà ÷åðåç îäíó �óíêöèþ (íåïóòàòü ñ àçèìóòîì)
ρ(η, ζ) =

λ

4

ϕ(η)ϕ(ζ)

η + ζ
. (169)Ïðè ïîëó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿ (169) èç óðàâíåíèÿ (168) áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà

ϕ(η) = 1 + 2η

1
∫

0

ρ(η, η′)dη′. (170)Ïîäñòàâèâ â ýòî îïðåäåëåíèå âûðàæåíèå (169), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ϕ:
ϕ(η) = 1 +

λ

2
ηϕ(η)

1
∫

0

ϕ(η′)

η + η′
dη′. (171)Ôóíêöèÿ ϕ è óðàâíåíèå (171) íîñÿò èìÿ Â.À.Àìáàðöóìÿíà. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñðàâíè-òåëüíî ïðîñòî ðåøàåòñÿ èòåðàöèÿìè. Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè Àìáàðöóìÿíà ïðè λ = 1 (ϕ(0) = 1ïðè âñåõ λ):

η 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
ϕ(η) 1.25 1.45 1.64 1.83 2.01 2.19 2.38 2.55 2.73 2.91

(172)Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè �óíêöèé ϕ(µ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ.
ϕ(η)
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1.0λ =

η�èñ. 3. Ôóíêöèè ϕ(η) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ λ.Ïðèìåíåííûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè ïîçâîëèë áåç ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ â ñðåäåè áåç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ âíóòðè ñðåäûïîëó÷èòü �îðìóëó (169), îòðàæàþùóþ ñòðóêòóðó èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ è âûðàæàþùóþ ýòó�óíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ ÷åðåç �óíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà, à òàêæå óðàâíåíèå (171), ðåøåíèå êîòîðîãî äàåòâîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü ýòó èíòåíñèâíîñòü.2. Ñëîæåíèå ñëîåâ. Ýòî âàðèàíò ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè, íî â îòíîøåíèè ñëîåâ êîíå÷íîé òîëùèíû.�àññìîòðèì îïÿòü çàäà÷ó îá îòðàæåíèè èçëó÷åíèÿ îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñ èçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ íà ãëóáèíå τ â ýòîé çàäà÷å, êàê è ðàíåå, ÷åðåç I(τ, η, ζ).Îòñå÷åì ìûñëåííî îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñëîé òîëùèíîé τ1. Ýòîò ñëîé áóäåì íàçûâàòü îòñå÷åííûì,à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü àòìîñ�åðû � óñå÷åííîé àòìîñ�åðîé. ßñíî, ÷òî íèæíåìó ñëîþ (óñå÷åííîé àòìîñ�åðå)áåçðàçëè÷íî, ÷òî åãî îñâåùàåò: ëåæàùèé ñâåðõó îòñå÷åííûé ñëîé èëè ïðîñòî òàêîå æå èçëó÷åíèå áåç ñàìîãî36



ñëîÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè óñå÷åííóþ ïîëóáåñêîíå÷íóþ ñðåäó îñâåòèòü âíåøíèì ïîòîêîì, îñëàáëåííûì, êàê áóäòîîí ïðîøåë îòñå÷åííûé ñëîé, à òàêæå òåì èçëó÷åíèåì, êîòîðîå ñîçäàâàëîñü â ýòîì âåðõíåì ñëîå, òî äëÿ íèæíåãîñëîÿ êàê áû íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ. Èçìåíèòñÿ òîëüêî íà÷àëî îòñ÷åòà ãëóáèí â óñå÷åííîé àòìîñ�åðå.Òàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ íà ãëóáèíå τ + τ1 èñõîäíîé àòìîñ�åðû ñëàãàåòñÿ èç òðåõ ñîñòàâ-ëÿþùèõ: 1) èíòåíñèâíîñòè â óñå÷åííîé àòìîñ�åðå íà ãëóáèíå τ îò îñëàáëåííîãî ïàäàþùåãî ïåðâè÷íîãîïîòîêà; 2) èç àíàëîãè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, íî îò èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ â îòñå÷åííîì ñëîå è ïàäàåò íàãðàíèöó óñå÷åííîé àòìîñ�åðû; 3) íàêîíåö, â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî âíèç, ïàäàþùåå íà ãðàíèöó äè��óçíîåèçëó÷åíèå âåðõíåãî ñëîÿ, îñëàáëÿÿñü ïî äîðîãå, ïîïàäàåò íà ãëóáèíó τ íèæíåãî ñëîÿ êàê ïðÿìîå èçëó÷åíèå. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå [31℄
I(τ + τ1, η, ζ) = e−τ1/ζI(τ, η, ζ) +

2π

πS

1
∫

0

I(τ1, η
′, ζ)I(τ, η, η′)dη′ + I(τ1, η, ζ)e

−τ/ηΘ(η). (173)ÇäåñüΘ(η) = [sgn(η)+1]/2��óíêöèÿ åäèíè÷íîãî ñêà÷êà. Ìíîæèòåëü 2π ïåðåä èíòåãðàëîì âîçíèêàåò âñëåäñòâèåèíòåãðèðîâàíèÿ ïî àçèìóòó, à ìíîæèòåëü â çíàìåíàòåëå � èç-çà òîãî, ÷òî íà ñëîé ïàäàåò ïîòîê, ðàâíûé íå πS,à I(τ1, η′, ζ).Ñîîòíîøåíèå (173) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòåíñèâíîñòü íà ãëóáèíå τ+τ1, åñëè èçâåñòíà èíòåíñèâíîñòü èçëó-÷åíèÿ íà ãëóáèíàõ τ è τ1. Åñëè â (173) ïîëîæèòü τ = τ1, òî ïîëó÷èòñÿ �îðìóëà óäâîåíèÿ ãëóáèí: ïî èçëó÷åíèþíà íåêîòîðîé ãëóáèíå ìîæíî ðàññ÷èòàòü èçëó÷åíèå íà äâîéíîé ãëóáèíå. Â òàêîì âèäå ñîîòíîøåíèå (173) áûëîïðèìåíåíî ê ðàñ÷åòó âíóòðåííåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å î äè��óçíîì îòðàæåíèè. Ñíà÷àëà èòåðàöèÿìè ðàñ-ñ÷èòûâàëàñü èíòåíñèâíîñòü íà ìàëûõ ãëóáèíàõ, à çàòåì ãëóáèíà óäâàèâàëàñü è äîâîäèëàñü äî áîëüøèõ çíà÷åíèé[26℄. Ìåòîä îêàçàëñÿ óñòîé÷èâûì è äàâàë äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü.3. Âåðîÿòíîñòíàÿ òðàêòîâêà. Òåîðèÿ ïåðåíîñà äîïóñêàåò èñòîëêîâàíèå ìíîãèõ ñâîèõ ñîîòíîøåíèé â òåð-ìèíàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Åãî ìîæíî íà÷àòü óæå ñ �îðìóëû äëÿ îñëàáëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè: ìíîæèòåëü
e−τ = e−αz ðàâåí âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî �îòîí ïðîéäåò ðàññòîÿíèå z áåç ïîãëîùåíèÿ èëè ðàññåÿíèÿ. Òîãäàðàçíîñòü 1− e−αz åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî �îòîí èñïûòàåò ïîãëîùåíèå, ò. å. ëèáî ïîãèáíåò, ëèáî ðàññåèòñÿ íà ðàñ-ñòîÿíèè z. Ýòà ðàçíîñòü åñòü, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ�îòîíà íà ïóòè z. Äè��åðåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì: ïðîèçâåäå-íèå e−αzαdz � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí, èçëó÷åííûé â êàêîì-ëèáî ìåñòå, ïîãëîòèòñÿ íà ðàññòîÿíèè îò z äî
z + dz.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

z =

∞
∫

0

zαe−αzdz =
1

α
(174)åñòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå �îòîí ïðîõîäèò áåç ïîãëîùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îïòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå τ = αz� ýòî äëèíà, èçìåðåííàÿ â ñðåäíèõ ñâîáîäíûõ ïðîáåãàõ �îòîíà.Äîïóñêàåò âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ è ÿäðî îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèÿ

E1(τ) =

1
∫

0

e−τ/η dη

η
(175)åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçëó÷åííûé â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó �îòîí äîéäåò ïî êàêîìó-ëèáî ïóòè, ò. å. ïîîòðåçêó, íàêëîíåííîìó âñå ðàâíî ïîä êàêèì óãëîì arccosη ê íîðìàëè ê ñëîÿì ïëîñêîé ñðåäû, äî ñëîÿ, îòñòîÿùåãîïî ãëóáèíå îò ñëîÿ åãî èçëó÷åíèÿ íà τ . Ïðîèçâåäåíèå E1(τ)dτ � âåðîÿòíîñòü, ÷òî �îòîí, èçëó÷åííûé íà ãðàíèöåâ ñòîðîíó ñðåäû, äîéäåò äî ãëóáèíû τ è ïîãëîòèòñÿ â ñëîå òîëùèíîé dτ . Ïîýòîìó èíòåãðàë

∞
∫

0

E1(τ)dτ = 1, (176)òàê êàê îí ðàâåí ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ �îòîíà íà êàêîé-íèáóäü ãëóáèíå.Â. Â.Ñîáîëåâ ââåë â òåîðèþ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè âûõîäà �îòîíà èç ñðåäû [70℄. Ýòî ïîíÿòèå îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèçâåäåíèå 2πp(τ, η)dη îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî �îòîí, íàõîäèâøèéñÿ â ïîãëîùåí-íîì ñîñòîÿíèè íà ãëóáèíå τ â ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðå ñ èçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì, âûéäåò èç ýòîé ñðåäûïîä óãëîì arccosη â òåëåñíîì óãëå 2πdη ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà ðàññåÿíèé. Òîãäà p(τ, η) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþâûõîäà �îòîíà èç ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû (òî÷íåå, ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè).37



Äëÿ ââåäåííîé âåëè÷èíû ëåãêî ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå
p(τ, η) =

λ

4π
e−τ/η +

λ

2

∞
∫

0

E1(|τ − τ1|)p(τ ′, η)dτ ′. (177)Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí èçëó÷èòñÿ è ñðàçó âûéäåò èç ñðåäû (áåç ðàñ-ñåÿíèé), à âòîðîå � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí âûéäåò èç ñðåäû, èñïûòàâ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðàññåÿíèå, ò. å.
λ/2 � âåðîÿòíîñòü ðàññåÿòüñÿ â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó (âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ ãëóáèíû), E1(|τ − τ ′|)dτ ′ �âåðîÿòíîñòü ïðîéòè íåïîãëîùåííûì ñ ãëóáèíû τ íà ãëóáèíó τ ′ è ïîãëîòèòüñÿ òàì â ñëîå òîëùèíîé dτ ′ è, íàêî-íåö, p(τ ′, η) � âåðîÿòíîñòü âûéòè ïîñëå ýòîãî èç ñðåäû â íóæíîì íàïðàâëåíèè. Ñóììà äàåò ïîëíóþ âåðîÿòíîñòüñîáûòèÿ.Óðàâíåíèå (177) ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ â çàäà÷å î äè��óçíîì îòðà-æåíèè îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ñðàâíåíèå äâóõ óðàâíåíèé óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëÿåìûìè èìèâåëè÷èíàìè:

p(τ, η) =
B(τ, η)

πS
. (178)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâÿçûâàåìûå ñîîòíîøåíèåì (178) �óíêöèè èìåþò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûé ñìûñë. Ñïðàâà ñòî-èò �óíêöèÿ, ðàâíàÿ ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé â åäèíè÷íîì òåëåñíîì óãëå íà ãëóáèíå τ , åñëè ïîä óãëîì arccosη íàãðàíèöó àòìîñ�åðû ïàäàåò åäèíè÷íûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ. Ñëåâà æå � âåðîÿòíîñòü âûéòè �îòîíó èç òàêîé æå àò-ìîñ�åðû ïîä óãëîì arccosη, åñëè ýòîò �îòîí áûë ïîãëîùåí íà ãëóáèíå τ . Ñîâïàäåíèå òàêèõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿïðèíöèïîì âçàèìíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì îáðàòèìîñòè îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.Ïîìèìî ýâðèñòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. âîçìîæíîñòè âûâîäèòü íîâûå óðàâíåíèÿ èç âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæå-íèé, âåëè÷èíà p(τ, η) èìååò è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Åñëè íàéòè âåðîÿòíîñòü âûõîäà, òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûìïî èçâåñòíîé ìîùíîñòè ïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ B∗(τ) âû÷èñëèòü èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ ïðîñòûìèíòåãðèðîâàíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî ïî ñìûñëó âåðîÿòíîñòè âûõîäà óêàçàííàÿ èíòåíñèâíîñòü [70℄

I(η) =
4π

λ

∞
∫

0

B∗(τ)p(τ, η)
dτ

η
. (179)4. Ïðèìåíåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïëîäîòâîðíûå ðåçóëüòàòû äàåò îäíîâðåìåííîå ïðèìåíåíèå ðàç-ëè÷íûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, äîáàâëåíèå ìàëîãî ñëîÿ ê ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðå ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè âûõîäà [70℄

p(τ + dτ, η) = p(τ, η)

(

1 − dτ

η

)

+

1
∫

0

p(τ, η′)
dτ

η′
2πdη′p(0, η). (180)Ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûõîäà ñ ãëóáèíû τ + dτ ðàâíà ñóììå äâóõ âåðîÿòíîñòåé: 1) âûéòè ñýòîé ãëóáèíû íà ãëóáèíó dτ è èñïûòàòü îñëàáëåíèå â ñëîå òîëùèíîé dτ , 2) ïîñëå âûõîäà íà ãëóáèíó dτ ïîäïðîèçâîëüíûì óãëîì ïîãëîòèòüñÿ â ýòîì òîíêîì ñëîå è ðàññåÿòüñÿ â ñòîðîíó ñðåäû â òåëåñíîì óãëå 2πdη′ ñïîñëåäóþùèì âûõîäîì èç ñðåäû ïîä çàäàííûì óãëîì. Îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ

∂p(τ, η)

∂τ
= −1

η
p(τ, η) + 2πp(0, η)

1
∫

0

p(τ, η′)
dη′

η′
. (181)Èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å îá îòðàæåíèè, â êîòîðîé B∗(τ, ζ) =

λS

4
e−τ/ζ, âûðàæàåòñÿ÷åðåç �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ ýòîé çàäà÷è è ÷åðåç âåðîÿòíîñòü âûõîäà:

I(η, ζ) = Sρ(η, ζ)ζ =

∞
∫

0

B(τ, ζ)e−τ/η dτ

η
=

4π

λ

∞
∫

0

λS

4
e−τ/ζp(τ, η)

dτ

η
. (182)Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ è âåðîÿòíîñòü âûõîäà:

ρ(η, ζ) =
π

ηζ

∞
∫

0

e−τ/ζp(τ, η)dτ. (183)Ñîîòíîøåíèÿ (178) è (183) äîêàçûâàþò èñïîëüçîâàííóþ íàìè âûøå ñèììåòðè÷íîñòü �óíêöèè ρ(η, ζ).38



Â ñâîþ î÷åðåäü è âåðîÿòíîñòü âûõîäà ñ íóëåâîé ãëóáèíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ è�óíêöèþ Àìáàðöóìÿíà. Ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (177) ïðè τ = 0 è ñâÿçè (183):
p(0, η) =

λ

4π



1 + 2η

1
∫

0

ρ(η, η′)dη′



 =
λ

4π
ϕ(η). (184)Âûâåäåííîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë �óíêöèè Àìáàðöóìÿíà: ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèâûõîäà �îòîíà, èçëó÷åííîãî íà íóëåâîé ãëóáèíå, ïîä îïðåäåëåííûì óãëîì ê ïîâåðõíîñòè.Âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è ìíîãèå äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ.Ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè è ìåòîä ñëîæåíèÿ ñëîåâ áûëè âïîñëåäñòâèè ðàçâèòû, îáîáùåíû è øèðîêî ïðèìå-íÿëèñü äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíûõ çàäà÷ îòäåëüíî è â êîìáèíàöèè ñ âåðîÿòíîñòíûì ïîäõîäîì Ñ.×àíäðàñåêàðîì [85℄,Â. Â.Ñîáîëåâûì [70℄ è åãî øêîëîé [31,88℄, áþðàêàíñêèìè ó÷åíèêàìè Â.À.Àìáàðöóìÿíà è äðóãèìè (ñì. ñáîðíèêòðóäîâ Ñèìïîçèóìà, ïîñâÿùåííîãî 40 ëåòèþ ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè [62℄).5. Àëüáåäî ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû. Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìûå â äâóõ ïîñëåäíèõ â ýòîì ïàðàãðà-�å ïóíêòàõ âîïðîñû ïðÿìî íå ñâÿçàíû ñ îïèñàííûìè âûøå ìåòîäàìè, ýòè âîïðîñû ïðèìûêàþò ê ìåòîäàì ïîïîäõîäó. �å÷ü ïîéäåò î õàðàêòåðèñòèêàõ ñâå÷åíèÿ ïëàíåòíûõ àòìîñ�åð [77℄.Àòìîñ�åðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêóþ îáîëî÷êó íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû. Íàïðèìåð, çåìíàÿ àòìîñ�åðàèìååò âûñîòó ïîðÿäêà 10 êì, â òî âðåìÿ êàê ðàäèóñ Çåìëè 6400 êì. Ïîýòîìó àòìîñ�åðó ëîêàëüíî ìîæíî ìîäå-ëèðîâàòü ïëîñêèì ñëîåì. Åå îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ïðè îòñóòñòâèè îáëàêîâ â âèäèìîì ó÷àñòêå ñïåêòðà ïîðÿäêà0.2�0.4. Îäíàêî îáëà÷íûé ñëîé ìîæåò èìåòü îïòè÷åñêóþ òîëùèíó, èçìåðÿåìóþ ñîòíÿìè. Òàêóþ àòìîñ�åðó,ðàññìàòðèâàåìóþ èçâíå èëè ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëóáåñêîíå÷íîé. Åùå áîëåå îïòè÷åñêè òîë-ñòû àòìîñ�åðû Âåíåðû, Þïèòåðà è ïëàíåò, ðàñïîëîæåííûõ çà Þïèòåðîì. Àòìîñ�åðû ïî÷òè âñåõ ïëàíåò (çàèñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, Ìåðêóðèÿ), âêëþ÷àÿ è ìàðñèàíñêóþ, îïòè÷åñêè òîëñòû â èí�ðàêðàñíîé îáëàñòè.Àëüáåäî ïëàíåòû � ýòî îòðàæåííàÿ ÷àñòü ïàäàþùåé íà íåå ýíåðãèè. Íàñ èíòåðåñóåò äè��óçíîå îòðàæåíèåèçëó÷åíèÿ àòìîñ�åðîé ïëàíåòû. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, S � ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, ò. å. πS � îñâåùåííîñòü ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé ïëîùàäêè â ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòîòå. Òîãäà íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïëîñêîé àòìîñ�åðû ïàäàåòêîëè÷åñòâî ýíåðãèè Eïàä = πSζ, ãäå arccos ζ � óãîë ïàäåíèÿ âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ. Îòðàæàåòñÿ îò àòìîñ�åðû ïîäóãëîì arccosη è àçèìóòîì ϕ èçëó÷åíèå èíòåíñèâíîñòè I(0,−η, ϕ, ζ), à êîëè÷åñòâî ýíåðãèè ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäè

I(0,−η, ϕ, ζ)η. Ïîëíàÿ îòðàæåííàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
Eîòð =

∫

I(0,−η, ϕ, ζ)ηd2ω = 2πSζ

1
∫

0

ρ(η, ζ)ηdη. (185)ßñíî, ÷òî â ïîëíîå îòðàæåííîå èçëó÷åíèå äàåò âêëàä òîëüêî íóëåâàÿ ãàðìîíèêà â ðàçëîæåíèè ïî êîñèíóñàìêðàòíûõ àçèìóòîâ (èíäåêñ 0 íå ïèøåòñÿ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àëüáåäî
A(ζ) =

Eîòð
Eïàä = 2

1
∫

0

ρ(η, ζ)ηdη. (186)Âûðàæåíèå (186) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ïîäñòàâèâ â (186) ïðåä-ñòàâëåíèå (169), ïîëó÷èì âûðàæåíèå àëüáåäî ÷åðåç �óíêöèþ Àìáàðöóìÿíà:
A(ζ) =

λ

2
ϕ(ζ)

1
∫

0

ϕ(η)
ηdη

η + ζ
. (187)Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Àìáàðöóìÿíà (171). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìîìåíòîâ�óíêöèè ϕ(η)

αn =

1
∫

0

ηnϕ(η)dη (188)è ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü ñëåäóþùèì îáðàçîì: η/(η+ ζ) = 1− ζ/(η+ ζ). Çàòåì âûðàçèì èíòåãðàëîò âòîðîé äðîáè ÷åðåç �óíêöèþ ϕ(η) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (171). Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî àëüáåäî ïîëóáåñêîíå÷íîéàòìîñ�åðû
A(ζ) =

λ

2
ϕ(ζ)





1
∫

0

ϕ(η)dη − ζ

1
∫

0

ϕ(η)
dη

η + ζ



 = ϕ(ζ)

[

λ

2
α0 +

1

ϕ(ζ)
− 1

]

. (189)39



Äëÿ íóëåâîãî ìîìåíòà ëåãêî íàéòè ïðîñòîå âûðàæåíèå. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (171) ïî η îò íóëÿ äî 1,à çàòåì ïîìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ η è η′:
α0 = 1 +

λ

2

1
∫

0

1
∫

0

dηdη′ϕ(η)ϕ(η′)
η

η + η′
= 1 +

λ

2

1
∫

0

1
∫

0

dηdη′ϕ(η)ϕ(η′)
η′

η + η′
. (190)Âçÿâ ñóììó äâóõ âûðàæåíèé äëÿ ìîìåíòà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

2α0 = 2 +
λ

2
α2

0. (191)Èç ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì
α0 =

2

λ

[

1 −
√

1 − λ
]

. (192)Çäåñü âûáðàí çíàê ìèíóñ, òàê êàê ïðè λ→ 0 �óíêöèÿ ϕ(η) ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (171) ñòðåìèòñÿ ê 1 è åå íóëåâîéìîìåíò òîæå ñòðåìèòñÿ ê 1. Ïðè çíàêå ïëþñ ïðåäåë ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íûì.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (192) â (189), íàéäåì îêîí÷àòåëüíóþ �îðìóëó
A(ζ) = 1 −

√
1 − λϕ(ζ). (193)Ïðè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ ïîëó÷àþòñÿ åñòåñòâåííûå çíà÷åíèÿ àëüáåäî. Ïðè λ = 1 âñå ïàäàþùåå èçëó÷åíèåîòðàæàåòñÿ è A(ζ) = 1, à ïðè λ = 0 ñàìà �óíêöèÿ ϕ(η) = 1 è A(ζ) = 0. Íà ðèñ. 4 îòðàæåí õîä èçìåíåíèÿ àëüáåäî

A(ζ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ.
A(ζ)
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ζ�èñ. 4. Ïëîñêîå àëüáåäî A(ζ) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ λ.Àëüáåäî ïëîñêîãî ñëîÿ ÷àñòî íàçûâàþò ïëîñêèì àëüáåäî. Íàðÿäó ñ íèì ðàññìàòðèâàåòñÿ è èíòåãðàëüíàÿâåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçëó÷åíèå îò âñåé ïëàíåòû. Âûðàæåíèå äëÿ íåå ìû íàéäåì â ñëåäóþùåì ïóíêòå.6. Ñ�åðè÷åñêîå àëüáåäî ïëàíåòû. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ïëàíåòû ÷åðåç R. Àëüáåäî ïëàíåòû îïðåäåëÿåòñÿòàê æå, êàê è âûøå îïðåäåëÿëîñü àëüáåäî ñëîÿ. Ýòî îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà îòðàæåííîé ýíåðãèè ê êîëè÷åñòâóïàäàþùåé. Íà ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû ïàäàåò, î÷åâèäíî, Eïàä = πSπR2. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî îòðàæåííîé ëó÷èñòîéýíåðãèè äàåòñÿ �îðìóëîé
Eîòð = πS

R
∫

0

A(ζ)2πrdr. (194)Çäåñü ζ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà íàáëþäàòåëÿ è ðàäèóñîì, ïðîâåäåííûì â îïðåäåëåííîé òî÷êå íà ïîëó-ñ�åðå, îáðàùåííîé ê íàáëþäàòåëþ, ò. å. óãîë ïàäåíèÿ âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå 2πrdr ðàâíî ïëîùàäèêîëüöà ïðè çàêðåïëåííîì óãëå ïàäåíèÿ. ßñíî, ÷òî r = R
√

1 − ζ2, rdr = −R2ζdζ è
Eîòð = 2π2SR2

1
∫

0

A(ζ)ζdζ. (195)40



Òàêèì îáðàçîì,
Añ�ð =

Eîòð
Eïàä = 2

1
∫

0

A(ζ)ζdζ = 1 − 2
√

1 − λα1. (196)Ê ñîæàëåíèþ, ïåðâûé ìîìåíò íå èìååò ïðîñòîãî âûðàæåíèÿ. Åãî ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ íàéòè òåì æåñïîñîáîì, ÷òî è íóëåâîé ìîìåíò. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ (171) íà ηdη è èíòåãðèðîâàíèåíè÷åãî íå äàåò. Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ åãî íà η2dη. Çàòåì ñëîæèì ïîëó-÷åííîå ðàâåíñòâî ñ åãî ìîäè�èêàöèåé ïîñëå âçàèìíîãî èçìåíåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëåñïðàâà. Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ α0 íàéäåì
2
√

1 − λα2 =
2

3
− λ

2
α2

1. (197)Òîëüêî ïðè λ = 1 ïîëó÷àåòñÿ α1 = 2/
√

3. Îäíàêî äëÿ ñ�åðè÷åñêîãî àëüáåäî ýòîò ðåçóëüòàò áåñïîëåçåí.Ïðèâåäåì òàáëèöó çíà÷åíèé ñ�åðè÷åñêîãî àëüáåäî:
λ 0.0 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Añ�ð 0.0 0.11 0.15 0.19 0.26 0.34 0.48 1.0

(198)Îòìåòèì áûñòðîå óáûâàíèå àëüáåäî ïðè óìåíüøåíèè λ.� 2.6. �åøåíèå îñíîâíûõ çàäà÷ äëÿ ïëîñêèõ ñðåä1. Áåñêîíå÷íàÿ ñðåäà. Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì îñíîâíûå çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèå êàê òåîðåòè÷å-ñêèé èíòåðåñ, òàê è èìåþùèå íåïîñðåäñòâåííîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à,ãäå ðàññìàòðèâàëîñü èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå, çäåñü áóäåò èçó÷àòüñÿ ðàññåÿíèå ïðè ïðîèçâîëüíîé èíäèêàòðèñå.Îãðàíè÷èìñÿ, êàê è âî âñåì êóðñå, ïëîñêèìè ñðåäàìè è íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ñðåäû áåç ãðàíèö, ò. å.áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû [4℄.Êîíå÷íî, òàêàÿ ñðåäà íåâîçìîæíà, ýòî � ñèëüíàÿ àáñòðàêöèÿ. Îäíàêî åñëè íàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ âîïòè÷åñêè î÷åíü òîëñòîé ñðåäå âäàëè îò åå ãðàíèö, òî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëèçóåòñÿñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ñðåäû.Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä. Îíè çàïèñûâàþòñÿ îäè-íàêîâî äëÿ ëþáîé àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêè. Ïîýòîìó íå áóäåì óêàçûâàòü íîìåð m â èíäåêñå ó âñåõ âåëè÷èíêðîìå ãàðìîíèêè èíäèêàòðèñû:
η
dI(τ, η)

dτ
= −I(τ, η) +B(τ, η), (199)

B(τ, η) = B∗(τ, η) +
λ

2

1
∫

−1

pm(η, η′)I(τ, η′)dη′. (200)Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû íåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê êàê íåò ãðàíèö. Îäíàêî îáû÷íî íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿíà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðè τ → ±∞. Åñëè çàäà÷à îïè-ñûâàåò ðåàëüíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ, òî íåîáõîäèìî òðåáîâàòü, ÷òîáû åãî èíòåíñèâíîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàëàèëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå î÷åíü ñèëüíî âîçðàñòàëà.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à áåç èñòî÷íèêîâ íà êîíå÷íîì ðàññòî-ÿíèè, ò. å. ñëó÷àé, êîãäà B∗(τ, η) = 0 [76℄. Ó ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è áóäåì ïèñàòü èíäåêñ ∞. Îíè îïðåäåëÿþòñÿòåìè æå óðàâíåíèÿìè (199) è (200) ñ B∗(τ, η) = 0. Ïîëíîå îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ íå äîëæíî ñîçäàâàòü íèêàêîãîïîëÿ, ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïåðâè÷íûå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿíàõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû íà τ = −∞. ×òîáû áåñêîíå÷íîóäàëåííûå èñòî÷íèêè ñîçäàâàëè êîíå÷íîå ïîëå èçëó÷åíèÿ, èõ ìîùíîñòü äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîé. ßñíî, ÷òîïðè ïðèáëèæåíèè ê áåñêîíå÷íûì èñòî÷íèêàì ïîðîæäàåìîå èìè ïîëå èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå ñèëüíåå è òî-æå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. ïðè τ → +∞, ïîëå èçëó÷åíèÿ äîëæíîîñëàáåâàòü. Ýòî è åñòü óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ.Çàïèøåì äëÿ �óíêöèé èñòî÷íèêîâ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
B∞(τ, η) =

λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′
τ
∫

−∞

B∞(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

τ

B∞(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
. (201)Óðàâíåíèå ïåðåíîñà íå ìåíÿåò ñâîåãî âèäà. 41



Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå
I∞(τ, η) = i(η)e−kτ , B∞(τ, η) = b(η)e−kτ . (202)Çäåñü i(η), b(η) � èñêîìûå �óíêöèè, à k � èñêîìàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêàÿ �îðìà ðåøåíèÿ ïîäñêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-ùèì ñîîáðàæåíèåì. Â áåñêîíå÷íîé ñðåäå íåò âûäåëåííîãî óðîâíÿ ãëóáèíû, ïîýòîìó çà íóëåâóþ ìîæíî ïðèíÿòüëþáóþ ãëóáèíó. Ôîðìà ðåøåíèÿ â âèäå ýêñïîíåíòû ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó, òàê êàê ïåðåõîä ê äðóãîìó óðîâíþîòñ÷åòà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå e−k(τ−τ1)e−kτ1 . Ïîñëåäíÿÿ ýêñïîíåíòà ïåðåõîäèò ìíîæèòåëåì ê �óíêöèÿì i(η)è b(η), è �îðìà ðåøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.×èñëî k îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷èñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ íóëåâîé àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêè, ÷òî �èçè÷åñêè ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, òàê êàê àçè-ìóòàëüíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé íåîòêóäà âçÿòüñÿ ïðè èñòî÷íèêàõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó íèæå ñ÷èòàåì

m = 0.Ïîäñòàâèâ (202) â óðàâíåíèå (199) (ñ èíäåêñîì ó ðåøåíèé ∞), ïîëó÷èì
(1 − kη)i(η) = b(η), i(η) =

b(η)

1 − kη
, (203)òàê ÷òî �óíêöèè b(η) è i(η) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîäñòàíîâêà (202) â óðàâíåíèå (200) ïðè B∗(τ, η) = 0ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

b(η) =
λ

2

1
∫

−1

p0(η, η
′)i(η′)dη′ èëè b(η) =

λ

2

1
∫

−1

p0(η, η
′)

b(η′)

1 − kη′
dη′. (204)Ýòî îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé. Òî÷íî òàêîå æå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè �îð-ìóëó äëÿ B∞(τ, η) ïîäñòàâèòü â îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà (201) ñ m = 0.Îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå k, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (204), âñåãäà âñòðå÷àþòñÿïàðàìè: ±k. Äåéñòâèòåëüíî, èç (204) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå k íà −k è b(η) íà b(−η) óðàâíåíèåîñòàåòñÿ â ñèëå (òàê êàê p0(−η,−η′) = p0(η, η

′)). Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (204) ÿâëÿþòñÿ òàêæå�óíêöèè
B∞(−τ,−η) = b(−η)ekτ , I∞(−τ,−η) =

b(−η)
1 + kη

ekτ . (205)Ôàêòè÷åñêè, ýòî òî æå ñàìîå ðåøåíèå, ÷òî è (202), íî ñ èñòî÷íèêàìè íà τ = +∞. Ïðè òàêîì ïåðåìåùåíèèèñòî÷íèêîâ ïðîñòî èçìåíÿåòñÿ îòñ÷åò ãëóáèí è óãëîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.Ïóñòü èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ðàçëîæåíà ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà
x(γ) =

∞
∑

l=0

xlPl(cos γ). (206)Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�îâ, óñðåäíåííàÿ ïî àçèìóòàì èíäèêàòðèñà
p0(η, η

′) =

∞
∑

l=0

xlPl(η)Pl(η
′). (207)Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (204) ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëåæàíäðà ðàñ-êëàäûâàåòñÿ è �óíêöèÿ b(η):

b(η) =

∞
∑

l=0

xlblPl(η), (208)ãäå ââåäåíû êîý��èöèåíòû
bl =

λ

2

1
∫

−1

b(η)Pl(η)

1 − kη
dη. (209)Èç (209) è (208) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ bl, l = 0, 1, 2...:

bl =
λ

2

∞
∑

j=0

xjbj

1
∫

−1

Pl(η)Pj(η)
dη

1 − kη
. (210)42



Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ îäíîðîäíà, åå îïðåäåëè-òåëü äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèòñÿ ïîñòîÿííàÿ k. Èìåííî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿïðè m > 0.ßñíî, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (204) íåëüçÿ îïðåäåëèòü b(η) ïîëíîñòüþ, òàê êàê ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíî è êðåøåíèþ ìîæíî äîïèñàòü ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé i(η)è b(η) íàäî ïîä÷èíèòü èõ êàêîé-ëèáî íîðìèðîâêå. Óäîáíî ñäåëàòü ýòî óñëîâèåì
1

2

1
∫

−1

b(η)dη = 1. (211)Ýòà íîðìèðîâêà îáåñïå÷èâàåò è íîðìèðîâêó èíòåíñèâíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ (204) â (211), íàõîäèì
1

2

1
∫

−1

b(η)dη =
λ

2

1
∫

−1

dη′i(η′)
1

2

1
∫

−1

p0(η, η
′)dη =

λ

2

1
∫

−1

i(η′)dη′ = 1. (212)Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ó÷òåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè èíäèêàòðèñû
∫

x(γ)
d2ω

4π
=

1

2

1
∫

−1

p0(η, η
′)dη = 1. (213)Óñëîâèå íîðìèðîâêè (211) ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî b0 = 1.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âðÿä ëè âîçìîæíî, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿêàêèì-ëèáî ïðèáëèæåíèåì. Åñòåñòâåííûì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ðÿäà (206) ñóììîé äî l = n. Ïðî-äåìîíñòðèðóåì ñõåìó ðåøåíèÿ íà ïðèìåðå n = 1.2. Äâó÷ëåííàÿ èíäèêàòðèñà. Ïóñòü

x(γ) = 1 + x1 cos γ, p0(η, η
′) = 1 + x1ηη

′, x1 > −1. (214)Âåðõíèé ëåâûé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (210) ñîäåðæèò �óíêöèþ
a(k) =

1

2k
ln

1 + k

1 − k
(215)è èìååò âèä







1 − λa(k) λx1
1 − a(k)

k

λ
1 − a(k)

k
1 + λx1

1 − a(k)

k2






. (216)Ñèñòåìà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî b0 = 1, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæåíî íà k)

1 − λa(k) + λx1
1 − a(k)

k
b1 = 0, λ[1 − a(k)] +

[

k + λx1
1 − a(k)

k

]

b1 = 0. (217)Âû÷òÿ îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî, íàéäåì âòîðîé êîý��èöèåíò:
b1 =

1 − λ

k
, (218)à ïîäñòàâèâ â íèõ ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ k:

λ

[

1 + x1
1 − λ

k2

]

a(k) = 1 + λx1
1 − λ

k2
, (219)êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Åãî ìîæíî çàïèñàòü è èíà÷å:

1 − λ− λ[a(k) − 1] − λx1(1 − λ)
a(k) − 1

k2
= 0. (220)Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ x1 = 0. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âûãëÿäèò ñîâñåì ïðîñòî

λa(k) =
λ

2k
ln

1 + k

1 − k
= 1. (221)Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî åùå Î.Ä.Õâîëüñîíîì [83℄.43



Èññëåäóåì ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (220). Êàê âèäíî íåïîñðåäñòâåííî èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ,åãî ðåøåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê �óíêöèÿ a(k) ÷åòíàÿ,òî íàðÿäó ñ êîðíåì k > 0 îáÿçàòåëüíî èìååòñÿ êîðåíü −k. Î÷åâèäåí êîðåíü k = 0 ïðè λ = 1. Ýòîò êîðåíüäâóêðàòíûé, ò. å. â íóëü îáðàùàåòñÿ íå òîëüêî ñàìà �óíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ñëåâà â (220), íî è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî k.Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî a(0) = 1, à ïðîèçâîäíàÿ
a′(k) =

1

k

[

1

1 − k2
− a(k)

] (222)â íóëå òàêæå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à âìåñòå ñ íåé è ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè (219), òàê êàê ïðè |k| < 1

a(k) =

∞
∑

j=0

k2j

2j + 1
∼ 1 +

k2

3
+
k4

5
. (223)Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ âáëèçè êîíöîâ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ λ. Ïðè 1 − λ ≪ 1 êîðåíüìàë. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (223), íàõîäèì ñ òî÷íîñòüþ äî k2

1 − λ− k2

3
− x1

1 − λ

3
= 0, (224)îòêóäà

k ∼
√

(3 − x1)(1 − λ). (225)Ýòà àñèìïòîòèêà ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûðàæåíèåì äëÿ k ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷è î äè��óç-íîì îòðàæåíèè ìåòîäîì Ñîáîëåâà. Îäíàêî, êàê ìû òåïåðü âèäèì, âûðàæåíèå (225) ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðèçíà÷åíèÿõ λ, áëèçêèõ ê åäèíèöå, ò. å. ïðè ïî÷òè ÷èñòîì ðàññåÿíèè, êîãäà ïðîèñõîäèò ìíîãî ðàññåÿíèé. Â ïðîòè-âîïîëîæíîì ñëó÷àå ïðè λ→ +0 êîðåíü k → 1 − 0 è
1 − λa(k) − λx1a(k) = 0, a(k) ∼ 1

2
ln

2

1 − k
. (226)Ñõîäèìîñòü êîðíÿ k ê 1 î÷åíü áûñòðàÿ:

k ∼ 1 − 2 exp

(

− 2

λ(1 + x1)

)

. (227)Âñå ðåçóëüòàòû äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâñêîé x1 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, êàê íàõîäèòñÿ ïîëå èçëó÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå ñ èñòî÷íèêàìè íà áåñ-êîíå÷íîñòè. Äëÿ ïðîñòåéøåé íåñ�åðè÷åñêîé (è äëÿ ñ�åðè÷åñêîé) èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ çàäà÷à ðåøåíà äîêîíöà.3. Çàäà÷à î äè��óçíîì îòðàæåíèè. Ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû óæåäàâàëàñü. Çäåñü åå òîëüêî íàïîìíèì è ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ðåøåíèè [44,76℄. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíî-âàíèå çàäà÷ î ðàññåÿíèè â ïëîñêèõ ñðåäàõ äàíî â ðàáîòàõ [9,43℄.Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ m-é ãàðìîíèêè èìååò âèä
Bm(τ, η, ζ) =

λS

4
pm(η, ζ)e−τ/ζ+

+
λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′
τ
∫

0

Bm(τ ′, η′, ζ)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

τ

Bm(τ ′, η′, ζ)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
. (228)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îòðàæåííîå èçëó÷åíèå, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî îïðå-äåëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ

ρm(η, ζ) =
Im(0,−η, ζ)

Sζ
=

1

Sηζ

∞
∫

0

Bm(τ,−η, ζ)e−τ/ηdτ. (229)Íàì ïîíàäîáèòñÿ ÷àñòíîå çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ íà ãðàíèöå ñðåäû. Ïîëîæèì â óðàâíåíèè (228) τ = 0:
Bm(0, η, ζ) =

λS

4
pm(η, ζ) − λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

0

Bm(τ ′, η′, ζ)eτ ′/η′ dτ ′

η′
. (230)44



Êàê ñëåäóåò èç (229), çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ íà ãðàíèöå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ:
Bm(0, η, ζ) =

λS

4



pm(η, ζ) + 2ζ

1
∫

0

pm(η,−η′)dη′ρm(η′, ζ)



 . (231)Ìîæíî ïîëó÷èòü è îòäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëàïðîäåëàåì äîâîëüíî äëèííóþ âûêëàäêó è ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðîèçâîäíóþ îò Bm(τ, η, ζ) ñ ñàìîéýòîé �óíêöèåé è ρm(η, ζ). Â èíòåãðàëàõ óðàâíåíèÿ (228) ïðîèçâåäåì çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ: âïåðâîì τ ′ = τ − τ ′′, à âî âòîðîì τ ′ = τ + τ ′′. Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:
Bm(τ, η, ζ) =

λS

4
pm(η, ζ)e−τ/ζ+

+
λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′
τ
∫

0

Bm(τ − τ ′′, η′, ζ)e−τ ′′/η′ dτ ′′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

0

Bm(τ + τ ′′, η′, ζ)eτ ′′/η′ dτ ′′

η′
. (232)Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (232) ïî τ . Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíóþ ñïðàâà íàäî áðàòü îò �óíêöèèèñòî÷íèêîâ, à òàêæå è ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó ó ïåðâîãî èíòåãðàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå(ïðîèçâîäíóþ ïî τ ïèøåì ïðÿìóþ, ðàññìàòðèâàÿ äðóãèå ïåðåìåííûå êàê ïàðàìåòðû)

dBm(τ, η, ζ)

dτ
= −1

ζ

λS

4
pm(η, ζ)e−τ/ζ +

λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′Bm(0, η′, ζ)e−τ/η′ 1

η′
+

+
λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′
τ
∫

0

dBm(τ − τ ′′, η′, ζ)

dτ
e−τ ′′/η′ dτ ′′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

0

dBm(τ + τ ′′, η′, ζ)

dτ
eτ ′′/η′ dτ ′′

η′
. (233)Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå ñëåäóåò áðàòü ïî ïåðâîìó àð-ãóìåíòó íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê îí îáîçíà÷åí. Óðàâíåíèå (233) ïåðåéäåò â ñîîòíîøåíèå

dBm(τ, η, ζ)

dτ
= −1

ζ

λS

4
pm(η, ζ)e−τ/ζ +
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0
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λ
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1
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0

pm(η, η′)dη′
τ
∫
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dBm(τ ′, η′, ζ)

dτ ′
e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
∞
∫

τ

dBm(τ ′, η′, ζ)

dτ ′
e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
. (234)Âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè èñòî÷íèêîâ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñ òî÷íî òåì æå èíòåãðàëüíûì îïå-ðàòîðîì, ÷òî è â óðàâíåíèè äëÿ ñàìîé ýòîé �óíêöèè. Ñâîáîäíûå æå ñëàãàåìûå îòëè÷àþòñÿ: âî-ïåðâûõ, äî-ïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì −1/ζ, à âî-âòîðûõ, òåì, ÷òî ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿþùååñóïåðïîçèöèþ âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â (228). Ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ëèíåéíûõóðàâíåíèé, ïðîèçâîäíàÿ îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ [76℄ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñàìî ýòî ðåøåíèå:

dBm(τ, η, ζ)

dτ
= −1

ζ
Bm(τ, η, ζ) +

2

S

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ)Bm(τ, η, η′)
dη′

η′
. (235)Íàéäåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (177) äëÿ âåðîÿòíîñòè âûõîäà �îòîíà èç ïîëóáåñêîíå÷íîéñðåäû, ïîëó÷åííîãî äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì.Ýâðèñòè÷åñêè ìîæíî ïîëó÷èòü è óðàâíåíèå (235). Äëÿ ýòîãî äîáàâèì ê ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå, îñâåùåííîéïàðàëëåëüíûì ïîòîêîì ïîä óãëîì arccos ζ, ñëîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû dτ ≪ 1 è ðàññìîòðèì åãî âëèÿíèå. Ôóíêöèÿèñòî÷íèêîâ íà ãëóáèíå τ + dτ áóäåò ïî÷òè ðàâíà èñõîäíîé, íî ïàäàþùåå èçëó÷åíèå áóäåò ñëåãêà îñëàáëåíî âäîáàâî÷íîì ñëîå, à êðîìå òîãî, èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ ïîä óãëîì arccosη′ â òåëåñíîì óãëå 2πdη′áóäåò ñîáðàíà íà ïóòè dτ/η′ è óïàäåò íà íåãî, ÷òî ñîçäàñò äîïîëíèòåëüíîå èçëó÷åíèå íà ãëóáèíå τ . Çàïèñü ýòîãîóòâåðæäåíèÿ â âèäå ðàâåíñòâà ãëàñèò

Bm(τ + dτ, η, ζ) = Bm(τ, η, ζ)

(

1 − dτ

ζ

)

+

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ)2πdη′
dτ

η′
Bm(τ, η, η′)

πS
. (236)45



Âûðàæàÿ ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ, âû÷åðêèâàÿ �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ áåç ìíîæèòåëÿ dτ ñïðàâà è ñëåâàè ñîêðàùàÿ íà ýòîò ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (235).Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óìíîæåíèè (235) ñ èçìåíåííûì çíàêîì ó η íà e−τ/ηdτ è èíòåãðèðîâàíèèïî τ îò 0 äî ∞. Èìååì
∞
∫

0

e−τ/ηdτ
dBm(τ,−η, ζ)

dτ
= e−τ/ηBm(τ,−η, ζ)

∣

∣

∣

∣

∞

0

+
1

η

∞
∫

0

e−τ/ηdτBm(τ,−η, ζ) =

−Bm(0,−η, ζ) + Sζρm(η, ζ) = −Sηρm(η, ζ) + 2η

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ)dη′ρm(η, η′). (237)Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñëàãàåìûå, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
S(η + ζ)ρm(η, ζ) = Bm(0,−η, ζ) + 2η

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ)dη′ρm(η, η′). (238)Ïîñêîëüêó âõîäÿùåå ñþäà çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ íà ãðàíèöå ñðåäû Bm(0, η, ζ) �îðìóëîé (231) âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç ρm(η, ζ), ïîäñòàíîâêà ýòîé �îðìóëû â (238) ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìîìó óðàâíåíèþ äëÿ êîý��èöèåíòàîòðàæåíèÿ. Óðàâíåíèå (238) òàêæå ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü èç ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè, êàê áûëî ïîëó÷åíî(168) äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ.Íà ýòîì ðàçâèòèå òåîðèè íå çàêîí÷èëîñü. Åùå Â.À.Àìáàðöóìÿí [4℄ äëÿ ñëó÷àÿ n + 1-÷ëåííîé èíäèêàòðè-ñû ïðåäñòàâèë m-þ àçèìóòàëüíóþ ãàðìîíèêó êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ â âèäå áèëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîíàáîðó n − m + 1 �óíêöèé ϕj(µ) è äëÿ ýòèõ �óíêöèé ïîëó÷èë íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿäëÿ íèõ âûâåäåíû Â.Â.Ñîáîëåâûì [70℄. Âïîñëåäñòâèè Ñ.×àíäðàñåêàð [85℄ äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èíäèêàòðèñ, àÂ.Â.Ñîáîëåâ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ [76℄ ïîêàçàëè, ÷òî âñå �óíêöèè ϕj(µ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíäèêàòðèñû è ïðî-èçâîëüíîé ãàðìîíèêè ñ íîìåðîì m âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíó �óíêöèþ: Hm(z). Äëÿ �óíêöèé Hm(z) ïîëó÷åíûîïðåäåëÿþùèå èõ óðàâíåíèÿ è òî÷íûå âûðàæåíèÿ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ íàéäåíû òàêæå äëÿ �óíêöèé èñòî÷íèêîâïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå òåîðèè è íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî ïëîñêîãî ñëîÿ [76℄. Òàì òàêæåâîçìîæíî ââåäåíèå äâóõ íàáîðîâ �óíêöèé, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ êîý��èöèåíòû ÿðêîñòè, è ñâåäåíèå èõê äâóì �óíêöèÿì äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ óðàâíåíèÿ (íî íå òî÷íûå âûðàæåíèÿ). Òåîðèÿ,îäíàêî, äîâîëüíî ãðîìîçäêà, è ìû çäåñü îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè è ðàññìîòðåíèåìèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ.4. Çàäà÷à Ìèëíà. Ýòà çàäà÷à, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, áûëà ïîñòàâëåíà Ìèëíîì äëÿ ðàñ÷åòà ïåðåíîñà èçëó-÷åíèÿ â ñåðîé àòìîñ�åðå, íî �îðìàëüíî îíà ñâåëàñü ê îäíîðîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìóèçîòðîïíîå êîíñåðâàòèâíîå ðàññåÿíèå â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå ñ èñòî÷íèêàìè íà áåñêîíå÷íî áîëüøîé ãëóáèíå.Ïî àíàëîãèè çàäà÷åé Ìèëíà íàçûâàþò è âñå ñëó÷àè, êîãäà èñòî÷íèêè â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå áåñêîíå÷íî óäà-ëåíû îò ãðàíèöû íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ �îòîíà è èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ. Âî âñåõòàêèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì.Òàê æå êàê â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè èñòî÷íèêàìè, ïîëå èçëó÷åíèÿ â çàäà÷åÌèëíà íå çàâèñèò îò àçèìóòà. Îòñóòñòâóåò è àðãóìåíò ζ, òàê êàê îòñóòñòâóåò âíåøíåå îáëó÷åíèå ñðåäû. Òàêèìîáðàçîì, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è Ìèëíà èìååò âèä [76℄
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. (239)Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê èñòî÷íèêàì, ò. å. â ãëóáîêèõ ñëîÿõ, â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî òîìó,êàêîå èìåëî ìåñòî â áåñêîíå÷íîé ñðåäå. Îäíàêî òåïåðü èñòî÷íèêè íàõîäÿòñÿ ïðè τ = +∞, ïîýòîìó ÿñíî, ÷òîïðè τ → ∞ áóäåò BM(τ, η) ∝ ekτ , ãäå k ≥ 0 � òî æå ñàìîå ÷èñëî � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Â çàäà÷å Ìèëíà íà âûõîäå èç àòìîñ�åðû ñîçäàåòñÿ îïðåäåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ ïîóãëàì. Î÷åâèäíî, ÷òî è ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò àçèìóòà, òàê êàê áåñêîíå÷íî óäàëåííûå èñòî÷íèêèíå ìîãóò ñ�îðìèðîâàòü òàêîé çàâèñèìîñòè. Îáîçíà÷èì óêàçàííîå ðàñïðåäåëåíèå ÷åðåç u(η). Îíî ñâÿçàíî ñ�óíêöèåé èñòî÷íèêîâ îáû÷íîé �îðìóëîé

u(η) =

∞
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0

BM(τ,−η)e−τ/η dτ

η
. (240)Íåñìîòðÿ íà ãëóáîêîå ðàçëè÷èå çàäà÷ îá îòðàæåíèè è Ìèëíà, ïðîèñõîäÿùåå îò ðàçëè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷-íèêîâ, ýòè çàäà÷è �îðìàëüíî î÷åíü ïîõîæè, òàê êàê îïåðàòîð â óðàâíåíèÿõ (228) è (239) îäèí è òîò æå. Êàê è â46



ñëó÷àå îòðàæåíèÿ, ïîâåðõíîñòíîå çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãîèçëó÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç (239) íàõîäèì
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p0(η,−η′)u(η′)dη′. (241)ßñíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Ìèëíà ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü, òàê êàê îíî îïðåäåëÿåòñÿîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì. Îáû÷íî �óíêöèþ u(η) óäîáíî íîðìèðîâàòü óñëîâèåì, âêëþ÷àþùèì �óíêöèþ i(η):
2

1
∫

0

u(η)i(η)ηdη = 1. (242)Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè èñòî÷íèêîâ. Åãî âûâîä ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí âûâîäóóðàâíåíèÿ (235), ïîýòîìó ìû îïóñòèì ïîäðîáíîñòè. �àçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è Ìèëíàîòñóòñòâóåò âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå â (239). Îäíàêî ïðîèçâîäíàÿ ïî τ äîëæíà ñîäåðæàòü ðåøåíèå îäíîðîä-íîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ BM(τ, η). Ïðè ýòîì êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîâïàäàåòñ k, òàê êàê BM(τ, η) ∝ ekτ . Ïîýòîìó
dBM(τ, η)
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= kBM(τ, η) +
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1
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BM(0, η′)B(τ, η, η′)
dη′

η′
. (243)Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â çàäà÷å îá îòðàæåíèè çäåñü è äàëåå ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêå.Èíäåêñ 0 äëÿ êðàòêîñòè íå ïèøåì.Òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ρ(η, ζ), ïîëó÷àåòñÿ è óðàâíåíèå äëÿ u(η). Óìíîæåíèå (243) ñ èçìåíåííûì çíàêîì ó ηíà e−τ/ηdτ è èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì äàåò

u(η)(1 − kη) = BM(0,−η) + 2η

1
∫

0

BM(0, η′)ρ(η, η′)dη′. (244)Êàê è âûøå, ýòî ñîîòíîøåíèå ñîâìåñòíî ñ (241) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ �óíêöèè u(η). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿäëÿ çàäà÷è îá îòðàæåíèè çàìêíóòû, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è Ìèëíà ñîäåðæàò õàðàêòåðèñòèêèçàäà÷è îá îòðàæåíèè.5. Ñâÿçü òðåõ çàäà÷. Â ýòîì ïóíêòå óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðåøåíèÿ òðåõ ðàññìîòðåííûõçàäà÷ [76℄. Ýòî çàäà÷è î ñâå÷åíèè áåñêîíå÷íîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åð ñ èñòî÷íèêàìè íà áåñêîíå÷íîñòè èíóëåâàÿ ãàðìîíèêà çàäà÷è îá îòðàæåíèè.Ïóñòü â áåñêîíå÷íîé ñðåäå èñòî÷íèêè íàõîäÿòñÿ íà −∞. Ïðîâåäåì ðàçðåç ïëîñêîñòüþ τ = 0. Òîãäà ïðè τ > 0ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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b(η)e−kτ =
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1
∫

0

i(η′)B(τ, η, η′)dη′. (246)Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëîæåíèÿ ñëîåâ è ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè. Åñëè îò áåñêîíå÷íîé ñðåäûîòñåêàåòñÿ âåðõíÿÿ ÷àñòü, íî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîäñâå÷èâàåòñÿ òåì æå èçëó÷åíèåì, êîòîðîå ñîçäàâàëà îòñå÷åííàÿ÷àñòü, òî âíóòðè óñå÷åííîé ñðåäû íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ. Óðàâíåíèå (246) ìîæíî âûâåñòè è �îðìàëüíî. Äëÿ ýòîãîâ óðàâíåíèè (201) ïðè m = 0 ðàçîáüåì èíòåãðàë ïî τ â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñïðàâà íà äâà: îò −∞ äî 0 è îò 0 äî
τ . Çàòåì, ñ÷èòàÿ τ > 0, ïîäñòàâèì â ïåðâûé èç óêàçàííûõ äâóõ èíòåãðàëîâ ðåøåíèå B∞(τ ′, η′) = b(η′)e−kτ ′ èâû÷èñëèì ïîëó÷àþùèéñÿ èíòåãðàë. Òîãäà ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
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′)dη′b(η′)

e−kτ

1 − kη′
+47



+
λ

2

1
∫

0

p0(η, η
′)dη′

τ
∫

0

B∞(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
− λ

2

0
∫

−1

p0(η, η
′)dη′

∞
∫

τ

B∞(τ ′, η′)e−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
. (247)Ïî �îðìå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñ èñòî÷íèêàìè, ïðåäñòàâëåí-íûìè ñóïåðïîçèöèåé èñòî÷íèêîâ â çàäà÷å îá îòðàæåíèè. Èç ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ è íàõîäèòñÿ óðàâíåíèå (246).Åñëè ïîìåñòèòü èñòî÷íèêè íà ãëóáèíó τ = +∞ è ñ÷èòàòü ïî-ïðåæíåìó τ > 0, òî ðàññóæäåíèå îñòàåòñÿ òåìæå ñàìûì, íî òåïåðü ê èçëó÷åíèþ, ñîçäàâàåìîìó çà ñ÷åò îòðàæåíèÿ, äîáàâèòñÿ è èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå âñàìîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå îò ãëóáèííûõ èñòî÷íèêîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

B∞(−τ,−η) = b(−η)ekτ = MBM(τ, η) +
2

S

1
∫

0

i(−η′)dη′B(τ, η, η′). (248)Çäåñü ïîñòîÿííàÿ M ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, òàê êàê ìû çàðàíåå íå çíàåì, êàê ñâÿçàíû íîðìèðîâêè ðåøåíèéäâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Êîíå÷íî, è ñîîòíîøåíèå (248) ìîæíî âûâåñòè èç óðàâíåíèÿ (201).Îò �óíêöèé èñòî÷íèêîâ ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåíñèâíîñòÿì, ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè âûãëÿäèò áîëåå íàãëÿäíî.Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò, êàê îáû÷íî, ïîñëå èçìåíåíèÿ çíàêà ó η óìíîæèòü ñîîòíîøåíèÿ (246) è (248) íà e−τ/η èïðîèíòåãðèðîâàòü ðåçóëüòàò. Ïîëó÷èòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ
i(−η) = 2

1
∫

0

i(η′)ρ(η, η′)η′dη′, (249)
i(η) = Mu(η) + 2

1
∫

0

i(−η′)ρ(η, η′)η′dη′. (250)Êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòèM îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (242). Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ(250) íà 2i(η)η è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî η, ïîëó÷èì
2

1
∫

0

i2(η)ηdη = 2

1
∫

0

i(−η′)η′dη′2
1
∫

0

i(η)ρ(η, η′)ηdη + 2M

1
∫

0

i(η)u(η)ηdη = 2

1
∫

0

i2(−η′)η′dη′ +M. (251)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçîâàíî óñëîâèå (242) è ñîîòíîøåíèå (249). Ñäåëàâ â ïîñëåäíåìèíòåãðàëå çàìåíó η′ = −η è îáúåäèíèâ ðåçóëüòàò ñ èíòåãðàëîì, ñòîÿùèì ñëåâà, ïîëó÷èì
M = 2

1
∫

−1

i2(η)ηdη. (252)Äîâåäåì ðåøåíèå äî êîíöà äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ.6. Èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå. Äëÿ íåãî b(η) = 1 è
M = 2

1
∫

−1

η

(1 − kη)2
dη =

4

k

[

−a(k) +
1

1 − k2

]

=
4

λk

λ− 1 + k2

1 − k2
. (253)Ïîäñòàâèâ â (250) âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè

i(η) =
1

1 − kη
(254)è �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ (169), íàéäåì

Mu(η) =
1

1 − kη
− λ

2
ϕ(η)

1
∫

0

η′

(1 + kη′)(η′ + η)
ϕ(η′)dη′ =

=
1

1−kη



1−λ

2
ϕ(η)

1
∫

0

(

1

1+kη′
− η

η′+η

)

ϕ(η′)dη′



=
1

1−kη



ϕ(η)−ϕ(η)
λ

2

1
∫

0

ϕ(η′)

1+kη′
dη′



=
ϕ(η)

1−kη
1

ϕ(1/k)
. (255)48



Çäåñü ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäêè ñíà÷àëà äðîáü ïîä èíòåãðàëîì ðàçëîæåíà íà ïðîñòåéøèå äðîáè, à çàòåì äâàæäûèñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå Àìáàðöóìÿíà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãîèçëó÷åíèÿ ïî óãëàì â çàäà÷å Ìèëíà:
u(η) =

λ

4

k

ϕ(1/k)

1 − k2

λ− 1 + k2

ϕ(η)

1 − kη
. (256)Ôóíêöèÿ u(η) èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè, ïîÿâëÿÿñü â �îðìóëàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí.7. Ïëîñêèé ñëîé. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè èçëó÷åíèÿ ïëîñêèì ñëîåì [76℄. Äëÿõàðàêòåðèñòèê ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ñëîå, èìåþùèõ àíàëîã â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, áóäåì èñïîëüçîâàòüòå æå îáîçíà÷åíèÿ, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì τ0.Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ èìååò âèä

Bm(τ, η, ζ, τ0) =
λS

4
pm(η, ζ)e−τ/ζ+

+
λ

2

1
∫

0

pm(η, η′)dη′
τ
∫

0

Bm(τ ′, η′, ζ, τ0)e
−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
− λ

2

0
∫

−1

pm(η, η′)dη′
τ0
∫

τ

Bm(τ ′, η′, ζ, τ0)e
−(τ−τ ′)/η′ dτ ′

η′
. (257)Äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ íàðÿäó ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ ρ ââîäèòñÿ è êîý��èöèåíò ïðîïóñêàíèÿ σ. Ýòèêîý��èöèåíòû ñâÿçàíû ñ èíòåíñèâíîñòÿìè âûõîäÿùåãî ÷åðåç äâå ãðàíèöû èçëó÷åíèÿ è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç�óíêöèþ èñòî÷íèêîâ:

ρm(η, ζ, τ0) =
Im(0,−η, ζ, τ0)

Sζ
=

1

Sηζ

τ0
∫

0

e−τ/ηBm(τ,−η, ζ, τ0)dτ, (258)
σm(η, ζ, τ0) =

Im(τ0, η, ζ, τ0)

Sζ
=

1

Sηζ

τ0
∫

0

e−τ/ηBm(τ0 − τ, η, ζ, τ0)dτ. (259)Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïî÷òè âñå óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè óðàâíåíèéäëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå
∂Bm(τ, η, ζ, τ0)

∂τ
= −1

ζ
Bm(τ, η, ζ, τ0)+

+
2

S

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ, τ0)Bm(τ, η, η′, τ0)
dη′

η′
− 2

S

1
∫

0

Bm(τ0,−η′, ζ, τ0)Bm(τ0 − τ,−η, η′, τ0)
dη′

η′
. (260)Èç íåãî è èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêà-íèÿ.Íî èìåþòñÿ è äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ, íåâîçìîæíûå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ýòî ïðåæäå âñåãî óðàâíåíèÿ,ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî îïòè÷åñêîé òîëùèíå τ0. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâïðîäè��åðåíöèðóåì (257) ïî τ0. Ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ïî τ0 òàêîãîæå âèäà, ÷òî è èñõîäíîå. Ïðè ýòîì èñ÷åçíåò èñõîäíîå âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå, íî äîáàâèòñÿ ñëàãàåìîå, ïðî-èñõîäÿùåå îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ñïðàâà ïî âåðõíåìó ïðåäåëó. Ýòî ñëàãàåìîå èìååò âèäñóïåðïîçèöèè âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òàê ÷òî

∂Bm(τ, η, ζ, τ0)

∂τ0
=

2

S

1
∫

0

Bm(τ0,−η′, ζ, τ0)Bm(τ0 − τ,−η, η′, τ0)
dη′

η′
. (261)Ïîñêîëüêó â èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, êàê è â (259), âõîäèò çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâïðè τ0 − τ , òî ïîëåçíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîäíóþ è îò íåãî:

∂Bm(τ0 − τ, η, ζ, τ0)

∂τ0
= −1

ζ
Bm(τ0 − τ, η, ζ, τ0) +

2

S

1
∫

0

Bm(0, η′, ζ, τ0)Bm(τ0 − τ, η, η′, τ0)
dη′

η′
. (262)Êîíå÷íî, ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûâîäÿòñÿ è èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.49



Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé, îíè ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè. Âïðî÷åì, äîñòàòî÷íî âûâîäèòü òîëüêî îäíîóðàâíåíèå èç äâóõ, òàê êàê âòîðîå âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (257)ñîîòíîøåíèå
Bm(τ0 − τ, η, ζ, τ0) = e−τ0/ζBm(τ,−η,−ζ, τ0). (263)Åùå îäèí âèä óðàâíåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ, � óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè êî-íå÷íîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä, à òàêæå äâóõ êîíå÷íûõ ñëîåâ. Ïðèâåäåì è èõ.Ïðîâåäåì ðàçðåç â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå íà óðîâíå τ = τ0. Âåðõíèé ñëîé îñâåùàåòñÿ ñâåðõó ïàðàëëåëüíûìïîòîêîì πS, à òàêæå ñíèçó òåì èçëó÷åíèåì, êîòîðîå âûõîäèò èç íèçëåæàùåé óñå÷åííîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðå-äû. Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèõ èç ñëîæåíèÿ ñëîåâ è ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè. Äëÿêîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ

ζρm(η, ζ) = ζρm(η, ζ, τ0) +
2

S

1
∫

0

Im(τ0,−η′, ζ)σm(η, η′, τ0)η
′dη′. (264)Îòðàæåíèå îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñêëàäûâàåòñÿ èç îòðàæåíèÿ îò ñëîÿ è äè��óçíî ïðîïóùåííîãî èçëó÷å-íèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé æå ñðåäû, ïàäàþùåãî íà íèæíþþ ãðàíèöó ñëîÿ. Àíàëîãè÷íî èçëó÷åíèå ïîëóáåñêîíå÷íîéñðåäû, èäóùåå âíèç ÷åðåç íèæíþþ ãðàíèöó ñëîÿ, ðàâíî ñóììå ïðîïóùåííîãî ñëîåì èçëó÷åíèÿ è îòðàæåííîãîîò íåãî èçëó÷åíèÿ ïîëíîé ñðåäû, èäóùåãî ââåðõ. Ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà

Im(τ0, η, ζ) = Sζσm(η, ζ, τ0) + 2

1
∫

0

η′ρm(η, η′, τ0)Im(τ0,−η′, ζ)dη′. (265)Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à çàïèøåì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå ñëîæåíèå äâóõ ñëîåâ êîíå÷íîéòîëùèíû τ1 è τ2. �àññóæäåíèå, ïî÷òè òîæäåñòâåííîå èñïîëüçîâàííîìó ðàíåå, ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ïðè τ ≤ τ1

Im(τ, η, ζ, τ1 + τ2) = Im(τ, η, ζ, τ1) +
2

S

1
∫

0

Im(τ1,−η′, ζ, τ1 + τ2)dη
′Im(τ1 − τ,−η, η′, τ1). (266)Ïðåäûäóùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (266), ïîëó÷àþùèìèñÿ, åñëè ïîëîæèòü â íåì τ2 =

∞, τ1 = τ0, à τ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûì 0 è τ0.Ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé èçëó÷åíèÿ â êîíå÷íûõ ñëîÿõ. Â ÷àñòíîñòè,ðàâåíñòâà (264) è (265) ìû èñïîëüçóåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ïðè âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿêîý��èöèåíòîâ ÿðêîñòè ïëîñêîãî ñëîÿ áîëüøîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû.� 2.7. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû1. �ëóáîêèå ñëîè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò àñèìòîòèêè ðàçëè÷íûõ âå-ëè÷èí â òàê íàçûâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Òàêèìè îáëàñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ãëóáîêèå ñëîè ñðåä. ×òîáûòàêèå ñëîè ïðèñóòñòâîâàëè, íàäî, ÷òîáû è ñàìà ñðåäà áûëà îïòè÷åñêè òîëñòîé. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ ñðåä ýòî �îïòè÷åñêè òîëñòûé ñëîé è ïîëóáåñêîíå÷íàÿ àòìîñ�åðà. Íà÷íåì ñ ïîñëåäíåé è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèìçàäà÷ó îá îòðàæåíèè. Èíäèêàòðèñó ñíà÷àëà ñ÷èòàåì ïðîèçâîëüíîé.Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå èçëó÷åíèÿ â ãëóáîêèõ ñëîÿõ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, âëèÿíèå ãðàíèöû äîëæíîáûòü íåñóùåñòâåííî. Ñëåäóÿ Â.À.Àìáàðöóìÿíó [4℄, ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå óæå áûëè âèä-íû èç ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1) ïðÿìîå èçëó÷åíèå ñîâåðøåííî íåçíà÷èòåëüíî ïîñðàâíåíèþ ñ äè��óçíûì; 2) èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â ãëóáîêèõ ñëîÿõ íå çàâèñèò îò àçèìóòà; 3) ðàñïðåäåëå-íèå èçëó÷åíèÿ ïî óãëàì è çàâèñèìîñòü îò ãëóáèíû ðàçäåëåíû, ò. å. èíòåíñèâíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì�óíêöèé îò η, ζ è τ . Äàëåå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ìíîæèòåëü, îïèñûâàþùèé çàâèñèìîñòüîò ãëóáèíû, íàäî èñêàòü â �îðìå ýêñïîíåíòû.Èòàê, èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè â ïðåíåáðåæåíèè ïðÿìûì èçëó÷åíèåì (èíäåêñ 0 óðåøåíèé äëÿ êðàòêîñòè íå ïèøåì). ßñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ïî �îðìå ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ áåñêîíå÷íîéñðåäû ñ èñòî÷íèêàìè ïðè τ = −∞ [76℄. Ïîýòîìó íàì óæå èçâåñòíà �îðìà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëÿèçëó÷åíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, è ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè τ ≫ 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
I(τ, η, ζ) = Sc(ζ)i(η)e−kτ , B(τ, η, ζ) = Sc(ζ)b(η)e−kτ . (267)Çäåñü i(η), b(η)� èçâåñòíûå óæå �óíêöèè, k � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îñòàåòñÿîïðåäåëèòü �óíêöèþ c(ζ). 50



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (235). Ïîäñòàâèâ â íåãî àñèìïòîòèêó (267),íàéäåì
(1 − kζ)

c(ζ)

ζ
=

2

S

1
∫

0

B(0, η′, ζ)
c(η′)

η′
dη′. (268)�àçíîñòü 1− kζ âñòðå÷àëàñü ðàíåå: òàêîé ìíîæèòåëü ñòîèò â óðàâíåíèè (244), îïðåäåëÿþùåì ðàñïðåäåëåíèå ïîóãëàì âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å Ìèëíà, ïîñëå �óíêöèè u(ζ). Îäíàêî ïðàâûå ÷àñòè äâóõ óðàâíåíèé ðàç-ëè÷àþòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíè òîæäåñòâåííû. Ïðîäåëàåì âûêëàäêó, ïîäñòàâèâ â (244) âûðàæåíèå(241) è âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (231):

(1 − kη)u(η) = BM(0,−η) + 2η

1
∫

0

BM(0, η′)ρ(η, η′)dη′ =

=
λ

2

1
∫

0

p0(η, η
′)u(η′)dη′ + 2η

λ

2

1
∫

0

ρ(η, η′′)dη′′
1
∫

0

p0(η
′′,−η′)u(η′)dη′ =

=
λ

2

1
∫

0

u(η′)dη′



p0(η, η
′) + 2η

1
∫

0

p0(η
′′,−η′)ρ(η, η′′)dη′′



 =
2

S

1
∫

0

u(η′)B(0, η′, η)dη′. (269)Ñðàâíèâàÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ: (268) è òîëüêî ÷òî âûâåäåííîå (269), îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-æèòåëÿ êîý��èöèåíò c(ζ) ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé u(ζ):
c(ζ) = Cu(ζ)ζ. (270)Ïîñòîÿííàÿ C íå ìîæåò áûòü íàéäåíà èç îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (268), è äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ïðèâëå÷üåùå îäíî ñîîòíîøåíèå. Ýòî ñîîòíîøåíèå (246), êîòîðîå âåðíî äëÿ âñåõ ãëóáèí ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ïðèìåíèìåãî ê ãëóáîêèì ñëîÿì τ ≫ 1:

b(η)e−kτ =
2

S

1
∫

0

B(τ, η, η′)i(η′)dη′ ∼ 2Cb(η)e−kτ

1
∫

0

u(η′)i(η′)η′dη′. (271)Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà îáùèå ìíîæèòåëè ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè �óíê-öèè u(η) ïðè C = 1.Îêîí÷àòåëüíî àñèìïòîòèêè �óíêöèè èñòî÷íèêîâ è èíòåíñèâíîñòè â ãëóáîêèõ ñëîÿõ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäûâ çàäà÷å îá îòðàæåíèè èìåþò âèä
I(τ, η, ζ) = Si(η)e−kτu(ζ)ζ, B(τ, η, ζ) = Sb(η)e−kτu(ζ)ζ. (272)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, êàê íàõîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ãëóáîêèõ ñëîÿõ ïîëó-áåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû. Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòèê èíòåíñèâíîñòåé èçëó÷åíèÿ, îòðàæåííîãîè ïðîïóùåííîãî êîíå÷íîé òîëñòîé àòìîñ�åðîé.2. Àñèìïòîòèêè äëÿ òîëñòîãî ñëîÿ. ßñíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðîïóùåííîãî òîëñòûì ñëîåì èçëó÷åíèÿíå çàâèñèò îò àçèìóòà. Íå áóäåì ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòè îò àçèìóòà è ó îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (264)è (265), ñâÿçûâàþùèìè ïëîñêèé ñëîé è ïîëóáåñêîíå÷íóþ àòìîñ�åðó [76℄. Ñ÷èòàÿ, ÷òî τ0 ≫ 1, ïîäñòàâèì âóêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ àñèìïòîòèêó (272) èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå. Ïîëó÷àòñÿ äâàíîâûõ, òåïåðü óæå àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ
ρ(η, ζ) = ρ(η, ζ, τ0) + 2u(ζ)e−kτ0

1
∫

0

σ(η, η′, τ0)i(−η′)η′dη′, (273)
i(η)e−kτ0u(ζ) = σ(η, ζ, τ0) + 2u(ζ)e−kτ0

1
∫

0

ρ(η, η′, τ0)i(−η′)η′dη′. (274)Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ êîðî÷å, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âõîäÿùèõ â íèõ èíòåãðàëîâ:
σ(η, τ0) = 2

1
∫

0

σ(η, η′, τ0)i(−η′)η′dη′, (275)51



ρ(η, τ0) = 2

1
∫

0

ρ(η, η′, τ0)i(−η′)η′dη′. (276)Êîðîòêàÿ çàïèñü âûãëÿäèò òàê:
ρ(η, ζ) = ρ(η, ζ, τ0) + u(ζ)e−kτ0σ(η, τ0), (277)

i(η)e−kτ0u(ζ) = σ(η, ζ, τ0) + u(ζ)e−kτ0ρ(η, τ0). (278)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèé íàéäåì èíòåãðàëû (275)�(276). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ðàâåíñòâà(277)�(278) íà 2i(−ζ)ζdζ è âîçüìåì èíòåãðàë ïî ζ. Â ëåâûõ ÷àñòÿõ îáîèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àòñÿ âûðàæåíèÿ, êîòîðûåìîæíî óïðîñòèòü. Â ïåðâîì ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ñîîòíîøåíèå (250), à âî âòîðîì èíòåãðàë ïî ζîáîçíà÷èì
N = 2

1
∫

0

u(ζ)i(−ζ)ζdζ. (279)Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì äâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
i(η) − ρ(η, τ0) = Mu(η) +Ne−kτ0σ(η, τ0), (280)

Ne−kτ0 [i(η) − ρ(η, τ0)] = σ(η, τ0). (281)Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé ðàçíîñòü i(η) − ρ(η, τ0), íàéäåì σ, à çàòåì è ρ:
σ(η, τ0) = N

Mu(η)

1 −N2e−2kτ0
e−kτ0 , (282)

ρ(η, τ0) = i(η) − Mu(η)

1 −N2e−2kτ0
. (283)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èíòåãðàëîâ (282)�(283) â óðàâíåíèÿ (277)�(278) ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì[11,76℄:

ρ(η, ζ, τ0) = ρ(η, ζ) −N
Me−2kτ0

1 −N2e−2kτ0
u(η)u(ζ), (284)

σ(η, ζ, τ0) =
Me−kτ0

1 −N2e−2kτ0
u(η)u(ζ). (285)Âèäíî, ÷òî ìåæäó ñèììåòè÷íûìè îòíîñèòåëüíî η è ζ êîý��èöèåíòàìè ÿðêîñòè èìååòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîò-íîøåíèå

ρ(η, ζ, τ0) = ρ(η, ζ) −Ne−kτ0σ(η, ζ, τ0). (286)Îïÿòü ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ñ�åðè÷åñêîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê îáû÷íî, âñåñîîòíîøåíèÿ ñèëüíî óïðîùàþòñÿ.3. Èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå. Íàì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé N , òàê êàê âñå îñòàëüíûåâåëè÷èíû óæå áûëè íàéäåíû ðàíåå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûâåäåì îäíî òîæäåñòâî, ñëåäóþùåå èç ñîîòíîøåíèÿ(249), êîòîðîå äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ çàïèñûâàåòñÿ òàê:
1

1 + kη
=
λ

2
ϕ(η)

1
∫

0

η′dη′

1 − kη′
ϕ(η′)

η′ + η
. (287)�àçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü îòíîñèòåëüíî η′ íà ïðîñòåéøèå:

η′

(1 − kη′)(η′ + η)
=

1

1 + kη

[

1

1 − kη′
− η

η′ + η

]

, (288)Ñîêðàòèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà äðîáü 1/(1+ kη) è ïåðåíåñÿ ñëàãàåìîå ñ èíòåãðàëîì îò âòîðîé äðîáè íàëåâî,äàëüíåéøèå íåñëîæíûå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäåëàåì ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Àìáàðöóìÿíà(171):
1 +

λ

2
ηϕ(η)

1
∫

0

ϕ(η′)dη′

η′ + η
= ϕ(η) =

λ

2
ϕ(η)

1
∫

0

ϕ(η′)

1 − kη′
dη′. (289)52



Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ �óíêöèè Àìáàðöóìÿíà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
λ

2

1
∫

0

ϕ(η)

1 − kη
dη = 1. (290)Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà N ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè �îðìóëû (256) äëÿ u(η), èñïîëüçîâàíèÿóñëîâèÿ (290) è âíîâü óðàâíåíèÿ Àìáàðöóìÿíà (171):

N = 2

1
∫

0

u(η)i(−η)ηdη =
λ

2

k

ϕ(1/k)

1 − k2

λ− 1 + k2

1
∫

0

ϕ(η)
ηdη

1 − k2η2
=

=
λ

2

k

ϕ(1/k)

1 − k2

λ− 1 + k2

1

2k

1
∫

0

ϕ(η)dη

[

1

1 − kη
− 1

1 + kη

]

= (291)
=

1

2ϕ(1/k)

1 − k2

λ− 1 + k2



1 − λ

2

1
∫

0

ϕ(η)dη

1 + kη



 =
1

2

1 − k2

λ− 1 + k2

1

ϕ2(1/k)
.Åùå îäèí âèä àñèìïòîòèê � ðàçëîæåíèå �óíêöèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó √

1 − λ ïðè ðàññåÿíèè, áëèçêîì êêîíñåðâàòèâíîìó [76℄.4. Î ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè. Î íåêîòîðûõ èç íèõìû äàëè ïðåäñòàâëåíèå, êîãäà ãîâîðèëè î ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ, íàçâàâ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû òàê æå, êàêíàçûâàþòñÿ ÷èñëåííûå. Òàê, ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò � ïðîäîëæåíèå ìåòîäà ×àíäðàñåêàðà, ñ�åðè÷åñêèõãàðìîíèê � ìåòîäà Ýääèíãòîíà, äâóõïîòîêîâîå ïðèáëèæåíèå � ìåòîäà Øâàðöøèëüäà�Øóñòåðà.Îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà áûë ðàçðàáîòàí ãðóïïîé ñïå-öèàëèñòîâ ïî òåîðèè ïåðåíîñà íåéòðîíîâ [12℄. Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñíà÷àëà äåëàåòñÿ íåñêîëüêîèòåðàöèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. �àññ÷èòàííîå ðåøåíèå åùå î÷åíü äàëåêî îò èñòèííîãî. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçóåòñÿêàêàÿ-íèáóäü, ïóñòü äàæå ïðèáëèæåííàÿ, îöåíêà òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Èòåðèðîâàííîå ðåøåíèå �ïîäòÿãèâàåòñÿ� êïðèáëèæåííîìó ñ ñîõðàíåíèåì óãëîâîé çàâèñèìîñòè. Òàêîé ïðèåì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîâòîðåí, î÷åíü ñèëüíîóáûñòðÿåò ïðîöåññ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ê íàñòîÿùåìó ðåøåíèþ. Äðóãèå ìåòîäû è ïðîãðàììû ðàñ÷åòà ïîëåéèçëó÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ ïîëÿðèçàöèþ, ïðèìåíèòåëüíî ê àòìîñ�åðàì ïëàíåò èçëîæåíû â êíèãå [78℄.Ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàöèîííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàçíûõ �óíêöèîíàëàõ [70℄, è èòåðàöèîííî-âàðèàöèîííûå ìåòîäû, ïðè êîòîðûõ èòåðàöèè ÷åðåäóþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî �óíêöèîíàëà [12℄. Â êà-÷åñòâå ïðîáíûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå �óíêöèè, òàê è ïîëó÷àþùèåñÿ â õîäå èòå-ðàöèé. Îáû÷íî êàæäàÿ ñòóïåíü â èòåðàöèîííî-âàðèàöèîííîé ñõåìå äàåò óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè íà ïîðÿäîê.Ñëåäóåò óïîìÿíóòü òàêæå ìåòîäû òèïà Ìîíòå-Êàðëî [42℄. �ÿä ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíûõ ëèíèÿõ, î êîòîðûõ ìû ñêàæåì äàëåå, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è ê çàäà÷àììîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ.Ìåòîä óäâîåíèÿ ñëîåâ îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèÿõ âèäà (266). Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿïîëå èçëó÷åíèÿ â ñëîÿõ ìàëîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû, à çàòåì � äëÿ ñëîåâ ïîñëåäîâàòåëüíî óäâàåìîé òîëøèíû.Äëÿ ýòîãî â ðàâåíñòâå (266) ïîëàãàþò τ1 = τ2 è ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè â ñëîå äâîéíîéòîëùèíû ðåøàþò ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îïûò ðàñ÷åòîâ ýòèì ìåòîäîì ïîêàçàë åãî áûñòðóþñõîäèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü.Íà ýòîì ìû âðåìåííî çàêàí÷èâàåì ðàññìîòðåíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ. Íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëü-òàòû äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ áóäóò ïîëó÷åíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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�ëàâà 3. �åçîëüâåíòíûé ìåòîäÂ ýòîé ãëàâå èçëîæåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, îáú-åäèíåííûå ïîä îáùèì íàçâàíèåì ðåçîëüâåíòíîãî. Êîíå÷íî, òàêèå ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû òîëüêî ê èäåà-ëèçèðîâàííûì ìîäåëÿì ðàññåèâàþùèõ ñðåä. Ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ïëîñêîé, îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå, ìû ïðèìåíèì ê äâóì âèäàì ðàññåÿíèÿ, à èìåííî, ê ìîíîõðîìà-òè÷åñêîìó èçîòðîïíîìó ðàññåÿíèþ (� 3.4.) è ê ðàññåÿíèþ â ëèíèè ñ ïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå, îêîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò â ãëàâå 4.� 3.1. ßäåðíàÿ �óíêöèÿ è ðåçîëüâåíòà1. Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿèìååò âèä
S(τ) = S0(τ) +

λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|)S(τ ′) dτ ′. (1)Çäåñü S0(τ) � çàäàííàÿ, a S(τ) � èñêîìàÿ �óíêöèè, −∞ ≤ τ∗ < τ0 ≤ ∞, λ � çàäàííîå ÷èñëî.ßäåðíàÿ �óíêöèÿ K(τ) îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ðàññåÿíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿñóïåðïîçèöèåé (íàëîæåíèåì, ñóììîé) ýêñïîíåíò:
K(τ) =

b
∫

a

A(y) e−y τ dy, 0 ≤ a < b ≤ +∞, (2)ïðè÷åì âåñîâàÿ �óíêöèÿ A(y) íà ïðîìåæóòêå (a, b) íåîòðèöàòåëüíà è êóñî÷íî äè��åðåíöèðóåìà. Áóäåì ñ÷èòàòüòàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
∞
∫

0

K(τ) dτ =

b
∫

a

A(y)
dy

y
<∞. (3)Ñèììåòðè÷íîå ðàçíîñòíîå ÿäðî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåîòðèöàòåëüíóþ ÿäåðíóþ �óíêöèþ K(τ). Òàêèå óðàâ-íåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è �èçèêè. Â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, òåðìèíîëîãèèêîòîðîé ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ, óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîïàðàë-ëåëüíîé ñðåäå. Ïðè ýòîì τ � îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà, τ0−τ∗ � îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñðåäû, 0 < λ ≤ 1 � âåðîÿòíîñòüâûæèâàíèÿ �îòîíà ïðè îäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè, S0(τ) � �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ìîùíîñòü ïåðâè÷íûõ èñ-òî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ, à S(τ) � �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé íà ãëóáèíå τ ïîñëåâñåõ ðàññåÿíèé.Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Õâîëüñîíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîòðîïíîìó ìîíîõðîìàòè÷å-ñêîìó ðàññåÿíèþ. ßäåðíàÿ �óíêöèÿ äëÿ òàêîãî ðàññåÿíèÿ � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

K(τ) = E1(τ) =

∞
∫

1

e−yτ dy

y
. (4)Òîò �àêò, ÷òî ÿäðî çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ, îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâà ñðåäû âåçäå îäèíà-êîâû è äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ îò èñòî÷íèêà ê ïðèåìíèêó îäèí ðàç ñóùåñòâåííî ëèøüðàññòîÿíèå ìåæäó èõ ãëóáèíàìè. Òàêîå ñâîéñòâî ÿäðà íàçûâàþò åùå òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Çàâè-ñèìîñòü ÿäðà îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè ãëóáèí (ñèììåòðè÷íîñòü) ïîêàçûâàåò, ÷òî áåçðàçëè÷íî òàêæå íàïðàâëåíèåðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ: â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ ãëóáèíû.Èññëåäîâàíèþ è ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ âèäà (1) ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò ìàòåìàòèêîâ, �èçèêîâ è àñòðî-�èçèêîâ (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [56℄). Áîëüøîé âêëàä â åãî èññëåäîâàíèå âíåñëè àêàäåìèêè Â.À.Àìáàðöóìÿí èÂ.Â.Ñîáîëåâ è èõ ó÷åíèêè.2. Îïðåäåëåíèå ðåçîëüâåíòû è óðàâíåíèÿ äëÿ íåå. �åçîëüâåíòà óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê �óíê-öèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, çíàíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì ñâîáîäíîì ñëàãàåìîì:

S(τ) = S0(τ) +

τ0
∫

τ∗

Γ(τ, τ ′)S0(τ
′) dτ ′. (5)54



Äâà àðãóìåíòà ðåçîëüâåíòû îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî îäèí èç íèõ óêàçûâàåò íà ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ(ãëóáèíû ïëîñêîãî èñòî÷íèêà), à äðóãîé � íà ðàñïîëîæåíèå ïðèåìíèêà.Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ðåçîëüâåíòà, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) è ñîîòíîøåíèå (5) âîïåðàòîðíîé �îðìå:
S = S0 + K̂ S, S = S0 + Γ̂S0. (6)Ïîäñòàâèâ âòîðîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå, ïîëó÷èì
S0 + Γ̂S0 = S0 + K̂ (S0 + Γ̂S0). (7)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ S0, à ñëåäîâàòåëüíî è âåêòîð S0, ïðîèçâîëüíû, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

Γ̂ = K̂ + K̂ Γ̂ . (8)Ýòî è åñòü óðàâíåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû. Çàïèøåì åãî â îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
Γ(τ, τ1) =

λ

2
K(|τ − τ1|) +

λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|) Γ(τ ′, τ1) dτ ′. (9)�åçîëüâåíòà óäîâëåòâîðÿåò åùå îäíîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ åãî âûâîäà ñíîâà ïðèìåíèì îïåðàòîðíûå îáîçíà÷å-íèÿ. Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (6) âåêòîð S0 ÷åðåç S è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå (6):
S = S− K̂ S + Γ̂(S − K̂ S). (10)Îòñþäà ñëåäóåò îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Γ̂ = K̂ + Γ̂K̂ . (11)Åãî âèä â îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ
Γ(τ, τ1) =

λ

2
K(|τ − τ1|) +

λ

2

τ0
∫

τ∗

Γ(τ, τ ′)K(|τ ′ − τ1|) dτ ′. (12)Íàëè÷èå äâóõ óðàâíåíèé äëÿ ðåçîëüâåíòû îòðàæàåò òîò �àêò (êîòîðûé, ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî äîêàçûâàòü), ÷òîëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûå îïåðàòîðû äëÿ îïåðàòîðà 1 − K̂ ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî è âòîðîãîóðàâíåíèé íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî
(1 − K̂ )(Γ̂ + 1) = 1, (Γ̂ + 1)(1 − K̂ ) = 1. (13)3. Òðè òèïà ïëîñêèõ ñðåä. Ñðåäà ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé, êàê ìû âèäåëè â ãëàâå î ìîíîõðîìàòè÷åñêîìðàññåÿíèè, ìîæåò áûòü òðåõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïîâ. �àññìîòðèì èõ ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåìó óðàâíåíèþ(1).Åñëè τ0 = −τ∗ = +∞, òî ñðåäà íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé, ïðè τ∗ = 0 è τ0 = +∞ � ïîëóáåñêîíå÷íîé, à ïðè

τ∗ = 0, τ0 < ∞ � êîíå÷íûì ñëîåì. Çàìåòèì, ÷òî, êàê è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè, â ñëó÷àå ïëîñêîãîñëîÿ (1) � ýòî óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà, äëÿ áåñêîíå÷íîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä îíî ñèíãóëÿðíî.Äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ óïîòðåáëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ðåçîëüâåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî êîíêðåòè-çèðóþòñÿ îïðåäåëÿþùèå åå óðàâíåíèÿ. �åçîëüâåíòà äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû îáîçíà÷àåòñÿ Γ∞(τ, τ1). Ïîñêîëüêóòàêàÿ ñðåäà íå èìååò ãðàíèö, åå ñëîè âîîáùå èäåíòè÷íû. Ïîýòîìó îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè çàâèñèò íå òîëüêî ÿäðî,íî è ðåçîëüâåíòà. Ôîðìóëîé ýòî âûðàæàåòñÿ òàê:
Γ∞(τ, τ1) = Γ∞(|τ − τ1|, 0) = Φ∞(|τ − τ1|). (14)Ó ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû èìååòñÿ ãðàíèöà, ÷åðåç êîòîðóþ èçëó÷åíèå ìîæåò ïîêèäàòü ñðåäó, òåì ñàìûìâûõîäÿ èç ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ. Ïîýòîìó èäåíòè÷íîñòü ñëîåâ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, ò. å. ïðè ïåðâîìðàññåÿíèè. �åçîëüâåíòà ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû Γ(τ, τ1) çàâèñèò îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ áîëåå ñëîæíî. Îäíàêî îíà,êàê ëåãêî ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåé ýòèõ àðãóìåíòîâ. Ýòîñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èñòî÷íèê è ïðèåìíèê ìîãóò ìåíÿòüñÿ ìåñòàìè. ×àñòíîå çíà÷åíèå ðåçîëüâåíòû, êîãäàèñòî÷íèê èëè ïðèåìíèê ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãðàíèöå, èìååò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå Γ(τ, 0) = Φ(τ) è íàçûâàåòñÿðåçîëüâåíòíîé �óíêöèåé, èëè �óíêöèåé Ñîáîëåâà.Ïëîñêèé ñëîé îãðàíè÷åí ñ äâóõ ñòîðîí, è äëÿ íåãî òåì áîëåå íåò òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè. Îäíàêîñèììåòðè÷íîñòü è èçîòðîïíîñòü ñðåäû ñîõðàíÿþòñÿ è îòðàæàþòñÿ â òàêèõ ðàâåíñòâàõ äëÿ ðåçîëüâåíòû:

Γ(τ, τ1, τ0) = Γ(τ1, τ, τ0) = Γ(τ0 − τ, τ0 − τ1, τ0). (15)55



×àñòíîå çíà÷åíèå ñ èñòî÷íèêîì íà ãðàíèöå òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ îñîáî: Γ(τ, 0, τ0) = Φ(τ, τ0) è èìååò òå æå íàçâà-íèÿ, ÷òî è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ôóíêöèè Φ îòâå÷àþò ïëîñêîìó èñòî÷íèêó (èëè ïðèåìíèêó), ðàñïîëîæåí-íîìó íà ãëóáèíå τ = 0, ÷òî â ñëó÷àå ñðåä ñ ãðàíèöåé îòâå÷àåò åãî ðàñïîëîæåíèþ íà ãðàíèöå. Ñèììåòðè÷íîñòüðåçîëüâåíò åñòü ïðîÿâëåíèå óïîìèíàâøåéñÿ â ãëàâå 2 îáðàòèìîñòè îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.Òðè ðåçîëüâåíòû ñâÿçàíû ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè. Åñëè çàêðåïèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ãëóáèíàìè èñòî÷íèêàè ïðèåìíèêà, à îäíó èëè îáå ãðàíèöû óñòðåìèòü íà áåñêîíå÷íîå ðàññòîÿíèå îò íèõ, òî, èñõîäÿ íåïîñðåäñòâåííîèç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðåçîëüâåíò, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè τ∗ → −∞ è τ0 → ∞
Γ(τ − τ∗, τ1 − τ∗) → Γ∞(τ, τ1), Γ(τ, τ1,∞) = Γ(τ, τ1), Γ(τ − τ∗, τ1 − τ∗, τ0 − τ∗) → Γ∞(τ, τ1). (16)4. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. �åçîëüâåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (1) ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåìèíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â îñíîâíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîýòîìó â òåîðèþ ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ íèõ.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà áóäåì îòìå÷àòü ÷åðòîé íàä îáîçíà÷åíèåì �óíêöèè:

S(p) =

∞
∫

0

S(τ)e−pτdτ. (17)Íàðÿäó ñ îáû÷íûì (îäíîñòîðîííèì) ïðåîáðàçîâàíèåì ââîäèòñÿ äâóñòîðîííåå
S(p) =

∞
∫

−∞

S(τ)e−pτdτ. (18)Â ñëó÷àå ÷åòíûõ �óíêöèé îíî ñâîäèòñÿ ê îäíîñòîðîííèì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçîáüåì èíòåãðàë â (18) íà äâà: îò
−∞ äî 0 è îò 0 äî ∞. Â ïåðâîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó τ ′ = −τ , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿó îáîèõ èíòåãðàëîâ ñîâïàäóò. Çíàê àðãóìåíòà �óíêöèè â ïåðâîì èíòåãðàëå â ñèëó åå ÷åòíîñòè ìîæíî îïóñòèòü,è èíòåãðàë áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò âòîðîãî òîëüêî çíàêîì ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû:

S(p) =

∞
∫

0

S(τ)epτdτ +

∞
∫

0

S(τ)e−pτdτ = S(−p) + S(p). (19)Îäíîñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê äâóñòîðîííåå îò �óíêöèè, ðàâíîé íóëþ ïðè îòðèöàòåëüíûõçíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà òåñíî ñâÿçàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, îòëè÷àÿñü îò íåãî òåì, ÷òî ïàðàìåòð ïðå-îáðàçîâàíèÿ p èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü � ìíèìóþ åäèíèöó i. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìèäâóìÿ �óíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ àðãóìåíòû ïîâåðíóòû â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà óãîë π/2. Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿËàïëàñà êàê ñëåäñòâèå èíòåãðàëà Ôóðüå:
S(τ) =

1

2πi

i∞
∫

−i∞

S(p)epτdp. (20)Èìååòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà è ñòåïåííûìè ðÿäàìè [29℄. Êàê èçâåñòíî, ñòåïåííîéðÿä ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå � êðóãå ñõîäèìîñòè. �àäèóñ êðóãà ñõîäèìîñòè ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè,îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èäåò ðàçëîæåíèå â ðÿä, äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè ðàçëàãàåìîé �óíêöèè. Èíòåãðàë,ÿâëÿþùèéñÿ (îäíîñòîðîííèì) ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà, âîîáùå ãîâîðÿ, ñõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè, ëåæàùåé ñïðàâà îò íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè. Ñêàçàííîå íå îçíà÷àåò, ÷òîïðåîáðàçîâàíèå èìååò ñìûñë òîëüêî òàì, ãäå ñõîäèòñÿ èíòåãðàë (êàê è â ñëó÷àå ðÿäîâ). ×àñòî �óíêöèþ ìîæíîàíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü, èíîãäà íà âñå òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êðîìå íåêîòîðûõ, îñîáûõ. ßñíî, ÷òîíà ïðÿìîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, îáÿçàòåëüíî ëåæèò îñîáàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê�óíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà.Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè áåñêîíå÷íîé, ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä è ïëîñêîãî ñëîÿ, íî ñíà÷àëàââåäåì ðÿä �óíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ÿäåðíîé.5. ßäåðíàÿ �óíêöèÿ è åå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ðàññìàò-ðèâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå ÿäðà, ò. å. ñ ÷åòíûìè ÿäåðíûìè �óíêöèÿìè, ïðåäñòàâèìûìè â âèäå (2).Èíòåãðàë, ïðåäñòàâëÿþùèé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà òàêîé �óíêöèè,
K(p) =

∞
∫

0

e−p τ K(τ) dτ =

b
∫

a

A(y′)
dy′

y′ + p
, (21)56



ñõîäèòñÿ ïðè Re > −a. Òàêîé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè. Îí íàïîìèíàåò èíòåãðàë Êîøè
∫

©
L

f(z′)
dz′

z′ − z
= 2πi f(z), (22)áåðóùèéñÿ ïî íåêîòîðîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó L â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íî â èíòåãðàëå Êîøè ñòîèò �óíêöèÿ

f(z), ðåãóëÿðíàÿ â îáëàñòè, öåëèêîì ñîäåðæàùåé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó óêàçàííûé èíòåãðàë âñåãäàâûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñàìó �óíêöèþ. Â èíòåãðàëå òèïà Êîøè �óíêöèÿ ëèøü íåïðåðûâíà, à êîíòóð íå îáÿçàòåëüíîçàìêíóò, è äëÿ íåãî ðàâåíñòâî (22) íå âûïîëíÿåòñÿ.Âìåñòå ñ òåì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèè åñòü èíòåãðàë òèïà Êîøè,ñèëüíî îáëåã÷àåò ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà, òàê êàê èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî èíòåãðàëà[10,29℄.Ââåäåì åùå äâå �óíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ÿäåðíîé, à èìåííî äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, òî÷íååïîëóñóììó îäíîñòîðîííèõ
U(p) =

1

2
[K(p) +K(−p)] =

b
∫

a

A(y)
y dy

y2 − p2
(23)è êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ÿäåðíîé �óíêöèè

V (u) = U(i u) =

∞
∫

0

cos(uτ)K(τ)dτ =

b
∫

a

A(y) y dy

y2 + u2
. (24)Îáå ýòè �óíêöèè ÷åòíû îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Èõ îáùåå çíà÷åíèå â íóëå V (0) = U(0) = K(0) ðàâíîèíòåãðàëó (3). Â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé î �óíêöèè A(y), â ÷àñòíîñòè åå íåîòðèöàòåëüíîñòè, �óíêöèÿ V (u)íåïðåðûâíà è ñòðîãî óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå [0,∞). Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ òàì

V ′(u) = −2u

b
∫

a

A(y) y dy

(y2 + u2)2
< 0. (25)Ââåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó èçó÷èì èõ àíàëè-òè÷åñêèå ñâîéñòâà íà íåé.6. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèè (ïåðâûé èíòåãðàë â(21)), êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè (âòîðîé èíòåãðàë â òîì æå ðàâåíñòâå), êîòîðûéìîæíî âû÷èñëÿòü íå òîëüêî ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ p, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå. Òåì ñàìûì èíòå-ãðàë àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåò ïðåîáðàçîâàíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Ôóíêöèÿ K(p) ðåãóëÿðíà âåçäå,êðîìå òî÷åê ïðîìåæóòêà [−b,−a]. Â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê åå ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [10℄), êðàòêèé âûâîä êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ïðèâåäåì.Íåðåãóëÿðíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà K(p) íà ïðîìåæóòêå [−b,−a] îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â åãî òî÷êàõîáðàùàåòñÿ â íóëü çíàìåíàòåëü ó ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â èíòåãðàëå òèïà Êîøè â (21). ×òîáû èññëåäîâàòüïîâåäåíèå èíòåãðàëà (21) âáëèçè òî÷êè p = −y ∈ [−b,−a], ðàññìîòðèì åãî çíà÷åíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè÷óòü âûøå èëè ÷óòü íèæå âûáðàííîé òî÷êè, âûäåëèì íåáîëüøîé ïðîìåæóòîê îêîëî íåå è äîáàâèì è âû÷òåìèíòåãðàë ïî ìàëîìó ïðîìåæóòêó îò äðîáè ñ ìíîæèòåëåì � �óíêöèåé A(y) â òî÷êå y ∈ [a, b]:

K(−y± iε)=

b
∫

a

A(y′)

y′−y ± iε
dy′=

y−δ
∫

a

A(y′)

y′−y ± iε
dy′+

b
∫

y+δ

A(y′)

y′−y ± iε
dy′+

y+δ
∫

y−δ

A(y′)−A(y)

y′−y ± iε
dy′+A(y)

y+δ
∫

y−δ

dy′

y′−y ± iε
. (26)Ñ÷èòàåì, ÷òî δ > ε > 0. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëû ïî ïðîìåæóòêàì, íå ñîäåðæàùèì òî÷êè y, è èí-òåãðàë ñ ðàçíîñòüþ çíà÷åíèé �óíêöèè A îñòàþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ è ïðè ε → 0. Ïîñëåäíèé æå â (26) èíòåãðàëâû÷èñëÿåòñÿ. Ïðè çíàêå +

y+δ
∫

y−δ

dy′

y′ − y + iε
= ln

δ + iε

−δ + iε
= ln

eiφ

eiπ−iφ
= −iπ + 2iφ, (27)ãäå

cosφ =
δ√

δ2 + ε2
, sinφ =

ε√
δ2 + ε2

. (28)Ïðè èçìåíåíèè çíàêà ïåðåä ε â (27) ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå.57



Òåïåðü ìîæíî ε óñòðåìèòü ê íóëþ. Òîãäà â ïðåäåëå ïîëó÷èòñÿ φ = 0 è
K(−y ± i0) =

y−δ
∫

a

A(y′)

y′ − y
dy′ +

b
∫

y+δ

A(y′)

y′ − y
dy′ +

y+δ
∫

y−δ

A(y′) −A(y)

y′ − y
dy′ ∓ iπA(y). (29)Íàêîíåö, óñòðåìèì ê íóëþ è δ. Èíòåãðàë îò äðîáè ñ ðàçíîñòüþ â ÷èñëèòåëå ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàêåãî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà, à ïðåäåë ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóåò è íàçûâàåòñÿ ãëàâíûìçíà÷åíèåì èíòåãðàëà â ñìûñëå Êîøè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî çíà÷åíèå ïðîñòî èíòåãðàëîì áåç êàêèõ-ëèáîäîïîëíèòåëüíûõ çíà÷êîâ.Èòàê, �îðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ èìåþò âèä

K(−y ± i0) = K(−y) ∓ iπA(y), (30)ãäå a < y < b, à K(−y) � èíòåãðàë âèäà (21), â êîòîðîì çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè îáðàùàåòñÿ âíóëü è èíòåãðàë íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ U(p) ÿâëÿåòñÿ ïîëóñóììîé ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà (21), �îðìóëû Ñîõîöêîãî äëÿ íååñëåäóþò èç (30) è âûãëÿäÿò òàê:
U(y ± i0) = U(y) ± iπ

2
A(|y|) sgn y. (31)Çäåñü |y| ∈ [a, b], à èíòåãðàë (23) ïðè òàêèõ p = y ïîíèìàåòñÿ êàê ãëàâíîå çíà÷åíèå.� 3.2. Áåñêîíå÷íàÿ ñðåäà1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû. Óðàâíåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû ñîäåðæèò èíòåãðàë ïîâñåé îñè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ñðåäû è îòñóòñòâèÿ ãðàíèö, ò. å. âûäåëåííîãî óðîâíÿãëóáèíû, íå òîëüêî ÿäðî, íî è ðåçîëüâåíòà áóäóò �óíêöèÿìè îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ: Γ∞(τ, τ1) =

Γ∞(|τ − τ1|, 0) = Φ∞(|τ − τ1|). Ýòî ñëåäóåò è �îðìàëüíî èç óðàâíåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ Φ∞(τ) ÷åòíîé,òîãäà çíàê ìîäóëÿ ìîæíî íå ñòàâèòü. Ôóíêöèÿ Φ∞(τ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
Φ∞(τ) =

λ

2
K(|τ |) +

λ

2

∞
∫

−∞

K(|τ − τ ′|)Φ∞(τ ′) dτ ′. (32)Óðàâíåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà ñâåðòêè, è åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü ê íåìó ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå èëè, ÷òî â ñóùíîñòè òî æå ñàìîå, äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Îáîçíà÷àÿ ðåçóëüòàòïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ÷åðòîé ñâåðõó, ââèäó ÷åòíîñòè ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè íåïî-ñðåäñòâåííî èç (32) íàõîäèì [66℄
Φ∞(p) + Φ∞(−p) =

1

1 − λU(p)
− 1. (33)Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â çíàìåíàòåëå ýòîãî âûðàæåíèÿ, èãðàåò âàæíóþ ðîëü è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.2. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äàåòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, êîí-òóðíûì èíòåãðàëîì âäîëü ìíèìîé îñè âèäà (20). Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èíòåãðàëà ê âåùåñòâåííîìó âèäó ñîãëàñíîïðåîáðàçîâàíèþ (33) ðåçîëüâåíòà âûðàçèòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ (24):

Φ∞(τ) =
1

2πi

i∞
∫

−i∞

[

1

1 − λU(p)
− 1

]

epτdp =
λ

π

∞
∫

0

V (u)du

1 − λV (u)
cos(uτ). (34)Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ðåçîëüâåíòû äëÿ ðàñ÷åòà åå çíà÷åíèé ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû îò êîëåáëþùèõ-ñÿ çíàêîïåðåìåííûõ �óíêöèé. Ýòî äîñòàòî÷íî íåïðèÿòíàÿ ïðîöåäóðà, ïðè êîòîðîé âîçìîæíû áîëüøèå ïîòåðèòî÷íîñòè.Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäðà â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò èíòåãðàë (34) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåí â äðóãîì âèäå, ñ âåùåñòâåííîé ýêñïîíåíòîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ êîñîáåííîñòÿì U(p), êîòîðûå ëåæàò íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè τ > 0 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâû-âàòü òîëüêî íàëåâî, òàê êàê â ýòó ñòîðîíó ýêñïîíåíòà óáûâàåò. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ τ êîíòóð ïðåîáðàçîâûâàåòñÿíàïðàâî. �àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèòåëüíûå τ .58



3. Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàùåíèÿ. Îñîáåííîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîì-ïëåêñíîé ïëîñêîñòè p ñîñòîÿò èç ëèíèè âåòâëåíèÿ � îòðåçêà [−b,−a] � è âîçìîæíûõ òî÷åê ïîëþñîâ, ãäå çíà-ìåíàòåëü â (33) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò. å. ðåøåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
1 − λU(k) = 0. (35)Òàêèõ êîðíåé óðàâíåíèå ìîæåò è íå èìåòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè A(y) âîçìîæíûëèáî äâà ïðîñòûõ êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ëåæàòü òîëüêî íà ïðîìåæóòêå [−a, a] ñèììåòðè÷íîîòíîñèòåëüíî íóëÿ, ëèáî äâóêðàòíûé êîðåíü k = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â âûðàæåíèè

1 − λU(k1 + ik2) = 1 − λ

b
∫

a

A(y)ydy
y2 − k2

1 + k2
2 + 2ik1k2

(y2 − k2
1 + k2

2)
2 + 4k2

1k
2
2

(36)ìíèìàÿ ÷àñòü ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü ëèøü â ñëó÷àÿõ, åñëè ëèáî k1 = 0, ëèáî k2 = 0, ò. å. êîðíè ëåæàò íàìíèìîé èëè âåùåñòâåííîé îñÿõ. Íî çíà÷åíèÿ k1 = 0 íåâîçìîæíû, òàê êàê U(iu) = V (u), à ýòî ìîíîòîííàÿ�óíêöèÿ, âñåãäà ìåíüøàÿ ñâîåãî çíà÷åíèÿ ïðè u = 0. �àç êîðíè ìîãóò áûòü òîëüêî âåùåñòâåííûìè, òî îíèäîëæíû ëåæàòü ëèáî ìåæäó òî÷êàìè −a è a, ëèáî áûòü áîëüøèìè ïî ìîäóëþ, ÷åì b, òàê êàê îñòàëüíûå òî÷êèâåùåñòâåííîé îñè ñîñòàâëÿþò ëèíèþ âåòâëåíèÿ. Îäíàêî çíà÷åíèÿ |k| > b òàêæå íåâîçìîæíû, èáî ïðè |k| > b�óíêöèÿ U(k) îòðèöàòåëüíà. Íåâîçìîæíû è îòëè÷íûå îò íóëÿ êðàòíûå êîðíè âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
U ′(p) = p

b
∫

a

A(y)
y dy

(y2 − p2)2
(37)îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè p = 0. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé (37) ïðè 0 < p < a �óíêöèÿ U(p)íà ýòîì ïðîìåæóòêå ìîíîòîííà, è âòîðîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (35) òàì áûòü íå ìîæåò. Ïðè çíàêîïåðåìåííûõ�óíêöèÿõ A(y) âîçìîæíû äðóãèå ñèòóàöèè. Â äàëüíåéøåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿèìåííî äâà ïðîñòûõ êîðíÿ ±k, 0 < k < a.Ñîñòàâèì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå â ðàâåíñòâå (34) èç ñëåäóþùèõ ÷àñòåé. ×àñòü ìíèìîéîñè îò −iR äî iR, ãäå R � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, äàëåå ëåâàÿ ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñîì R ñ öåíòðîì âíóëå è ëèíèåé ñå÷åíèÿ � ìíèìîé îñüþ, ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè íàä è ïîä ëèíèåé âåòâëåíèÿ [−b,−a] è íåçà-ìêíóòûå îêðóæíîñòè ìàëûõ ðàäèóñîâ, îáõîäÿùèå êðàéíèå òî÷êè âåòâëåíèÿ è ñîåäèíÿþùèå âåðõíèé è íèæíèéó÷àñòêè êîíòóðà âäîëü ëèíèè âåòâëåíèÿ. Íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ � ââåðõ ïî ìíèìîé îñè, çàòåì âíèç ïîïîëóîêðóæíîñòè; ïî îòðåçêàì: ïî âåðõíåìó íàïðàâî, ïî íèæíåìó íàëåâî.Âíóòðè âûáðàííîãî êîíòóðà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (33) ðåãóëÿðíî âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè −k (åñëèñóùåñòâóåò êîðåíü k õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (35)), ãäå èìååòñÿ ïðîñòîé ïîëþñ. Ïîýòîìó èíòåãðàë ðàâåíïðîèçâåäåíèþ 2πi íà âû÷åò â ïîëþñå.Óñòðåìèì ðàäèóñ R ê áåñêîíå÷íîñòè, à ðàäèóñû ìàëûõ îêðóæíîñòåé ê íóëþ. Òîãäà èíòåãðàë ïî áîëüøîéîêðóæíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ëåììå Æîðäàíà [29℄. Èíòåãðàëû ïî ìàëûì îêðóæíîñòÿì òàêæå îáðàùàþòñÿâ íóëè. Â ðåçóëüòàòå �óíêöèÿ (34) îêàæåòñÿ ðàâíîé ñóììå óïîìÿíóòîãî âû÷åòà è èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì îêîëîëèíèè âåòâëåíèÿ, âçÿòûõ â íàïðàâëåíèÿõ, ïðîòèâîïîëîæíûõ óêàçàííûì âûøå. Âû÷åò ðàâåí 1/[−λU ′(−k)] =

1/λU ′(k), òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ÷åòíîé �óíêöèè íå÷åòíà. Èíòåãðàë æå, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðîãî, êàê è ïðèíàõîæäåíèè âû÷åòà, ñëàãàåìîå −1 íåñóùåñòâåííî (îíî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû Æîðäàíà),ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
−a
∫

−b

epτdp

1 − λU(p − i0)
+

−b
∫

−a

epτdp

1 − λU(p+ i0)
=

b
∫

a

[

1

1 − λU(y + i0)
− 1

1 − λU(y − i0)

]

e−yτdy =

=

b
∫

a







1

1 − λU(y) − λπi

2
A(y)

− 1

1 − λU(y) +
λπi

2
A(y)






e−yτdy. (38)Ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó âûðàæåíèþ ñäåëàíà çàìåíà p = −y. Ïðè ýòîì ó ïåðâîãî èíòåãðàëà ìèíóñ îò äè��å-ðåíöèàëà êîìïåíñèðîâàëñÿ ïåðåìåíîé ïîðÿäêà ïðåäåëîâ. Ïðè ïåðåõîäå ê òðåòüåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçîâàíû�îðìóëû (31).Îêîí÷àòåëüíî ïðè τ > 0 íàõîäèì

Φ∞(τ) = C∞e
−kτ +

b
∫

a

R(y)e−τ y dy, (39)59



ãäå
C∞ =

1

λU ′(k)
, R(y) =

λ

2

A(y)

[1 − λU(y)]2 + [λπ A(y)/2]2
. (40)Åñëè ïîëþñà ó Φ∞(p) íåò, ò. å. íå ñóùåñòâóåò êîðíÿ (35), òî âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå â (39) îòñóòñòâóåò.Åñëè áû ïîëþñîâ îêàçàëîñü íåñêîëüêî (ïðè íåïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè A(y)), òî âìåñòî îäíîãî ñëàãàåìîãîäîëæíà áûëà áû â (39) ñòîÿòü ñóììà.4. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. �åøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (32), ñóùåñòâóþò òîëüêîïðè íàëè÷èè êîðíåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà êàæäîé ïàðå êîðíåé ±k îòâå÷àþò äâà ðåøåíèÿ:

e±kτ . Ïðè λ, èìåþùèõ îáû÷íûé �èçè÷åñêèé ñìûñë, ò. å. çàêëþ÷åííûõ ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé, êàê îòìå÷àëîñüâûøå, êîðíè k âåùåñòâåííû. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé �óíêöèè A(y) ìîæåò ñóùåñòâîâàòüòîëüêî îäíà ïàðà êîðíåé ±k.Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ íå�èçè÷åñêèõ, â òîì ÷èñëå êîì-ïëåêñíûõ λ. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî âûðàçèòü λ èç óðàâíåíèÿ ÷åðåç �óíêöèþ S(τ) è èíòåãðàë �åå ñâåðòêó ñ ÿäðîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè S(τ) ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå λ, äëÿ êîòîðîãî ýòà �óíêöèÿáóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ. Îäíàêî îäèí íàáîð çíà÷åíèé λ âûäåëåí òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ îãðàíè-÷åíû. Ýòè çíà÷åíèÿ λ çàïîëíÿþò ïðîìåæóòîê [1/V (0),+∞), è ìîæíî ïîëîæèòü λ = 1/V (u), u ∈ [0,∞). Òîãäàðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòû e±i u τ . Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ λ îáðàçóþò íåïðåðûâíûé ñïåêòð óðàâíåíèÿ, àðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå �óíêöèè ýòîãî ñïåêòðà.� 3.3. Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäà1. Ñîîòíîøåíèå Ñîáîëåâà. Èç-çà íàëè÷èÿ ãðàíèöû ðåçîëüâåíòà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû
Γ(τ, τ1) çàâèñèò îò äâóõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ â îòäåëüíîñòè. Îäíàêî è îíà, õîòÿ ñëîæíåå, ÷åì â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîéñðåäû, âñå æå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîå ÷àñòíîå çíà÷åíèå Φ(τ) = Γ(τ, 0), ÷òî áûëî ïîêàçàíî Â.Â.Ñîáîëåâûì âðàáîòå [72℄. Âîñïðîèçâåäåì âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû

Γ(τ, τ1) =
λ

2
K(|τ − τ1|) +

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|) Γ(τ ′, τ1)dτ
′ (41)ïî àðãóìåíòó τ1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

∂Γ(τ, τ1)

∂τ1
=
λ

2
K ′(|τ − τ1|) sgn(τ1 − τ) +

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)∂Γ(τ ′, τ1)

∂τ1
dτ ′. (42)Òåïåðü ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî τ . Îäíàêî æåëàòåëüíî, ÷òîáû ðåçóëüòàò ñîäåðæàë ïðîèçâîäíûå íå îòÿäðà, à îò ðåçîëüâåíòû. Ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë, ðàçáèâ åãî íà äâà:

τ
∫

0

K(τ − τ ′) Γ(τ ′, τ1)dτ
′ +

∞
∫

τ

K(τ ′ − τ) Γ(τ ′, τ1)dτ
′ =

τ
∫

0

K(τ ′′) Γ(τ − τ ′′, τ1)dτ
′′ +

∞
∫

0

K(τ ′′) Γ(τ + τ ′′, τ1)dτ
′′. (43)Çäåñü â ïåðâîì èíòåãðàëå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ ′ = τ − τ ′′, à âî âòîðîì τ ′ = τ + τ ′′.Äè��åðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïî τ ñ òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì èíòåãðàëà äàåò

∂Γ(τ, τ1)

∂τ
=
λ

2
K ′(|τ−τ1|) sgn(τ−τ1)+

λ

2



K(τ)Γ(0, τ1)+

τ
∫

0

K(τ ′′)
∂Γ(τ−τ ′′, τ1)

∂τ
dτ ′′+

∞
∫

0

K(τ ′′)
∂Γ(τ+τ ′′, τ1)

∂τ
dτ ′′



. (44)Âåðíåìñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà èíòåãðàë ïðèìåò âèä èñõîäíîãî ñ çàìåíîé ðåçîëüâåíòûíà åå ïðîèçâîäíóþ. Ñëîæèâ ðåçóëüòàò ñ óðàâíåíèåì (42), ïîëó÷èì
∂Γ(τ, τ1)

∂τ
+
∂Γ(τ, τ1)

∂τ1
=
λ

2
K(τ)Γ(0, τ1) +

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)
[

∂Γ(τ ′, τ1)

∂τ ′
+
∂Γ(τ ′, τ1)

∂τ1

]

dτ ′. (45)Ïåðâûå âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â (42) è (44) ñîêðàòèëèñü, òàê êàê ó íèõ ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.60



Èç (45) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ïðîèçâîäíûõ îò ðåçîëüâåíòû ïî îáîèì åå àðãóìåíòàì óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþñ òåì æå ÿäðîì, ÷òî è ñàìà ðåçîëüâåíòà. Ïðè ýòîì ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæèòåëåé. Âòîðîé èçíèõ âîîáùå íå çàâèñèò îò îñíîâíîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèÿ, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ èíòåãðàë, è íà íåãî ìîæíî ðàç-äåëèòü óðàâíåíèå, òàê ÷òî îí âîéäåò â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò òàêèì æå ìíîæèòåëåì. Ïåðâûé æå ìíîæèòåëüñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ðåçîëüâåíòû τ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
∂Γ(τ, τ1)

∂τ
+
∂Γ(τ, τ1)

∂τ1
= Γ(τ, 0)Γ(0, τ1) = Φ(τ)Φ(τ1). (46)Ýòî è åñòü ñîîòíîøåíèå Ñîáîëåâà. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îñíîâàíî íà åãî ðàáîòàõ [72,73℄ (ñì. òàêæå [31,56,76℄).2. Âûðàæåíèå ðåçîëüâåíòû ÷åðåç ðåçîëüâåíòíóþ �óíêöèþ. Ïóñòü τ > τ1. Ñäåëàåì â ëèíåéíîìäè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà çàìåíó ïåðåìåííûõ τ−τ1 = s, τ1 = t. Ïåðåñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå

∂

∂τ
=

∂

∂s
,

∂

∂τ1
=

∂

∂t
− ∂

∂s
. (47)Òîãäà óðàâíåíèå (46) ïåðåïèøåòñÿ êîðî÷å:

∂Γ(s+ t, t)

∂t
= Φ(s+ t)Φ(t). (48)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (48) èìååò âèä

Γ(s+ t, t) = C(s) +

∫ t

0

Φ(s+ t′)Φ(t′)dt′. (49)Ïðè t = 0 äîëæíî áûòü Γ(s, 0) = C(s) = Φ(s). Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì
Γ(τ, τ1) = Φ(τ − τ1) +

τ1
∫

0

Φ(t′)Φ(τ − τ1 + t′)dt′. (50)Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t′ = τ1 − τ ′ ïðèâîäèò ê �îðìóëå
Γ(τ, τ1) = Φ(τ − τ1) +

τ1
∫

0

Φ(τ1 − τ ′)Φ(τ − τ ′)dτ ′ ïðè τ > τ1. (51)Òàê êàê ðåçîëüâåíòà îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ çàâèñèò ñîâåðøåííî îäèíàêîâî, �îðìóëó (51) ìîæíî ïåðåïèñàòü âñèììåòðè÷íîì âèäå, âåðíîì ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó τ è τ1:
Γ(τ, τ1) = Φ(|τ − τ1|) +

min(τ,τ1)
∫

0

Φ(τ − t)Φ(τ1 − t) dt. (52)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ðåçîëüâåíòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå.Èòàê, íàéäÿ óêàçàííîå ÷àñòíîå çíà÷åíèå ðåçîëüâåíòû, ò. å. ðåçîëüâåíòíóþ �óíêöèþ, ìîæíî ðàññ÷èòàòü èñàìó ðåçîëüâåíòó. Îäíàêî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëó (5) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçîëüâåíòû (52) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü,ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
S(τ) = S0(τ) +

∞
∫

0

S0(τ1)Φ(|τ − τ1|)dτ1 +

τ
∫

0

Φ(τ − t)dt

∞
∫

t

S0(τ1)Φ(τ1 − t)dτ1. (53)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîé �óíêöèè S0(τ) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ èñòî÷íèêàõ äîñòàòî÷íîâû÷èñëèòü îäèí îäíîêðàòíûé è îäèí ïîâòîðíûé èíòåãðàëû.�åçîëüâåíòíàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, ñëåäóþùèì èç (41) ïðè τ1 = 0:
Φ(τ) =

λ

2
K(τ) +

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)Φ(τ ′)dτ ′. (54)61



3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè èãðàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû,òî÷íåå, âåëè÷èíà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò íåãî íà ñëàãàåìîå � ýêñïîíåíòó:
D(τ, p) = e−pτ +

∞
∫

0

e−pτ1Γ(τ, τ1)dτ1. (55)Èç îïðåäåëåíèÿ ðåçîëüâåíòû ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ D(τ, p) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (41) ïðè ñâîáîäíîì÷ëåíå e−pτ . Òàê êàê ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ýêñïîíåíò ñ âåñîâîé �óíêöèåé A(y), àðåçîëüâåíòíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (54) ñî ñâîáîäíûì ñëàãàåìûì, ðàâíûì ÿäåðíîé �óíêöèè, òîâ ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Φ(τ) =

λ

2

b
∫

a

A(y)D(τ, y)dy. (56)×àñòíîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåçîëüâåíòû, ÿâëÿþùååñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ðåçîëüâåíòíîé �óíê-öèè, èìååò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå
D(0, p) = 1 + Φ(p) = H(p) (57)è íàçûâàåòñÿ H-�óíêöèåé (çàìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå H-�óíêöèè H(1/p), íî ìû çäåñü åãî èçìå-íèëè äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè �îðìóë).Ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè D(τ, p). Ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êñîîòíîøåíèþ (46). Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå îò ïðîèçâîäíîé ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âûðàæàåòñÿ ÷åðåçïðåîáðàçîâàíèå ñàìîé �óíêöèè

∞
∫

0

e−pτf ′(τ)dτ = pf(p) − f(0), (58)òî (ïåðåõîäèì îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî τ ê îáû÷íîé, ñ÷èòàÿ p ïàðàìåòðîì)
d

dτ
[D(τ, p) − e−pτ ] + p[D(τ, p) − e−pτ ] − Γ(τ, 0) = Φ(τ)[H(p) − 1] (59)èëè ïîñëå ñîêðàùåíèé

dD(τ, p)

dτ
= −pD(τ, p) +H(p)Φ(τ). (60)Îòñþäà ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå �óíêöèè D(τ, p) ÷åðåç Φ(τ). Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü â(55) �îðìóëó (52):

D(τ, p) = H(p)Ψ(τ, p), (61)ãäå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âèäà (54) ñî ñâîáîäíûì ñëàãàåìûì e−pτ/H(p)

Ψ(τ, p) = e−pτ

[

1 +

∫ τ

0

epτ ′

Φ(τ ′) dτ ′
]

. (62)Íàêîíåö, äâîéíîå (ïî îáîèì àðãóìåíòàì) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû ïîëó÷àåòñÿ èç (61):
R(p, q) = D(p, q) =

H(p)H(q)

p+ q
. (63)4. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ H-�óíêöèè. H-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè óðàâíåíèÿìè. Íåëè-íåéíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîèçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â ñîîòíîøåíèè (56), à çàòåì ïîäñòàâèòüâ ðåçóëüòàò äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ðåçîëüâåíòû (63):

H(p) = 1 +
λ

2
H(p)

b
∫

a

A(y)H(y)
dy

y + p
. (64)Âïåðâûå òàêîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî Â.À.Àìáàðöóìÿíîì â óïîìèíàâøåéñÿ âûøå åãî ðàáîòå äëÿ ìîíî-õðîìàòè÷åñêîãî èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ äðóãèì ñïîñîáîì, à çàòåì îáîáùåíî Ñ.×àíäðàñåêàðîì [85℄ íà ñëó÷àéíåèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿäðà � ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò îíî âûâåäåíî Â.Â.Ñîáîëåâûì[72℄. 62



Óðàâíåíèå (64) ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå:
1

H(p)
= 1 − λ

2

b
∫

a

A(y)H(y)
dy

y + p
. (65)5. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ H-�óíêöèè. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (54) ñó÷åòîì ïðåäñòàâèìîñòè ÿäåðíîé �óíêöèè â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò.Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (54). Ïîñëå ðàçáèåíèÿ èíòåãðàëà ïî τ ′ íà äâà è ïåðåìåíûïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

H(p) − 1 = K(p) +
λ

2

∞
∫

0

dτ ′Φ(τ ′)





∞
∫

τ ′

e−pτK(τ − τ ′) dτ +

τ ′

∫

0

e−pτK(τ ′ − τ) dτ



 . (66)Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ÿäåðíîé �óíêöèè ÷åðåç ýêñïîíåíòû. Èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé y ïîñëå ýòîãî ìîæíîâûíåñòè âïåðåä, à èíòåãðàëû ïî τ îò ýêñïîíåíò âçÿòü. Ïîëó÷èòñÿ
H(p) = 1 +K(p) +

λ

2

b
∫

a

A(y)dy

∞
∫

0

dτ ′Φ(τ ′)

[

eyτ ′ e−(y+p)τ ′

y + p
+ e−yτ ′ e(y−p)τ ′ − 1

y − p

]

. (67)Òåïåðü áåðóòñÿ è èíòåãðàëû ïî τ ′. �åçóëüòàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòíîé�óíêöèè, ò. å. ÷åðåç H-�óíêöèþ, à ïðåîáðàçîâàíèå K(p) ñîêðàùàåòñÿ:
H(p) = 1 +

λ

2

b
∫

a

A(y)dy

[

H(p)

y + p
+
H(p) −H(y)

y − p

]

. (68)Â òàêîì âèäå óðàâíåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé, òàê êàê ïðè p èç ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåí-íîñòü äðîáè ðàñêðûâàåòñÿ è ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Îäíàêî ëèíåéíîå óðàâíåíèå (68)îáû÷íî çàïèñûâàþò â äðóãîì âèäå, ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå H(p), íàëåâî. Òîãäà âûäåëÿþò-ñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèè, ïðè÷åì èíòåãðàëû ïðè àðãóìåíòå èç îñíîâíîãî ïðîìåæóòêà
a < p < b ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

[1 − λU(p)]H(p) = 1 − λ

2

b
∫

a

A(y)dy
H(y)

y − p
. (69)Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü òàêóþ æå ïðîöåäóðó ê óðàâíåíèþ äëÿ ðåçîëüâåíòû, òî ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíîåóðàâíåíèå äëÿ åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ò. å. �óíêöèè D(τ, p). Â. Â.Ñîáîëåâ ïðåäëàãàë äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõóðàâíåíèé ïðèìåíÿòü ìåòîä Êàðëåìàíà [70℄.Äîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (64) è ëèíåéíîå óðàâíåíèå (68) ïðè íàëè÷èè êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ èìåþò íååäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî ðåøåíèå, êîòîðîå íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé íà ïîëîæèòåëü-íîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè, åäèíñòâåííî. Èìåííî ýòî ðåøåíèå èìååò �èçè÷åñêèé ñìûñë, è òîëüêî èì ìû áóäåìèíòåðåñîâàòüñÿ. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. [56,91℄.6. Ñîîòíîøåíèå Âèíåðà�Õîï�à è ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ H-�óíêöèè. Ñðàâíèì äâà óðàâíåíèÿ äëÿ

H-�óíêöèè: ëèíåéíîå (69) è íåëèíåéíîå (65). Âèäíî, ÷òî èõ ïðàâûå ÷àñòè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì àðãóìåíòà
p, òàê ÷òî èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

[1 − λU(p)]H(p)H(−p) = 1. (70)Ýòî ñîîòíîøåíèå �àêòîðèçóåò âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, íàçûâàåìîå â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèéñèìâîëîì, à â òåîðèè ïåðåíîñà, êàê óæå ãîâîðèëîñü, � õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî H(p), ÿâëÿ-ÿñü ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà îò äîñòàòî÷íî �õîðîøåé� (íåïðåðûâíîé, óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè) �óíêöèè
Φ(τ), ðåãóëÿðíà ñïðàâà îò ìíèìîé îñè, à H(−p) ðåãóëÿðíà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè p.Ôàêòîðèçàöèÿ ñèìâîëà, ò. å. ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, ðå-ãóëÿðíûõ ñëåâà è ñïðàâà îò ìíèìîé îñè, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïóíêòîì ìåòîäà Âèíåðà�Õîï�à [46℄. Äëÿ ÿäåðâèäà ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò �àêòîðèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.Èç ñîîòíîøåíèÿ Âèíåðà�Õîï�à (70) ñëåäóåò, ÷òî êîãäà ñóùåñòâóþò êîðíè ±k õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ (35), H(p) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå p = −k. Îòòóäà æå ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè [−b,−a]ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé âåòâëåíèÿ H(p). 63



Ïðîëîãàðè�ìèðóåì ñîîòíîøåíèå (70) è çàïèøåì äëÿ lnH(p) ïðè Re p > 0 �îðìóëó Êîøè ñ èíòåãðàëîì âäîëüìíèìîé îñè:
lnH(p) =

1

2πi

i∞
∫

−i∞

{ln[1 − λU(p′)] + lnH(−p′)} dp′

p′ − p
. (71)Ìèíóñ ïåðåä ëîãàðè�ìîì ïðîïàäàåò, òàê êàê êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò òî÷êó p, ëåæàùóþ â ïðàâîé ïî-ëóïëîñêîñòè, â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî lnH(−p) ðàâåí íóëþ, òàê êàê âñÿïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â íåì, ò. å. lnH(−p′)/(p′ − p), ðåãóëÿðíà â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re p′ < 0. Ïîýòîìóåãî ìîæíî îòáðîñèòü. Â ïåðâîì æå èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåíîé èíòåãðèðîâàíèÿ p′ = iu. Òîãäà ÿâíîåâûðàæåíèå äëÿ H-�óíêöèè ïðèìåò âåùåñòâåííûé âèä ñ �óíêöèåé (24) ïîä èíòåãðàëîì:

lnH(p) = − p

π

∞
∫

0

ln[1 − λV (u)]
du

p2 + u2
. (72)Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ýòà �îðìóëà áûëà ïîëó÷åíà Â.À.Ôîêîì [80℄. Ôîðìóëà (72) äëÿ îáùåãîÿäðà áûëà íàïèñàíà Â.Â.Èâàíîâûì [30℄. Çäåñü ìû âîñïðîèçâåëè ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå äëÿ ñëó÷àÿ ìîíî-õðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ â êíèãå Ñ.×àíäðàñåêàðà [85℄.Èç òî÷íîãî âûðàæåíèÿ (72) âûòåêàåò, ÷òî

H(0) = lim
p→0

exp



− 1

π

∞
∫

0

ln[1 − λV (pv)]
dv

1 + v2



 =
1

√

1 − λV (0)
. (73)Ýòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ H-�óíêöèè. Ïîëîæèâ â (69) p = 0, íàéäåì, ÷òî

1 − λ

2

b
∫

a

A(y)H(y)
dy

y
=
√

1 − λV (0). (74)Äîáàâèâ è âû÷òÿ ýòî ñîîòíîøåíèå èç óðàâíåíèé (69) è (65), çàïèøåì èõ ïî-äðóãîìó: íåëèíåéíîå
1

H(p)
=
√

1 − λV (0) +
λ

2
p

b
∫

a

A(y)
H(y)

y + p

dy

y
(75)è ëèíåéíîå

[1 − λU(p)]H(p) =
√

1 − λV (0) − λ

2
p

b
∫

a

A(y)
H(y)

y − p

dy

y
. (76)Ýòè �îðìû óðàâíåíèé ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.7. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè. Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíà H-�óíêöèÿ, ñòàíîâèòñÿâîçìîæíûì îáðàòèòü è ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (57). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îïÿòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøå-íèåì (70), âûðàçèâ ñ åãî ïîìîùüþ H(p) â (57) ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òîîñîáåííîñòè ó Φ(p) â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî òå æå, ÷òî è ó Φ∞(p). Âñå îòëè÷èå çàêëþ-÷àåòñÿ â íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ñëåâà ìíîæèòåëÿ H(−p), êîòîðûé ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ p = −y ïðåâðàùàåòñÿ â H(y). Òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ èâ ýòîì ñëó÷àå, è ìû ïîëó÷àåì

Φ(τ) = Ce−kτ +

b
∫

a

R(y)

H(y)
e−τ ydy, (77)ãäå R(y) äàåòñÿ �îðìóëîé (40), à êîý��èöèåíò ïðè ýêñïîíåíòå âíåèíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî

C = res
p=−k

H(p). (78)Ýòîò êîý��èöèåíò ìîæåò áûòü çàïèñàí íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Åñëè âû÷åò âû÷èñëÿòü, èñõîäÿ èçñîîòíîøåíèÿ (70), òî ïîëó÷èòñÿ, òàê æå êàê è â èíòåãðàëå (â ñîãëàñèè ñ �îðìóëîé (40) äëÿ C∞):
C =

C∞

H(k)
. (79)64



Çíà÷åíèåH(k) íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (65). Ìîæíî èñõîäèòü èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿïðè âû÷èñëåíèè âû÷åòà, òîãäà âû÷åò íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ è ïîëó÷àåòñÿ
C =

1

λ

2

b
∫

a

A(y)dy
H(y)

(y − k)2

. (80)Òàê êàê ïî ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè íàõîäèòñÿ è ðåçîëüâåíòà, çàäà÷ó î ñâå÷åíèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñïðîèçâîëüíûìè ïåðâè÷íûìè èñòî÷íèêàìè, äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèìè ñ óäàëåíèåì îò ãðàíèöû, ìîæíîñ÷èòàòü ðåøåííîé ïîëíîñòüþ.8. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Êàê è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû, îäíîðîäíîåóðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè �èçè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ λ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèþ ïåðâè÷íûõèñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíå è íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ìèëíà, êîòîðûé åå ðàññìàòðèâàë äëÿÿäðà E1(τ). Ýòîé çàäà÷åé çàíèìàëèñü ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, íà÷èíàÿ ñ Âèíåðà è Õîï�à, êîòîðûå ñâîé ìåòîäðàçðàáîòàëè èìåííî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìèëíà [46℄. Â îáùåì ñëó÷àå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
SM(τ) =

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)SM(τ ′)dτ ′ (81)ðàññìîòðåë Â.Â.Ñîáîëåâ [73℄.Òàê æå, êàê è äëÿ D(τ, p), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ,êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷íî òàêîé æå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ÷òî è èñõîäíîå, íî ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå òîëüêî îäíî:
S′

M(τ) =
λ

2
K(τ)SM(0) +

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)S′
M(τ ′)dτ ′. (82)Òàê êàê ýòà �óíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíàÿ ìîãóò áûòü íåîãðàíè÷åííûìè ïðè τ → ∞ è òàêèì îáðàçîì ïðîïîðöèî-íàëüíûìè, òî, îáîçíà÷àÿ êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÷åðåç k, îáíàðóæèâàåì, ÷òî SM(τ) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ âèäà (60)

S′
M(τ) = kSM(τ) + SM(0)Φ(τ) (83)è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Ψ(τ, p) àíàëîãè÷íî D(τ, p) (�îðìóëà (61)), íî ñ çàìåíîé p íà −k:

SM(τ)/SM(0) = Ψ(τ,−k) = D(τ,−k)/H(−k). (84)×òîáû ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (81), íåîáõîäèìî, ÷òîáû k ≥ 0 áûëî õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì ÷èñëîì, ò. å. ðåøåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (35). Òîãäà (è òîëüêî òîãäà) H(−k) îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü è ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè äëÿ Ψ èñ÷åçàåò. Îêîí÷àòåëüíî èç (62) ïðè p = −k ïîëó÷àåì
SM(τ)

SM(0)
= H(k)ekτ − C

2k
e−kτ −

b
∫

a

R(y)

H(y)
e−yτ dy

y + k
. (85)Åñëè êîðíÿ k íå ñóùåñòâóåò, òî íåò è ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìèëíà. Îäíàêî âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðè-ñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ëèíèè âåòâëåíèÿ. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Ìèëíà ìîæåò ñóùå-ñòâîâàòü. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ λ, â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åííûåðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ 1/V (0) ≤ λ <∞, ÷òî è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû [51℄.Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìèëíà ñîãëàñíî (63) è (84)

SM(p)

SM(0)
=
H(p)

p− k
. (86)9. Ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà. Èíîãäà äëÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ âî âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå, èñïîëü-çóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðèìåíÿâøèõñÿ íàìè äî ýòîãî. Âìåñòî ïîñòîÿííûõ C∞ è Cââîäÿò äâå äðóãèå âåëè÷èíû:

C∞ = res
p=−k

1

1 − λU(p)
=

1

λU ′(k)
=
C2

0

2k
, (87)

C = res
p=−k

H(p) =
C∞

H(k)
= C0 exp(−kτe). (88)65



Ëåãêî ïîëó÷èòü îáðàùåíèÿ ýòèõ �îðìóë:
C0 =

√

2k

λU ′(k)
, τe =

1

2k
ln[2kλU ′(k)H2(k)]. (89)Âåëè÷èíà τe èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà. Ñìûñë ýòîãî íàçâàíèÿ âèäåí èçñëåäóþùåãî. Çàïèøåì â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ó ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(85), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ýòîãî ðåøåíèÿ:

SM(τ)

SM(0)
∼ Sas

M(τ)

SM(0)
= C0

sh[k(τ + τe)]
k

. (90)ßñíî, ÷òî �óíêöèÿ (90) óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
d2Sas

M(τ)

dτ2
− k2Sas

M(τ) = 0 (91)è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
Sas

M(−τe) = 0. (92)Ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ (çíà÷åíèÿ âíóëå). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîé àñèìïòîòèêè ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàâèòñÿ âíå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ îïòè÷åñêèõãëóáèí â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå, ò. å. â òî÷êå âíå ñàìîé ñðåäû. Ýòî è îïðàâäûâàåò íàçâàíèå âåëè÷èíû τe.Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, êîòîðûé ïî ñîäåðæàíèþ îòíîñèòñÿ ê ãëàâå 2, ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåéãëàâû ê èçîòðîïíîìó ìîíîõðîìàòè÷åñêîìó ðàññåÿíèþ.� 3.4. Èçîòðîïíîå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå1. ßäåðíûå �óíêöèè. Âñÿ èçëîæåííàÿ òåîðèÿ ïðèëîæèìà ê óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó ýòî ðàññåÿíèå,õîòÿ ðåçóëüòàòû äëÿ íåãî áûëè ïîëó÷åíû äî ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè. Ïðè òàêîì ðàññåÿíèè a = 1, b = ∞, ò. å.îñíîâíûì ïðîìåæóòêîì ÿâëÿåòñÿ [1,∞), à �óíêöèÿ A(y) = 1/y. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèèâûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè K(τ) = E1(τ)

K(p) =

∞
∫

0

e−pτdτ

∞
∫

1

e−τy dy

y
=

∞
∫

1

dy

y(y + p)
=

1

p
ln(1 + p). (93)Äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå òîæå ýëåìåíòàðíû

U(p) =
1

2p
ln

1 + p

1 − p
, V (u) =

arctgu

u
. (94)Ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè U(p) è çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðè y èç ïðîìåæóòêîâ åå âåòâëåíèÿ (−∞,−1] è [1,∞)íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

U ′(p) = −1

p
U(p) +

1

p

1

1 − p2
, U(y) =

1

2y
ln
y + 1

y − 1
. (95)Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (35) ïðèíèìàåò ïðèâû÷íûé âèä

1 − λU(k) = 1 − λ

2k
ln

1 + k

1 − k
= 0. (96)Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 2 áûëî âûÿñíåíî, ÷òî åñëè 0 < λ < 1, òî îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò äâà êîðíÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ ±k, à ïðè λ = 1 êîðíè ñëèâàþòñÿ â îäèí äâóêðàòíûé. Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè λ → 1 − 0âûïîëíÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè k ∼

√

3(1 − λ), λ ∼ 1 − k2/3. Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé U(p) â òî÷êå p = k

U ′(k) = −1

k
U(k) +

1

k

1

1 − k2
=

1

k

[

− 1

λ
+

1

1 − k2

]

=
λ− 1 + k2

λk(1 − k2)
, (97)2. �åçîëüâåíòíûå �óíêöèè. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåé �îðìóëû íàõîäèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ, âõîäÿùàÿ âîâíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè áåñêîíå÷íîé ñðåäû:

C∞ =
k(1 − k2)

λ− 1 + k2
. (98)66



Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè äîëè èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ, ò. å. ïðè λ→ 1, k → 0, ïîñòîÿííàÿ C∞ ∼ k/(2k2/3) =
3/(2k) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîé ÷èñòî ðàññåèâàþùåé ñðåäå íåâîçìîæíîñòàöèîíàðíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ ïðè ñëîåâîì èñòî÷íèêå, à çíà÷èò, è ïðè ëþáîì ïëîñêîì èõ ðàñïîëîæåíèè. Åñëèïåðâîíà÷àëüíî â òàêîé ñðåäå ïîëå èçëó÷åíèÿ îòñóòñòâîâàëî, à çàòåì âêëþ÷èëñÿ ïîñòîÿííûé ñëîåâîé èñòî÷íèê,òî, ïîñêîëüêó ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè â áåñêîíå÷íîé ñðåäå �îòîíû íå ãèáíóò è íå èñ÷åçàþò (òàê êàê íåò ãðàíèö),ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíè òîëüêî íàêàïëèâàþòñÿ. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëüøå, è âûõîäà íàñòàöèîíàðíûé ðåæèì íå ïðîèñõîäèò.ÏðåîáðàçîâàíèåìËàïëàñà îò ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ Àìáàðöóìÿíà:H(p) = ϕ(1/p). Íåëè-íåéíîå óðàâíåíèå äëÿ íåå � (óðàâíåíèå Àìáàðöóìÿíà) áûëî âûâåäåíî â ãëàâå 2, à ëèíåéíîå èìååò âèä (η �ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî)

[

1 − λ

2
η ln

η + 1

η − 1

]

ϕ(η) = 1 − λ

2
η

1
∫

0

ϕ(η′)

η − η′
dη′, (99)Ïðè 0 ≤ η ≤ 1 â àðãóìåíòå ëîãàðè�ìà íàäî ïîñòàâèòü ìîäóëü, à èíòåãðàë ñïðàâà ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãîçíà÷åíèÿ.Òî÷êà η = −1/k ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì �óíêöèè ϕ(η), ÷òî, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ñëåäóåò èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ(99) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (96). Èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Àìáàðöóìÿíà ïðè η = −1/k èëè èçëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (99) ïðè η = 1/k âûòåêàåò ðàâåíñòâî, êîòîðîå áûëî äîêàçàíî íàìè â ãëàâå 2 äðóãèìñïîñîáîì:

λ

2

1
∫

0

ϕ(η)

1 − kη
dη = 1. (100)Ëåãêî íàïèñàòü è òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Àìáàðöóìÿíà, ïîëó÷åííîå Â.À.Ôîêîì [80℄:

ϕ(η) = exp



− η

π

∞
∫

0

ln

[

1 − λ
arctg u

u

]

du

1 + η2u2



 . (101)Ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, ò. å. �îðìóëó (77) äëÿ ñëó÷àÿìîíîõðîìàòðè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ:
Φ(τ) = C0e

−k(τ+τe) +
λ

2

1
∫

0

exp(−τ/η)
[

1 − λ

2
η ln

1 + η

1 − η

]2

+

[

λπ

2
η

]2

dη

ϕ(η)η
. (102)Ïîñòîÿííàÿ ïðè âíåèíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòå â �îðìóëå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäûìîæåò áûòü çàïèñàíà ïî-ðàçíîìó:

C = C0e
−kτe =

C∞

ϕ(1/k)
=

1

λ

2

1
∫

0

ϕ(η)

(1 − kη)2
ηdη

. (103)Ïîñòîÿííàÿ C0 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé è ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè, òàê êàê C0 =
√

2kC∞ ∼
√

2k(3/2k) =
√

3. Èç âòîðîãîâûðàæåíèÿ äëÿ C ñëåäóåò, ÷òî ïðè λ = 1 ïîñòîÿííàÿ C = 2/α1, ãäå α1 � ïåðâûé ìîìåíò �óíêöèè Àìáàðöóìÿíà.Â ãëàâå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè α1 = 2/
√

3, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå C = C0 =
√

3. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî âõîäÿùàÿ â (102) ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà ïðè λ→ 1 îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Åå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèåïðè ýòîì τe = 0.710446089.3. Çàäà÷à Ìèëíà. �åøåíèå çàäà÷è Ìèëíà òàêæå ëåãêî çàïèñàòü. Îíî èìååò âèä (85) ñ ïåðåìåíîé îáî-çíà÷åíèé. Çäåñü ïðèâåäåì �îðìóëó òîëüêî äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è, ò. å. äëÿ λ = 1. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ åãîïðåäñòàâëÿþò â âèäå
SM(τ)

SM(0)
= Ψ(τ) =

√
3[τ + q(τ)], (104)ãäå òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ Õîï�à

q(τ) =
1√
3

+
1

2
√

3

1
∫

0

R(η)(1 − e−τ/η)
dη

ϕ(η)
. (105)67



Åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ: q(0) = 1/
√

3 = 0.5773502691896, q(∞) = 0.710446089800. Çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñîâ-ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ýêñòðàïîëèðîâàííîé äëèíû. Ôóíêöèÿ Õîï�à ìîíîòîííà, òàê ÷òî âñå îñòàëüíûå åå çíà÷åíèÿçàêëþ÷åíû ìåæäó êðàéíèìè.Çàìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìèëíà îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Òåïåðü ìû èìå-åì âîçìîæíîñòü îöåíèòü èõ òî÷íîñòü. Âñå îíè ñîäåðæàò ìíîæèòåëü âèäà τ + c, ãäå ïîñòîÿííàÿ c â ðåøåíèÿõØâàðöøèëüäà�Øóñòåðà, Ýääèíãòîíà è ×àíäðàñåêàðà ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 1/2, 2/3 è 1/
√

3. Èç ñðàâíåíèÿñ òî÷íûì ðåøåíèåì âèäíî, ÷òî íàèìåíüøóþ òî÷íîñòü èìååò äâóõïîòîêîâîå ïðèáëèæåíèå, â òî âðåìÿ êàê íàáîëüøèõ îïòè÷åñêèõ ãëóáèíàõ äâà äðóãèõ ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ðåøåíèå ×àíä-ðàñåêàðà äàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå íà ãðàíèöå, ò. å. ïðè τ = 0, à â ãëóáèíå ÷óòü òî÷íåå ðåøåíèå Ýääèíãòîíà.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ñâÿæåì ïîñòîÿííûå M è N , ïîÿâèâøèåñÿ â òåîðèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãîðàññåÿíèÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðè íàõîæäåíèè óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å Ìèëíàè àñèìïòîòèê â çàäà÷å îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè ïëîñêèì ñëîåì, ñ ïîñòîÿííûìè ðåçîëüâåíòíîãî ìåòîäà äëÿñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. Èç ñðàâíåíèÿ �îðìóë äëÿ M è N ñ (98) è (103) íàõîäèì
M =

4

λC∞
=

8k

λC2
0

, N = exp(−2kτe). (106)Åñëè ïîäñòàâèòü ýòè ïîñòîÿííûå â òàêîì âèäå â àñèìïòîòèêè êîý��èöèåíòîâ ÿðêîñòè, òî �îðìóëû ñèëüíîóïðîñòÿòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷èòñÿ
ρ(η, ζ, τ0) =

λ

4

ϕ(η)

1 − kη

ϕ(ζ)

1 − kζ

[

1 + k2ηζ

η + ζ
− k

th k(τ0 + 2τe)] , (107)
σ(η, ζ, τ0) =

λ

4

ϕ(η)

1 − kη

ϕ(ζ)

1 − kζ

k

sh k(τ0 + 2τe) . (108)Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ ÿðêîñòè äîïóñêàåò ïðîñòîé ïðåäåëüíûé ïå-ðåõîä ê ÷èñòîìó ðàññåÿíèþ. Äåéñòâèòåëüíî ïðè λ → 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî k → 0, à τe → q(∞), òàê÷òî
ρ(η, ζ, τ0) =

ϕ(η)ϕ(ζ)

4

(

1

η + ζ
− 1

τ0 + 2q(∞)

)

, σ(η, ζ, τ0) =
1

4

ϕ(η)ϕ(ζ)

τ0 + 2q(∞)
. (109)� 3.5. Êîíå÷íûé ïëîñêèé ñëîé1. �åçîëüâåíòà è ðåçîëüâåíòíàÿ �óíêöèÿ. Òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñ-êîãî ñëîÿ ðàçâèâàëàñü ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ òåîðèåé äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû [73℄. Ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿêîíå÷íîãî ñëîÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè îáîáùåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû.�àññìîòðèì ðåçîëüâåíòó îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.�åçîëüâåíòà äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Γ(τ, τ1, τ0) =
λ

2
K(|τ − τ1|) +

λ

2

τ0
∫

0

K(|τ − τ ′|) Γ(τ ′, τ1, τ0)dτ
′. (110)Íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ âûòåêàþò ñâîéñòâà ñèììåòðèè ðåçîëüâåíòû, î êîòîðûõ óæå ãîâîðèëîñü:

Γ(τ, τ1, τ0) = Γ(τ1, τ, τ0) = Γ(τ0 − τ, τ0 − τ1, τ0). (111)Ïåðâîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ñèììåòðè÷íîñòè ÿäðà îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ, à âòîðîå � ñèììåòðè÷íîñòèñëîÿ îòíîñèòåëüíî åãî ãðàíèö, ò. å. òîé æå ñèììåòðè÷íîñòè ÿäðà.Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ñíà÷àëà ïî τ , à çàòåì ïî τ1 è ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèåÑîáîëåâà
∂Γ(τ, τ1, τ0)

∂τ
+
∂Γ(τ, τ1, τ0)

∂τ1
= Φ(τ, τ0)Φ(τ1,τ0) − Φ(τ0 − τ, τ0)Φ(τ0 − τ1, τ0). (112)Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå ñëîÿ ðåçîëüâåíòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå Γ(τ, 0, τ0) = Φ(τ, τ0):

Γ(τ, τ1, τ0) = Φ(|τ − τ1|, τ0) +

min(τ,τ1)
∫

0

[Φ(τ − t, τ0)Φ(τ1 − t, τ0) − Φ(τ0 − τ + t, τ0)Φ(τ0 − τ1 + t, τ0)]dt, (113)õîòÿ âûðàæåíèå ýòî ñëîæíåå, ÷åì (46), ÷òî îòðàæàåò íàëè÷èå âòîðîé ãðàíèöû ó ñëîÿ.68



2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Êàê è ïðåæäå, ââîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû è ðåçîëü-âåíòíîé �óíêöèè, íî òåïåðü ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó:
D(τ, p, τ0) = e−pτ +

τ0
∫

0

e−pτ1Γ(τ, τ1, τ0)dτ1. (114)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (110) ñî ñâîáîäíûì ñëàãàåìûì e−pτ :
D(τ, p, τ0) = e−pτ +

λ

2

τ0
∫

0

K(|τ − τ ′|)D(τ ′, p, τ0)dτ
′. (115)Åãî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èìåþò ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

D(0, p, τ0) = X(p, τ0) = 1 +

τ0
∫

0

e−pτΦ(τ, τ0)dτ, (116)
D(τ0, p, τ0) = Y (p, τ0) = e−pτ0 +

τ0
∫

0

e−pτΦ(τ0 − τ, τ0)dτ. (117)Ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ñîîòíîøåíèþ (112) èëè íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ äëÿ
D(τ, p, τ0) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

∂D(τ, p, τ0)

∂τ
=−pD(τ, pτ0)+X(p, τ0)Φ(τ, τ0)−Y (p, τ0)Φ(τ0−τ, τ0) (118)è âûðàçèòü �óíêöèþ D(τ, p, τ0) ÷åðåç åå ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ è ðåçîëüâåíòíóþ �óíêöèþ:

D(τ, p, τ0) = X(p, τ0)Ψ(τ, p, τ0) + Y (p, τ0)
[

Ψ(τ0 − τ,−p, τ0) −X(p, τ0)e
p(τ0−τ)

]

. (119)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå, àíàëîãè÷íîå èñïîëüçîâàííîìó â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû:
Ψ(τ, p, τ0) = e−pτ



1 +

τ
∫

0

epτ ′

Φ(τ ′, τ0)dτ
′



 . (120)Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó, ïðèìåíåííîå ê ðàâåíñòâó (119), äàåò äâîéíîå ïðåîáðà-çîâàíèå
R(p, q) =

τ0
∫

0

e−qτD(τ, p, τ0)dτ =
X(p, τ0)X(q, τ0) − Y (p, τ0)Y (q, τ0)

p+ q
. (121)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè τ0 → ∞ �óíêöèè ñ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì τ0 ïåðåéäóò â �óíêöèè ïîëóáåñêîíå÷íîéñðåäû, X-�óíêöèÿ ïåðåéäåò â H-�óíêöèþ, à Y (p, τ0) → 0.Ïîñêîëüêó ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ýêñïîíåíò, òî ââèäó ëèíåéíîñòè íàøèõ óðàâíåíèé èðåçîëüâåíòíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå ñóïåðïîçèöèåé �óíêöèé D(τ, p, τ0):

Φ(τ, τ0) =
λ

2

b
∫

a

A(y)D(τ, y, τ0)dy. (122)Äëÿ âñåõ ýòèõ �óíêöèé âûâîäÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå èõ óðàâíåíèÿ.3. Óðàâíåíèÿ äëÿ X- è Y -�óíêöèé. Ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, ìîæíî ïîëó-÷èòü íåëèíåéíûå è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ââåäåííûõ �óíêöèé. Äëÿ èõ çàïèñè ââåäåì, ñëåäóÿ Â.Â.Ñîáîëåâó,åùå äâå �óíêöèè:
N(τ, τ0) =

λ

2

b
∫

a

A(y)e−yτX(y, τ0)dy, (123)
M(τ, τ0) =

λ

2

b
∫

a

A(y)e−yτY (y, τ0)dy. (124)69



Â îòëè÷èå îò ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè Φ(τ, τ0), èìåþùåé ïðÿìîé ñìûñë ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0, ýòè �óíêöèè îïðåäå-ëåíû ïðè âñåõ τ > 0, èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áåðóòñÿ ïî ïîëóïðÿìîé è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè:
N(p, τ0) =

λ

2

b
∫

a

A(y)X(y, τ0)
dy

y + p
, (125)

M(p, τ0) =
λ

2

b
∫

a

A(y)Y (y, τ0)
dy

y + p
. (126)×åðåç ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ X- è Y -�óíêöèé, êîòîðûå âûâîäÿòñÿ òàê æå, êàê èóðàâíåíèÿ äëÿ H-�óíêöèè â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

[1 − λU(p)]X(p, τ0) = 1 −N(−p, τ0) − e−p τ0M(p, τ0), (127)
[1 − λU(p)]Y (p, τ0) = e−pτ0 [1 −N(p, τ0)] −M(−p, τ0), (128)à íåëèíåéíûå

X(p, τ0)[1 −N(p, τ0)] = 1 − Y (p, τ0)M(p, τ0), (129)
Y (p, τ0)[1 −N(−p, τ0)] = e−pτ0 −X(p, τ0)M(−p, τ0)). (130)Óðàâíåíèÿ ýòè, êàê è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, áûëè ïîëó÷åíû ñíà÷àëà äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçîòðîï-íîãî, çàòåì äëÿ íåèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ, à ïîòîì è â îáùåì ñëó÷àå.4. Óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè ïî òîëùèíå ñëîÿ. Íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè óðàâíåíèÿìè, èìåþùèìèïðÿìûå àíàëîãè â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, ââåäåííûå �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò åùå íåñêîëüêèì âèäàìóðàâíåíèé, ïðèñóùèõ òîëüêî ñëîþ.Ýòî, âî-ïåðâûõ, ñîîòíîøåíèÿ, îòðàæàþùèå ñèììåòðè÷íîñòü ñëîÿ (îäíî òàêîå ñîîòíîøåíèå óæå áûëî ïðèâå-äåíî äëÿ ðåçîëüâåíòû). Ëåãêî ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (115), ÷òî

D(τ0 − τ, p, τ0) = e−pτ0D(τ,−p, τ0). (131)Èç (131) ïðè τ = 0 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå, ñâÿçûâàþùåå X- è Y -�óíêöèè:
Y (p, τ0) = e−pτ0X(−p, τ0). (132)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âñå óðàâíåíèÿ äëÿ Y ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé äëÿ X . Èç íåãî æå ñëåäóåòíàðÿäó ñ ïåðâûì, î÷åâèäíûì, âòîðîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå �óíêöèè (120):

Ψ(0, p, τ0) = 1, Ψ(τ0, p, τ0) = e−pτ0X(−p, τ0) = Y (p, τ0). (133)Åùå îäèí âèä óðàâíåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ êîíå÷íîãî ïëîñêîãî ñëîÿ, � óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè ïî äëèíåïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå â (110), ò. å. ïî îïòè÷åñêîé òîëùèíå ñëîÿ. Íåïîñðåäñòâåííî äè��åðåí-öèðóÿ (110) ïî τ0 è ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ Ñîáîëåâà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà,ïîëó÷àåì
∂Γ(τ, τ1, τ0)

∂τ0
= Φ(τ0 − τ, τ0)Φ(τ0 − τ1, τ0). (134)òàê ÷òî ñóììà òðåõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåçîëüâåíòû ïî âñåì åå àðãóìåíòàì ðàâíà ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ñïðàâà â(112). Èç (134) ïðè τ1 = 0 ñëåäóåò

∂Φ(τ, τ0)

∂τ0
= Φ(τ0 − τ, τ0)Φ(τ0, τ0). (135)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà. Òàê, äëÿ �óíêöèè D(τ, p, τ0) ïîñëå óïîìÿ-íóòûõ ðàññóæäåíèé íàõîäèì

∂D(τ, p, τ0)

∂τ0
= Φ(τ0 − τ, τ0)Y (p, τ0), (136)à äëÿ X- è Y -�óíêöèé îòñþäà è èç (115) èìååì

∂X(p, τ0)

∂τ0
= Φ(τ0, τ0)Y (p, τ0), (137)

∂Y (p, τ0)

∂τ0
= −pY (p, τ0) + Φ(τ0, τ0)X(p, τ0). (138)70



Óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè ïî òîëùèíå ñëîÿ ïðèìåíÿëèñü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà ìîíîõðî-ìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ãðóïïîé �.Áåëìàíà [90℄.Äðóãîé âèä óðàâíåíèé, âûïîëíÿþùèõñÿ äëÿ ñëîÿ, � ýòî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå åãî õàðàêòåðèñòèêè ñõàðàêòåðèñòèêàìè ñëîåâ äðóãîé òîëùèíû è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.5. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ. �àçîáüåì èíòåãðàë â (115) íà äâà: îò íóëÿ äî τ1 è îò τ1 äî τ0 = τ1 + τ2. Ñ÷èòàÿ,÷òî 0 ≤ τ ≤ τ1, ïîäñòàâèì âî âòîðîé èíòåãðàë ïðåäñòàâëåíèå ÿäåðíîé �óíêöèè ÷åðåç ñóïåðïîçèöèþ ýêñïîíåíò:
D(τ, p, τ0) = e−pτ +

λ

2

τ1
∫

0

K(|τ − τ ′|)D(τ ′, p, τ0)dτ
′ +

λ

2

b
∫

a

A(y)dyeyτ

τ0
∫

τ1

D(τ ′, p, τ0)e
−yτ ′

dτ ′. (139)Ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè D(τ, p, τ1), ïðè÷åì ïîä çíàêîì âòîðîãî èíòåãðàëà ñòîèò ýêñïîíåíòà, êàêñâîáîäíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (115). Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå, âûïîëíÿþùååñÿ ïðè 0 ≤ τ ≤
τ1 < τ1 + τ2 = τ0:

D(τ, p, τ1 + τ2) = D(τ, p, τ1) +
λ

2

b
∫

a

dyA(y)D(τ1 − τ, y, τ1)

τ1+τ2
∫

τ1

D(τ ′, p, τ1 + τ2)e
y(τ1−τ ′)dτ ′. (140)Òàê æå âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ τ1 ≤ τ ≤ τ1 + τ2. Îíî èìååò âèä

D(τ, p, τ1 + τ2) = e−pτ1D(τ − τ1, p, τ2) +
λ

2

b
∫

a

dyA(y)D(τ − τ1, y, τ2)

τ1
∫

0

D(τ ′, p, τ1 + τ2)e
y(τ ′−τ1)dτ ′. (141)Ñîîòíîøåíèÿ (140) è (141) ìîãóò áûòü çàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ τ2 = ∞, ò. å. äëÿ âûðàæåíèÿ ñâÿçè ìåæäó êîíå÷-íûì ñëîåì è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäîé. Èõ ìîæíî, êîíå÷íî, ïîëó÷èòü ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì, òàê êàê �óíêöèÿ

D(τ, p, τ0) ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè âûõîäà �îòîíà èç ñðåäû. Îäíàêî çäåñü ìû ïðåäïî÷ëè �îðìàëüíûéâûâîä, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàê îí ïðîèçâîäèòñÿ. Âûâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü ïðè ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ [100℄. Ïðè ýòîì ïðèíèìàëîñü τ1 = τ2, òàê ÷òî ìåòîä íàçûâàëñÿìåòîäîì óäâîåíèÿ, î ÷åì óæå ãîâîðèëîñü â ãëàâå 2.6. Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 3. Óðàâíåíèå (1) ñ êîíå÷íûìè τ∗ è τ0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì �ðåäãîëüìîâñêîãîòèïà è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èìåþùèõ �èçè÷åñêèé ñìûñëçíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ �îòîíà ïðè ðàññåÿíèè, ò. å. ïðè âåëè÷èíå 0 ≤ λ ≤ 1, èìååò ðåøåíèå íåîä-íîðîäíîå óðàâíåíèå, íî íå èìååò ðåøåíèé îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîéè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä, äëÿ êîòîðûõ îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèíãóëÿðíû. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿñ êîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ, îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷è-íû λ > 1, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè óðàâíåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �ñîáñòâåííûå �óíêöèè � îãðàíè÷åíû è çíàêîïåðåìåííû [52℄.Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïîëóîñè îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîëó-÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ, òî äëÿ êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî ñäåëàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.Ïîýòîìó óñèëèÿ òåîðåòèêîâ ñâîäèëèñü ê ïîëó÷åíèþ èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ, ëèáî òàêèõ,êîòîðûå ëåã÷å ðåøàòü, ëèáî äàþùèõ íåïîñðåäñòâåííî íóæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé âåëè÷èíû.Âàæíàÿ ðîëü �óíêöèé X(p, τ0) è Y (p, τ0) â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâà-ìè. Âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî îíè âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èç ïëîñêîãî ñëîÿ èçëó÷åíèÿâ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîùíîñòü ïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâëÿåò êîìáèíàöèþ ìíîãî÷ëåíîâ è ýêñïîíåíò îò τ . Â÷àñòíîñòè, ê òàêèì ñëó÷àÿì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè èçëó÷åíèÿ è ñ ðàâíîìåðíûì ðàñ-ïðåäåëåíèåì èñòî÷íèêîâ. Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò H-�óíêöèÿ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Èìåííî ïîýòîìóàñòðî�èçèêè ñòðåìèëèñü ïîëó÷èòü îïðåäåëÿþùèå ýòè �óíêöèè óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ.Âî-âòîðûõ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé â ÿâíîìâèäå. Îäíàêî åñëè íàéòè X- è Y -�óíêöèè, à ñëåäîâàòåëüíî, è �óíêöèè N è M ÷èñëåííî, òî ðåçîëüâåíòíàÿ�óíêöèÿ Φ(τ, τ0) ÷åðåç íèõ è ðåçîëüâåíòó áåñêîíå÷íîé ñðåäû âûðàæàåòñÿ òî÷íî:
Φ(τ, τ0) = Φ∞(τ) −

∞
∫

0

[Φ∞(τ + τ ′)N(τ ′,τ0) − Φ∞(τ0 + τ ′)M(τ ′, τ0)]dτ
′, (142)÷òî áûëî ïîêàçàíî Â.Â.Èâàíîâûì ýâðèñòè÷åñêè [31℄. Ôîðìàëüíûé âûâîä (142) îñíîâûâàåòñÿ íà ðàññóæäåíèÿõ,áëèçêèõ ê ïðîâåäåííûì ïðè ïîëó÷åíèè �îðìóë (140) è (141), íî ïðèìåíåííûì ê áåñêîíå÷íîé ñðåäå.71



�ëàâà 4. �àññåÿíèå â ñïåêòðàëüíîé ëèíèèÒåîðèÿ ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè � îäíà èç âàæíûõ ãëàâ òåîðåòè÷åñêîé àñòðî�èçèêè [77℄.Îíà ðàçâèâàëàñü, íà÷èíàÿ ñ äâàäöàòûõ ãîäîâ íàøåãî ñòîëåòèÿ. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëîñü îáðàçîâàíèå �ðàóí-ãî�åðîâûõ ëèíèé ïîãëîùåíèÿ áåç ðàññåÿíèÿ. Ñîãëàñíî ìîäåëè àòìîñ�åðû çâåçäû Øâàðöøèëüäà�Øóñòåðà íàä�îòîñ�åðîé, ãäå �îðìèðóåòñÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð, ðàñïîëàãàåòñÿ ñëîé, ñîäåðæàùèé ïîãëîùàþùèå â ëèíè-ÿõ àòîìû. Ïðè ýòîì â öåíòðå ëèíèè ïîãëîùåíèå íàèáîëüøåå è óáûâàåò ñîãëàñíî ïðî�èëþ ïîãëîùåíèÿ. Òàêàÿìîäåëü äàâàëà âîçìîæíîñòü êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòü âåëè÷èíû ýêâèâàëåíòíûõ øèðèí ëèíèé. Îäíàêî ïðî�èëèëèíèé ýòîé òåîðèåé íå âîñïðîèçâîäèëèñü. Íåîáõîäèìî áûëî ó÷åñòü ðàññåÿíèå.Äîëãîå âðåìÿ ïðèíèìàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè ÷àñòîòû ïðè ðàññåÿíèè. Ìîäåëü Ýääèíãòîíà,ñîãëàñíî êîòîðîé êîíòèíóóì è ëèíèè îáðàçóþòñÿ â àòìîñ�åðå çâåçäû îäíîâðåìåííî, äàâàëà áîëåå ðåàëèñòè÷-íûå ïðî�èëè. Îäíàêî îñòàâàëàñü ïðîáëåìà öåíòðàëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû âñîðîêîâûõ ãîäàõ áûëî ïðåäëîæåíî íîâîå ïðèáëèæåíèå � ïîëíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå. Îíî äîëãîåâðåìÿ îñòàâàëîñü åäèíñòâåííûì äîñòóïíûì äëÿ ðàñ÷åòîâ. Áîëåå òî÷íûå çàêîíû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòåîêàçàëîñü âîçìîæíûì ïðèìåíèòü òîëüêî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ áûñòðîäåéñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí.Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè îáðàçîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Ïîñëå èçëîæåíèÿñâåäåíèé î ïðî�èëÿõ ïîãëîùåíèÿ âûâîäÿòñÿ çàêîíû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå ïðè ðàññåÿíèè.Â îñòàëüíîé ÷àñòè ãëàâû èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ïî ÷àñòîòå. �àññìîòðåíû òå æå ïëîñêèåñðåäû, ÷òî è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè: áåñêîíå÷íàÿ è ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäû, à òàêæå êîíå÷íûé ñëîé.Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìíîãîêðàòíîì ðàññåÿíèè ïðè áîëåå ñëîæíûõ çàêîíàõ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû âñëåäóþùåé ãëàâå. � 4.1. Ïîãëîùåíèå â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè1. Îïèñàíèå ïðî�èëåé ïîãëîùåíèÿ. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ëèíèþ àòîìîâ îïðåäåëåííîãî ñîðòà. Âñåâåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âåðõíåìó óðîâíþ ýòîé ëèíèè, áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì u, à ê íèæíåìó � èíäåêñîì l.Ïðåäñòàâèì êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ëèíèè â âèäå
αL

ν = nlkν , (1)ãäå nl � êîíöåíòðàöèÿ ïîãëîùàþùèõ àòîìîâ íà íèæíåì óðîâíå ëèíèè, à kν � êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ, ðàñ-ñ÷èòàííûé íà îäèí ïîãëîùàþùèé àòîì. Îí èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.Ýòîò êîý��èöèåíò òîæå ðàçáèâàåì íà äâà ñîìíîæèòåëÿ:
kν = kν0

α(x), (2)ãäå x � áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ëèíèè, èçìåðÿåìîå â íåêîòîðûõ åäèíèöàõ ÷àñòîòû (øèðèíàõ) ∆:
x =

ν − ν0
∆

, (3)à α(x) � òàê íàçûâàåìûé ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî
α(0) = 1. (4)Âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå �óíêöèè α(x) âñåãäà ÷åòíûå. Ïîýòîìó âïðåäü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî÷åòíûå ïî àðãóìåíòó x ïðî�èëè.Íàðÿäó ñ òàêèì ïðî�èëåì óïîòðåáëÿåòñÿ è äðóãîé, φ(x), èíòåãðàë îò êîòîðîãî ïî âñåé ëèíèè ïðèðàâíèâàåòñÿåäèíèöå:

∞
∫

−∞

φ(x)dx = 1. (5)Äâà ýòèõ ïðî�èëÿ ñâÿçàíû êîíñòàíòîé
φ(x) = Aα(x), (6)72



ãäå ïîñòîÿííàÿ íîðìèðîâêè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (5):
A

∞
∫

−∞

α(x)dx = 1. (7)Ïðî�èëü φ(x) èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ �îòîíà îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû â ïðåäåëàõ ëèíèè.Íàêîíåö, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åùå îäíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðî�èëÿ â ðàçìåðíûõ ÷àñòîòàõ w(ξ), ξ = ∆x,íîðìèðîâàííîãî àíàëîãè÷íî φ(x) è òîæå èìåþùåãî âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë:
∞
∫

−∞

w(ξ)dξ = 1, w(ξ) =
1

∆
φ(ξ/∆). (8)Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ëèíèÿ, äîñòàòî÷íî ïðèìåíÿòü áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó. Íî ïðè íàëè÷èè äâóõëèíèé èëè äâóõ ìåõàíèçìîâ ðàñøèðåíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå w(ξ).2. Îñíîâíûå âèäû ïðî�èëåé. Ïðîñòåéøèìè è íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè ïðî�èëÿìè ïîãëîùåíèÿ ÿâ-ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.1) Áåñêîíå÷íî óçêèé ïðî�èëü. Åñëè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëèíèÿ íå ðàñøèðåíà íèêàêèì ìåõàíèçìîì, ò. å. îáàåå óðîâíÿ áåñêîíå÷íî òîíêèå, òî åå øèðèíà ðàâíà íóëþ, à ïðî�èëü δ-îáðàçíûé. Íîðìèðîâàòü ïðî�èëü â òàêîìñëó÷àå åãî çíà÷åíèåì â öåíòðå íåëüçÿ, ïîýòîìó ââåäåíèå ïðî�èëÿ α íåâîçìîæíî.2) Ëîðåíöåâñêèé ïðî�èëü. Ýòîò ïðî�èëü ïîëó÷àåòñÿ ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ ðàñøèðåíèÿëèíèé, íàïðèìåð, ïðè åñòåñòâåííîì çàòóõàíèè èçëó÷åíèÿ è ïðè äèñïåðñèè íà àòîìàõ ñ ó÷åòîì ñòîëêíîâåíèé.Ïðî�èëü íàçûâàåòñÿ òàêæå äèñïåðñèîííûì. ×àñòîòà èçìåðÿåòñÿ â åñòåñòâåííûõ ∆E èëè äèñïåðñèîííûõ ∆cøèðèíàõ. Îáùåå èõ îáîçíà÷åíèå ∆L.3) Äîïëåðîâñêèé ïðî�èëü. Îí âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ è ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåììàêñâåëëîâñêîãî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì. Äîïëåðîâñêàÿ øèðèíà

∆D =
ν0
c
v, (9)ãäå v � ñðåäíÿÿ (òåïëîâàÿ) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ àòîìîâ.4) Ôîéãòîâñêèé ïðî�èëü. Ýòîò ïðî�èëü ïðîïîðöèîíàëåí �óíêöèè Ôîéãòà, êîòîðàÿ åñòü ñâåðòêà ëîðåí-öåâñêîãî è äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëåé òèïà φ:

U(a, x) =
a

π3/2

∞
∫

−∞

dy

(x− y)2 + a2
. (10)Äëÿ �óíêöèè Ôîéãòà ìîæíî âûâåñòè äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

U(a, x)=
1

π3/2

∞
∫

−∞

e−y2

dy

∞
∫

−∞

e−at cos((x − y)t)dt=
1

π3/2

∞
∫

−∞

e−atdt

∞
∫

−∞

cos((x − y)t)e−y2

dy=
1

π

∞
∫

0

e−at−t2/4 cos(xt)dt.(11)Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî U(a, 0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ îøèáîê:
U(a, 0) =

2

π
ea2

∞
∫

a

e−y2

dy. (12)Ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè �óíêöèè Ôîéãòà ÿâëÿþòñÿ ñâåðòûâàåìûå ïðî�èëè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a = 0 ïî-ëó÷àåòñÿ äîïëåðîâñêèé ïðî�èëü U(0, x) = π−1/2e−x2 , òàê êàê
lim

a→+0

1

π

a

x2 + a2
= δ(x). (13)Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà a→ ∞, â ëîðåíöåâñêèé ïðî�èëü îáðàùàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

aU(a, ax) → 1

π

1

x2 + 1
, èáî lim

a→∞

a√
π
e−a2y2

= δ(y). (14)Óìíîæåíèå �óíêöèè è åå àðãóìåíòà íà a ïîòðåáîâàëîñü ïîòîìó, ÷òî ïðè ëîðåíöåâñêîì ðàñøèðåíèè ëèíèè÷àñòîòà èçìåðÿåòñÿ íå â äîïëåðîâñêèõ, à â ëîðåíöåâñêèõ øèðèíàõ.Ñâåäåíèÿ îá ýòèõ ÷åòûðåõ ïðî�èëÿõ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.73



Ò à á ë è ö à 2. Îñíîâíûå âèäû ïðî�èëåé ïîãëîùåíèÿ.Âèä ïðî�èëÿ Òèï ïðî�èëÿ
α(x) φ(x) w(ξ)

δ-îáðàçíûé � δ(x) δ(ξ)Ëîðåíöåâñêèé 1

1 + x2

1

π

1

1 + x2

∆L

π

1

∆2
L + ξ2Äîïëåðîâñêèé e−x2 1√

π
e−x2 1

∆D
√
π
e−ξ2/∆2

DÔîéãòîâñêèé U(a, x)

U(a, 0)
U(a, x)

a = ∆L/∆D

1

∆D
U

(

∆L

∆D
,
ξ

∆D

)Íàèáîëåå ïîëíóþ ñâîäêó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé �óíêöèè Ôîéãòà ÷åðåç èíòåãðàëû è ðÿäû ñîäåðæèò îáçîð[84℄.3. Äðóãèå âèäû ïðî�èëåé. Êðîìå ÷åòûðåõ ïðîñòåéøèõ ïðî�èëåé ðàçëè÷íûìè ìåõàíèçìàìè ðàñøèðåíèÿëèíèé ïîðîæäàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå, î êîòîðûõ ìû äàäèì òîëüêî ïîíÿòèå (ïîäðîáíåå î íèõ ñì. ðàáîòû [45,77℄).1) Ïðî�èëè, �îðìèðóþùèåñÿ âñëåäñòâèå ý��åêòîâ äàâëåíèÿ. Ïîä âîçäåéñòâèåì îêðóæàþùèõ ÷à-ñòèö ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè àòîìîâ ñìåùàþòñÿ è ðàñøèðÿþòñÿ, ÷òî âåäåò ê ðàñøèðåíèþ ëèíèé. Ñìåùåíèÿóðîâíåé ∆ν çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ âîçìóùàþùàÿ ÷àñòèöà. Çàâèñèìîñòü ýòà îïðåäåëÿ-åòñÿ ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìîì è âíåøíåé ÷àñòèöåé è íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r ìåæäóíèìè íîñèò ñòåïåííîé õàðàêòåð:
∆ν ∼ 1

rs
. (15)Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ s ìîãóò áûòü ñëåäóþùèìè.à) s = 2. Òàêîå çíà÷åíèå èìååò ïîêàçàòåëü ïðè ëèíåéíîì ý��åêòå Øòàðêà, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð,ó àòîìà âîäîðîäà ïîä äåéñòâèåì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Âëèÿíèå ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ðàçëè÷íî. Èîíû èìåþò áîëü-øóþ ìàññó, è èõ ñêîðîñòè ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ó ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó èõ ñ÷èòàþò íåïîäâèæíûìè è ðàññìàòðè-âàþò ïðèáëèæåíèå èîíà ê àòîìó êàê ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Òåîðèÿ òàêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ý��åêòà Øòàðêà áûëàðàçâèòà Äæ.Õîëüöìàðêîì, à çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàíà Ñ.×àíäðàñåêàðîì è äð. Ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ áûñòðî, èèõ âîçäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óäàðíûì. Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ñòàòèñòè÷åñêîãîè óäàðíîãî ìåõàíèçìîâ îïèñàíî â êíèãàõ [7,21℄, ãäå èìåþòñÿ òàáëèöû çíà÷åíèé îáðàçóþùèõñÿ ïðî�èëåé.á) s = 3. Ýòî çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåçîíàíñíîì ðàñøèðåíèè, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì íààòîìû òàêèõ æå àòîìîâ.â) s = 4. Ýòî çíà÷åíèå îòðàæàåò êâàäðàòè÷íûé ý��åêò Øòàðêà, êîãäà çàðÿæåííûå ÷àñòèöû âîçäåéñòâóþòíà íåâîäîðîäîïîäîáíûé àòîì.ã) s = 6. Ýòîò ïîêàçàòåëü îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà ñòàëêèâàþòñÿ íåéòðàëüíûå àòîìû èëè ìîëåêóëû. Ñèëàâçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè óáûâàåò î÷åíü áûñòðî.2)Ïðî�èëè ìîëåêóëÿðíûõ ïîëîñ. Â ìîëåêóëÿðíûõ ïîëîñàõ ñîäåðæàòñÿ òûñÿ÷è ëèíèé, êîòîðûå ïåðåêðû-âàþòñÿ. Ó êðàÿ ïîëîñû ïðîèñõîäèò îáðûâ åå, òàê ÷òî âíå ïîëîñû ïîãëîùåíèå îòñóòñòâóåò. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûåìîäåëè ïîãëîùåíèÿ â ïîëîñàõ ìîëåêóë. Ìíîãèå èç íèõ îïèñûâàþò ïîãëîùåíèå �óíêöèÿìè, îáðàùàþùèìèñÿ âíóëü íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà ïîëîñû. Äàííûé ñëó÷àé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ñïåêòðîâàòîìîâ, êîãäà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ëèíèÿ èìååò áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûå êðûëüÿ (îá ýòîì ïîäðîáíåå áóäåò ñêàçàíãîâ ãëàâå 5).3) ×èñòî ìîäåëüíûå ïðî�èëè. Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü î÷åíü ðàçíûå ïðî�èëè, â òîì ÷èñëåîáðàùàþùèåñÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ â áåñêîíå÷íîñòü. Åäèíñòâåííûì îáÿçàòåëüíûì òðåáîâàíèåì ê ïðî�èëþÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îò íåãî èíòåãðàëà ïî âñåì ÷àñòîòàì. Â òåîðèè ïåðåíîñà â ðàçíîå âðåìÿ ðàññìàòðèâàëèñüïðî�èëè ñëåäóþùèõ âèäîâ:à) ïðÿìîóãîëüíûé ïðî�èëü:

α(x) =

{

1 ïðè |x| ≤ 1,
0 ïðè |x| > 1;

(16)á) ñòåïåííûå ïðî�èëè ñ áåñêîíå÷íûìè êðûëüÿìè α(x) =
1

1 + |x|æ èëè α(x) =
1

(1 + |x|)æ ;â) ñòåïåííîé ïðî�èëü êîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè α(x) = (1 − |x|/x0)
æ1 , |x| ≤ x0 > 0, æ1 > −1.74



4. Íàëîæåíèå ìåõàíèçìîâ ðàñøèðåíèÿ. Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñõåì, êîãäà ðàçíûå ïðè÷èíû ðàñøèðåíèÿäåéñòâóþò ñîâìåñòíî. �àññìîòðèì èõ ïî î÷åðåäè.1) �àñøèðåíèå ñóáîðäèíàòíîé ëèíèè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ëîðåíöåâñêèé ïðî�èëü âûâåäåí äëÿ êëàññè÷åñêî-ãî îñöèëëÿòîðà, çàòóõàíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò èç-çà åãî èçëó÷åíèÿ è òåì ñàìûì ïîòåðè ýíåðãèè. Â êâàíòîâîéìåõàíèêå è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî �îðìà ïðî�èëÿ ïîëó÷àåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèèïðàâèëüíîé, à øèðèíà îïðåäåëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ íèæíèéóðîâåíü ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî óçêèì. Äëÿ âûâîäà ïðî�èëÿ ñóáîðäèíàòíûõ ëèíèé íåáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíè-òåëüíîå ðàññóæäåíèå.Ïóñòü �îòîí ÷àñòîòîé ν = ν0 + ξ, áëèçêîé ê ÷àñòîòå öåíòðà ëèíèè ν0 = νu − νl, ïàäàåò íà àòîì. Âåðîÿòíîñòü,÷òî íèæíèé óðîâåíü ïðè ýòîì áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïîëîæåíèè ñî ñìåùåíèåì ξ′ = ν′ − ν1 îò ñâîåãî íåñìåùåííîãîñîñòîÿíèÿ ν1, ðàâíà w1(ξ
′). Àòîì, ïîãëîòèâ �îòîí, áóäåò âîçáóæäåí è ïåðåéäåò íà âåðõíèé óðîâåíü. Âåðîÿòíîñòü,÷òî è ýòîò, âåðõíèé óðîâåíü ïîïàäåò â ñîñòîÿíèå ñî ñìåùåííîé ýíåðãèåé ν′′ = νu + ξ′′, ðàâíà wu(ξ′′). Ïîñêîëüêóóðîâíè ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèÿõ ïî ÷àñòîòå, çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ óêàçàííûõ ñìåùåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ïðîöåññû ïîïàäàíèÿ íà îïðåäåëåííûå ÷àñòîòû íèæíåãî è âåðõíåãî óðîâíåé íåçàâèñèìû, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòüñîâìåñòíîãî ñîáûòèÿ åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå âûïèñàííûõ âåðîÿòíîñòåé. ßñíî òàêæå, ÷òî äîëæåí âûïîëíÿòüñÿçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ò. å. ν′′ − ν′ = ν èëè νu + ξ′′ − (ν1 + ξ′) = ν0 + ξ. Òàêèì îáðàçîì, ξ′′ = ξ′ + ξ. Òàêêàê ñìåùåíèå ξ′ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ �îòîíà ñ ÷àñòîòîé νíàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ξ′. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ â ñóáîðäèíàòíîé ëèíèè:

w(ξ) =

∞
∫

−∞

wu(ξ′ + ξ)w1(ξ
′)dξ′. (17)Òàê êàê ïðî�èëè ÷åòíûå, òî ýòó �îðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè

w(ξ) =

∞
∫

−∞

wu(ξ − ξ′)w1(ξ
′)dξ′. (18)Ñâåðòêà ïðî�èëÿ çàòóõàíèÿ ñ äèñïåðñèîííûì ïðî�èëåì ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè äâóõ ìåõà-íèçìîâ ðàñøèðåíèÿ ëèíèè.2) Âëèÿíèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Ïðî�èëè êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ ñðåäñòâàìè ýëåê-òðîäèíàìèêè (êëàññè÷åñêîé èëè êâàíòîâîé) ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ àòîìîì. Áóäåìíàçûâàòü òàêóþ ñèñòåìó àòîìíîé è îòìå÷àòü ïðî�èëè â ýòîé ñèñòåìå, êîãäà íåîáõîäèìî, èíäåêñîì a.Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ëó÷å çðåíèÿ íàõîäèòñÿ ìíîãî àòîìîâ. Ïîýòîìó íàäî ó÷åñòü èõ ñîâìåñòíîå äåéñòâèå.Ñîãëàñíî ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïî ñêîðîñòÿì âåðîÿòíîñòü �îòîíó âñòðåòèòü àòîì ñ ïðîåêöèåé ñêî-ðîñòè íà ëó÷ çðåíèÿ îò u äî u + du ðàâíà exp(−u2/v2)du/(

√
πv). Èç-çà ñâîåãî äâèæåíèÿ àòîì áóäåò ïîãëîùàòü�îòîíû â ëèíèè íå ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé ν0, à ñî ñìåùåííîé íà ν0u/c. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùèé ïðî�èëüïîãëîùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

w(ξ) =

∞
∫

−∞

wa(ξ + ν0u/c)e
−u2/v2 du√

πv
=

∞
∫

−∞

wa(ξ − ξ′)wD(ξ′)dξ′, (19)ãäå ïðè ïåðåõîäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ u = −cξ′/ν0. Ïîëó÷èëàñüîïÿòü ñâåðòêà ïðî�èëåé, íà ýòîò ðàç îäèí èç íèõ äîïëåðîâñêèé.3) Ñëîæåíèå äâóõ òèïîâ äâèæåíèÿ. ×àñòî àòîìû ó÷àñòâóþò â äâèæåíèÿõ äâóõ òèïîâ, íàïðèìåð âîáû÷íîì, òåïëîâîì è ìèêðîòóðáóëåíòíîì. Ìèêðîòóðáóëåíòíîñòü � ýòî õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå òàê íàçûâàåìûõòóðáóëåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ðàçìåð êîòîðûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèé, íî çíà÷èòåëüíî ìåíüøèé ðàçìåðîâ îáëàñòè, âêîòîðîé ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ïîëå èçëó÷åíèÿ. Åñëè îáà äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè Ìàêñâåëëàïî ñêîðîñòÿì, òî ïîâòîðÿÿ ïî÷òè äîñëîâíî ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå, îáíàðóæèì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèéïðî�èëü áóäåò ñâåðòêîé äâóõ äîïëåðîâñêèõ.5. Íàõîæäåíèå ñâåðòîê. Â ýòîì ïóíêòå ïîêàæåì, ê ÷åìó ïðèâîäèò âû÷èñëåíèå ñâåðòîê ïðîñòåéøèõ ïðî�è-ëåé ïîãëîùåíèÿ. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî ñâåðòêà ëþáîãî ïðî�èëÿ ñ δ-îáðàçíûìíå èçìåíÿåò èñõîäíîãî ïðî�èëÿ.1)Ñâåðòêà äâóõ ëîðåíöåâñêèõ ïðî�èëåé. Èíòåãðàë (17) â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðèèâû÷åòîâ [29℄. Åñëè äëÿ êðàòêîñòè øèðèíû ïðî�èëåé îáîçíà÷èòü a è b, îí ïðèíèìàåò âèä
ab

π2

∞
∫

−∞

1

y2 + a2

dy

(y − ξ)2 + b2
=
ab

π2
2πi

[

1/(2ia)

(ξ − ia)2 + b2
+

1/(2ib)

(ξ + ib)2 + a2

]

=
a+ b

π

1

ξ2 + (a+ b)2
. (20)75



Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêà äâóõ ëîðåíöåâñêèõ ïðî�èëåé, åñòü îïÿòü ëîðåíöåâñêèé ïðî�èëü ñ øèðèíîé, ðàâíîéñóììå øèðèí ñâåðòûâàåìûõ.2) Ñâåðòêà äâóõ äîïëåðîâñêèõ ïðî�èëåé. Ýòà ñâåðòêà íàõîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå:
1

abπ

∞
∫

−∞

e−y2/a2−(ξ−y)2/b2dy=
1

abπ

∞
∫

−∞

exp

(

−a
2 + b2

a2b2

[

y − a2

a2 + b2
ξ

]2

− ξ2

b2
+

ξ2a2

b2(a2 + b2)

)

dy =
e−ξ2/(a2+b2)

√

π(a2 + b2)
. (21)Ñâåðòêà äâóõ äîïëåðîâñêèõ ïðî�èëåé äàåò äîïëåðîâñêèé æå ïðî�èëü ñ øèðèíîé, ðàâíîé êâàäðàòíîìó êîðíþèç ñóììû êâàäðàòîâ øèðèí ñâåðòûâàåìûõ ïðî�èëåé. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ñêëàäûâàþòñÿ ýíåðãèè.3) Ñâåðòêà ëîðåíöåâñêîãî è äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëåé. Îíà ïðèâîäèò ê �îéãòîâñêîìó ïðî�èëþ:
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b21 + b22. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî òîæäåñòâà äîâîëüíî ñëîæíî, è ìû åãî òîëüêî íàìåòèì. Åñëè èíòåãðàë(11) ïîäñòàâèòü â ñâåðòêó â ëåâîé ÷àñòè (23), çàìåíèòü ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ íà èõ ñóììó è âû÷èñëèòüèíòåãðàëû îò ïîëó÷àþùèõñÿ êîñèíóñîâ ïðè ïîìîùè �îðìóëû
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cosxtdt = 2πδ(x), (24)òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå (23).� 4.2. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè1. �àññåÿíèå è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå. �àññåÿíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò îäíîãîèç äâóõ ñîáûòèé. Àòîì ìîæåò ïîãëîòèòü �îòîí â ëèíèè, à çàòåì, ÷åðåç íåêîòîðîå, õîòÿ è íåáîëüøîå âðåìÿ ïåðå-èçëó÷èòü åãî â òîé æå ëèíèè. Ïðè ýòîì ïðè ïîãëîùåíèè è èçëó÷åíèè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Íîâîçìîæåí åäèíûé ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ, íå ðàçäåëèìûé íà ïîãëîùåíèå è èçëó÷åíèå. Òîãäà âîçìîæíû âèðòóàëüíûåïåðåõîäû àòîìà â ëþáîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ ñîõðàíåíèåì ýíåðãèè ëèøü ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà.Îáà ñîáûòèÿ îïèñûâàþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ðàçëè÷àþòñÿ ïðèíÿòèåì òîãî èëè èíîãî íà÷àëüíîãî èêîíå÷íîãî (à âî âòîðîì ñëó÷àå è ïðîìåæóòî÷íûõ) ñîñòîÿíèé. Â ýòîì êóðñå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü äâà óêàçàííûõïðîöåññà, ðàññìàòðèâàÿ èõ îáà êàê ðàññåÿíèå.Ïðè ðàññåÿíèè ïåðåèçëó÷àåòñÿ �îòîí íå îáÿçàòåëüíî ñ òîé æå ÷àñòîòîé è íàïðàâëåíèåì, êàêèå èìåë ïî-ãëîùåííûé �îòîí. Ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ ïî ÷àñòîòàì è íàïðàâëåíèÿì. Â òåîðèè ïîëó÷åíîíåñêîëüêî ìîäåëüíûõ çàêîíîâ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû çäåñü ðàññìîòðèì. Íî ñíà÷àëàîïðåäåëèì, êàêèå �àêòîðû âëèÿþò íà ïåðåðàñïðåäåëåíèå.Ñàìî ðàñøèðåíèå àòîìíûõ óðîâíåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èçëó÷àåòñÿ �îòîí íå ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé ÷à-ñòîòîé, à ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷èòü òó èëè èíóþ ÷àñòîòó. �àçìûâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè ïðîèñõîäèò è çà ñ÷åò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ, òàê êàê �îòîí èçëó÷àåòñÿ íå â òîì æå íàïðàâ-ëåíèè, èç êîòîðîãî îí áûë ïîãëîùåí. Åùå îäèí �àêòîð, âëèÿþùèé íà ðàçìûâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòûèçëó÷àåìûõ �îòîíîâ, � ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè.�àññåÿíèå ïðîèñõîäèò íå ìãíîâåííî. Çà âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà ñèòóàöèÿ âîêðóã àòîìà ìîæåò ðàäèêàëüíîèçìåíèòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè àòîìà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè ïðè ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäàõèç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèÿ ñ ìåíüøåé ýíåðãèåé èìååò ïîðÿäîê 10−8�10−7 ñ. Äàæå â çåìíûõ óñëîâèÿõ ñðåäíÿÿòåïëîâàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ïîðÿäêà 0.5 êì/ñ. Ïðè ñàìîé íèçêîé çâåçäíîé òåìïåðàòóðå 2000 Ê ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿñêîðîñòü àòîìîâ âîäîðîäà äîñòèãàåò 8 êì/ñ, òàê ÷òî çà âðåìÿ ðàññåÿíèÿ àòîì âîäîðîäà ïðîõîäèò ðàññòîÿíèåïîðÿäêà 10−3 ÷ 10−2 ñì, ÷òî íàìíîãî ïðåâîñõîäèò êàê àòîìíûå ðàçìåðû (ïîðÿäêà 10−8 ñì), òàê è ìåæàòîìíûå76



ðàññòîÿíèÿ (10−5÷10−4 ñì). Åùå áûñòðåå äâèæóòñÿ ýëåêòðîíû. Òàêèì îáðàçîì, çà âðåìÿ ðàññåÿíèÿ ïðîèñõîäèòìíîãî ñòîëêíîâåíèé. Êàæäîå ñòîëêíîâåíèå âëèÿåò íà àòîì, âûçûâàÿ ñìåùåíèå åãî óðîâíåé. Â ðåçóëüòàòå àòîìâ òîé èëè èíîé ñòåïåíè �çàáûâàåò�, êàêîé ÷àñòîòû �îòîí áûë èì ïîãëîùåí.Ôîðìóëèðîâêà çàêîíîâ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå. Ñà-ìûå ïðîñòûå çàêîíû ïîëó÷àþòñÿ â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ ïîãëîùàþùèì è èçëó÷àþùèì àòîìîì. Ïîñëå èõ �îðìó-ëèðîâêè ñëåäóåò ïåðåéòè â ñèñòåìó, ñâÿçàííóþ ñ àòîìíûì ãàçîì êàê öåëûì, ò. å. ñîïóòñòâóþùóþ, è óñðåäíèòü ïîðàñïðåäåëåíèþ àòîìíûõ ñêîðîñòåé. Íàêîíåö, åñëè ãàç ó÷àñòâóåò â ìàêðîñêîïè÷åñêîì äâèæåíèè, òî íåîáõîäèìîïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ àòîìîì. Â ýòîì ïàðàãðà�å â êà÷åñòâå÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé â îñíîâíîì èñïîëüçóåì âåëè÷èíó ξ. Îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé ïåðåðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâèì ÷åðåç ÷àñòîòó x.2. Ñèñòåìà àòîìà. Ïðè ðàññåÿíèè �îòîí èçìåíÿåò ñâîé èìïóëüñ. Íîâûå íàïðàâëåíèå è ÷àñòîòó îí ïîëó÷àåòñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì è÷àñòîòå.Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ, çàâèñÿùåé îò óãëàðàññåÿíèÿ, êîñèíóñ êîòîðîãî µ = ωω1, à ω1 è ω � åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèé ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî�îòîíîâ. Çàâèñèìîñòü îò êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ, à íå îò êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ â îòäåëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ âëîêàëüíî èçîòðîïíûõ ñðåäàõ, ãäå íåò âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé. Âèä èíäèêàòðèñû çàâèñèò îò âåëè÷èíû ìîìåíòà(îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî) âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíåé. Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû èíäèêàòðèñû ñ�åðè÷åñêàÿ(èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå) è ðýëååâñêàÿ. Ìû ïðèìåì, ÷òî ðàññåÿíèå èçîòðîïíî.Äâå �óíêöèè îïðåäåëÿþò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå â ñèñòåìå àòîìà: ïðî�èëü êîý��èöèåíòà ïîãëîùå-íèÿ wa(ξ) è íîâàÿ âåëè÷èíà pa(ξ, ξ1) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí, ïîãëîùåííûé ñ ÷àñòîòîé ξ1, ïåðåèçëó÷èòñÿ â÷àñòîòå ξ (ïðè óñëîâèè ïåðåèçëó÷åíèÿ, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ λ è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþâûæèâàíèÿ �îòîíà). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîëíîãî ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ, ò. å. ñîâìåùåíèÿ ïîãëîùåíèÿ è ïåðåèçëó-÷åíèÿ, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ �óíêöèé, òàê êàê è ïðî�èëü wa èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè (íà ñàìîì äåëå îáå�óíêöèè � ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé). Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåèçëó÷åíèÿ íîðìèðîâàíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó� ÷àñòîòå ïåðåèçëó÷åíèÿ:
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pa(ξ, ξ1)dξ = 1. (25)ßñíî, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ wa(ξ1)pa(ξ, ξ1) ïî ξ ðàâåí �óíêöèè wa(ξ1).�àññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñëó÷àè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì â ñèñòåìå àòîìà.I. Îáà óðîâíÿ áåñêîíå÷íî òîíêèå. Ýòî ñèëüíàÿ èäåàëèçàöèÿ, ïîñêîëüêó íóëåâûå øèðèíû óðîâíåé îçíà-÷àþò íåâîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó íèìè (âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ). Îäíàêî òàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿêàê ïðîñòåéøèé ìîäåëüíûé.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íóëåâûõ øèðèíàõ ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ wa(ξ1) = δ(ξ1), à ðàññåÿíèå ìîæåò áûòü òîëüêîìîíîõðîìàòè÷åñêèì, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåèçëó÷åíèÿ �îòîíà â ëèíèè ñ ÷àñòîòîé ξ ðàâíà pa(ξ, ξ1) = δ(ξ−ξ1).Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ñ èçìåíåíèåì ÷àñòîòû ξ1 → (ξ, ξ + dξ) åñòü δ(ξ − ξ1)δ(ξ1)dξ = δ(ξ)δ(ξ1)dξ.II. Áåñêîíå÷íî òîíêèé íèæíèé óðîâåíü, åñòåñòâåííîå çàòóõàíèå è ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàñ-ñåÿíèå. Ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ â òàêîì ñëó÷àå ëîðåíöåâñêèé. Âîçâðàò àòîìà ïðîèñõîäèò â òî æå ñîñòîÿíèå,îòêóäà îí áûë âûâåäåí, òàê ÷òî èçëó÷àåòñÿ �îòîí ñ òîé æå ÷àñòîòîé, êàêóþ îí èìåë äî ðàññåÿíèÿ. Íèêàêèõâíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà àòîì íå îêàçûâàåòñÿ. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå wa(ξ1) = wL(ξ1), à pa(ξ, ξ1) = δ(ξ − ξ1).III. Ïîëíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå. Åñëè, íàïðîòèâ, âîçäåéñòâèå âíåøíèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì,òî àòîì ïîëíîñòüþ �çàáûâàåò� ÷àñòîòó ïîãëîùåííîãî �îòîíà è èçëó÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíî ïðî�èëþ ïîãëîùå-íèÿ îò ÷àñòîòû èçëó÷àåìîãî �îòîíà. Òîãäà è ïîãëîùåíèå è èçëó÷åíèå èìåþò îäèíàêîâûå ïðî�èëè, è ïîëíàÿâåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ξ1 → ξ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îäèíàêîâûõ �óíêöèé îò àðãóìåíòîâ ξ1 è ξ. Áóäåì ñ÷èòàòüèõ ëîðåíöåâñêèìè.�àññìàòðèâàëèñü è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè, îäíàêî â êóðñå íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.3. Óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì àòîìîâ. Ïîãëîùàþùèå è èçëó÷àþùèå àòîìû äâèæóòñÿ. Äâèæåíèå àòîìîââîçäåéñòâóåò íå òîëüêî íà ïîãëîùåíèå, íî è íà ïðîöåññ èçëó÷åíèÿ.Ïîïðàâêè çà ñ÷åò äâèæåíèÿ àòîìîâ ïðîïîðöèîíàëüíû v/c, ãäå v � òåïëîâàÿ ñêîðîñòü àòîìîâ. Ñêîðîñòèàòîìîâ íå ìîãóò áûòü ðåëÿòèâèñòñêèìè, òàê êàê ïðè ðåëÿòèâèñòñêèõ òåìïåðàòóðàõ è ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõýëåêòðîíîâ âñå àòîìû áóäóò èîíèçîâàíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêè ìàëû.Äâèæåíèå àòîìîâ âûçûâàåò äâà ý��åêòà. Îäèí èç íèõ � àáåððàöèÿ, ò. å. èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ�îòîíà ïðè ïåðåõîäå èç ñèñòåìû àòîìà â ñîïóòñòâóþùóþ ãàçó. Òàê êàê ïðè ðàññåÿíèè èçëó÷åíèÿ àòîìàìèèíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ãëàäêèå, ýòîò ý��åêò íåçíà÷èòåëåí, è èì îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò.77



Äðóãîé ý��åêò � äîïëåðîâñêîå ñìåùåíèå ÷àñòîòû �îòîíà � èìååò ïîðÿäîê äîïëåðîâñêîé øèðèíû ëèíèè èòîæå ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé. Äîïëåðîâñêèå ñäâèãè ïî äëèíå âîëíû ëèíèé èìåþò ïîðÿäîê
v/ν0. Ïðè ñðåäíèõ ñêîðîñòÿõ àòîìîâ ïîðÿäêà êì/ñ (äî äåñÿòêîâ) â âèäèìîì ó÷àñòêå ñïåêòðà (ν0 = 5 · 1014÷ 10151/
) ýòè ñäâèãè ñîñòàâëÿþò ∼ 10−9 ñì (äåñÿòûå äîëè àíãñòðåì). Îäíàêî äîïëåðîâñêèé ïðî�èëü î÷åíü áûñòðîóáûâàåò ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà ëèíèè. Ñìåùåíèå â ïðåäåëàõ ëèíèè íà íåñêîëüêî äîïëåðîâñêèõ øèðèí ïðèâîäèòê èçìåíåíèþ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ e−x2 ïðè x = 2 ðàâíà0.02, à ïðè x = 3 óæå 0.0001. Òàêîé æå ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ ìîæåò áûòü è ó �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óñðåäíåíèè ïî ðàñïðåäåëå-íèþ àòîìîâ ïî ñêîðîñòÿì. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå æå ïî ÷àñòîòå ñèëüíî çàâèñèò îò äâèæåíèÿ àòîìîâ. Êðîìå òîãî,ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå ìîæåò äàòü äîïîëíèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ.Ïîëó÷èì ñíà÷àëà îáùèå �îðìóëû äëÿ óñðåäíåííîé ïî ñêîðîñòÿì �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ). �àñ-ïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì ñ÷èòàåì ïî-ïðåæíåìó ìàêñâåëëîâñêèì. Ñêîðîñòè àòîìîâ õàðàêòåðèçóåì áåçðàçìåðíûìâåêòîðîì u = v/v. Èñïîëüçóåì ïðî�èëè ïîãëîùåíèÿ w ñ ðàçìåðíûìè ñìåùåíèÿìè îò öåíòðà ëèíèè ξ.Åñëè íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî �îòîíîâ õàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íûìè âåêòîðà-ìè ω1 è ω, òî ïðè ñêîðîñòè àòîìà u ñìåùåíèÿ ÷àñòîò óêàçàííûõ �îòîíîâ ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó îòñ÷åòà àòîìàáóäóò ∆Duω1 è ∆Duω. Âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ �îòîíà ñ ÷àñòîòîé ξ1 ñîñòàâèò òîãäà wa(ξ1−∆Duω1), à âåðîÿò-íîñòü ïåðåèçëó÷åíèÿ ïðè ÷àñòîòå ξ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè îáîçíà÷åíèÿìè áóäåò pa(ξ−∆Duω, ξ1−∆Duω1).Âåðîÿòíîñòü âñåãî ïðîöåññà ïðè �èêñèðîâàííîé ñêîðîñòè àòîìà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íàïèñàííûõ �óíêöèé,à ðåçóëüòèðóþùàÿ ÔÏ â ïåðåìåííûõ x1 è x èìååò âèä

R(x, x1, µ) =
∆2

D

π3/2

∫

d3ue−u2

wa(ξ1 − ∆Duω1)pa(ξ − ∆Duω, ξ1 − ∆Duω1). (26)Ìíîæèòåëü ∆2
D â (26) âîçíèê èç-çà òîãî, ÷òî ÔÏ íîðìèðîâàíà èíòåãðàëàìè ïî ÷àñòîòàì x è x1, à ñòîÿùèå ïîäèíòåãðàëîì �óíêöèè � ïî ξ è ξ1. Íîðìèðîâêà ïî x ïðè ñ�åðè÷åñêîé èíäèêàòðèñå îçíà÷àåò, ÷òî

∞
∫

−∞

R(x, x1, µ)dx = φ(x1), (27)ãäå φ(x1) � êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èíòåãðàë îò íåãî ïî x1, êàê ìû çíàåì,ðàâåí 1.Â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàþòñÿ óäîáíû ðàçëè÷íûå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ â (26). Ïðèâåäåì çäåñü äâå òàêèåñõåìû.à) Ââåäåì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, âçÿâ çà îðò àïïëèêàò åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé äâóì âåêòîðàìíàïðàâëåíèé �îòîíîâ, à îðò àáñöèññ íàïðàâèâ ïî áèññåêòðèñå óãëà ìåæäó íèìè, ò. å.
e1 =

ω + ω1
√

2(1 + µ)
, e2 =

ω − ω1
√

2(1 − µ)
, e3 =

ω1 × ω

√

1 − µ2
. (28)Çäåñü, êàê è ðàíåå, µ = ωω1.�àçëîæèì ïî îðòàì âûáðàííîãî áàçèñà ñêîðîñòü àòîìà:

u = u1e1 + u2e2 + u3e3. (29)Òîãäà
uω = b+u1 + b−u2, uω1 = b+u1 − b−u2, b± =

√

1 ± µ

2
. (30)Åñëè ïîäñòàâèòü ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â (26), òî îêàæåòñÿ, ÷òî â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ìíî-æèòåëü ïðè ýêñïîíåíòå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé u3, ïî êîòîðîé èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü. Èòàê,

R(x, x1, µ) =
∆2

D

π

∫

du1du2e
−u2

1−u2
2wa(ξ1 −∆D(b+u1 − b−u2))pa(ξ−∆D(b+u1 + b−u2), ξ1 −∆D(b+u1 + b−u2)). (31)Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíà âûâåäåííàÿ �îðìóëà, â äðóãèõ ëó÷øå ïîäõîäèò äðóãàÿ.á) Äëÿ âòîðîé �îðìóëû âûáèðàåòñÿ äðóãîé áàçèñ:

e1 =
ω − µω1
√

1 − µ2
, e2 =

ω1 × ω

√

1 − µ2
, e3 = ω1. (32)Òîãäà ïðè òîì æå ïðåäñòàâëåíèè (29)

uω1 = u3, uω = µu3 +
√

1 − µ2u1. (33)78



Çäåñü áåðåòñÿ èíòåãðàë ïî u2, è �îðìóëà (26) (ïîñëå çàìåíû u3 íà u) ïðåîáðàçóåòñÿ â
R(x, x1, µ) =

∆2
D

π

∞
∫

−∞

due−u2

wa(ξ1 − ∆Du)

∞
∫

−∞

du1e
−u2

1pa(ξ − ∆D(µu +
√

1 − µ2u1), ξ1 − ∆Du). (34)Ôîðìóëû (31) è (34) ïðèãîäíû â ïðèíöèïå äëÿ ëþáûõ �óíêöèé wa è pa. Íî â äâóõ èç òðåõ ñëó÷àåâ ïå-ðåðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, �óíêöèÿ pa(ξ, ξ1) = δ(ξ − ξ1). Ïîýòîìó ïîäñòàâèì ýòó�óíêöèþ â (31):
R(x, x1, µ) =

∆2
D

π

∫

du1du2e
−u2

1−u2
2wa(ξ1 − ∆D(b+u1 − b−u2))δ(ξ − ξ1 − 2∆Db−u2) =

=
∆2

D

π

∞
∫

−∞

du1e
−u2

1

2∆Db−
e−(ξ−ξ1)

2/4∆2
Db2

−wa

(

ξ+ξ1
2

−∆Db+u1)

)

=
∆D

2b−π
e−(x−x1)

2/4b2
−

∞
∫

−∞

due−u2

wa

(

ξ+ξ1
2

−∆Db+u)

)

. (35)Òåïåðü ðàññìîòðèì òðè êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå.4. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Ñîõðàíèì òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è â ï. 2.I. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â �îðìóëó (35) δ-�óíêöèè âìåñòî wa ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå
RI(x, x1, µ)=

∆D

2πb−
e−(x−x1)

2/4b2
−

∞
∫

−∞

due−u2

δ

(

ξ+ξ1
2

−∆Db+u)

)

=
e−(x−x1)

2/4b2
−
−(x+x1)

2/4b2+

2πb−b+
=
e−(x2+x2

1−2xx1µ)/(1−µ2)

π
√

1 − µ2
.(36)Ýòîò çàêîí äàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé �óíêöèåé.II. Â äàííîì ñëó÷àå âûêëàäêà íåñêîëüêî ñëîæíåå, òàê êàê â �îðìóëó (35) âìåñòî wa ïîäñòàâëÿåòñÿ íå

δ-�óíêöèÿ, à wL:
RII(x, x1, µ) =

∆D

2b−π
e−(x−x1)

2/4b2
−

∞
∫

−∞

∆L

π

e−u2

du

∆2
L + [(x+ x1)2 − b+u]2∆2

D

=

=
1

2π2b−b+

∆L

∆D
e−(x−x1)

2/4b2
−

∞
∫

−∞

e−u2

du
(

∆L

∆Db+

)2

+

(

x+ x1

2b+
− u

)2 =

=
1

√
π
√

1 − µ2
e−(x−x1)

2/2(1−µ)U

(

a
√

(1 + µ)/2
,

x+ x1
√

2(1 + µ)

)

. (37)Çàêîí (37) âûðàæåí íå ýëåìåíòàðíîé �óíêöèåé, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, à ïðîïîðöèîíàëåí �óíêöèè Ôîéãòà.III. Çäåñü öåëåñîîáðàçíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì âàðèàíòîì îáùåé �îðìóëû. Âìåñòî wa è pa ïîäñòàâèì
wL ñ ðàçíûìè àðãóìåíòàìè è, çàìåíèâ u3 íà u, ïîëó÷èì

RIII(x, x1, µ) =
∆2

D

π3

∞
∫

−∞

e−u2 ∆Ldu

∆2
L + ∆2

D(x1 − u)2

∞
∫

−∞

e−u2
1

∆Ldu1

∆2
L + ∆2

D(x− µu−
√

1 − µ2u1)2
=

=
a

π3/2
√

1 − µ2

∞
∫

−∞

e−u2

du

a2 + (x1 − u)2
U

(

a
√

1 − µ2
,
x− µu
√

1 − µ2

)

. (38)Â âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) (38), êàê è â (37), âõîäèò �óíêöèÿ Ôîéãòà, íî òåïåðü ïîäçíàêîì èíòåãðàëà.Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (27) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî x çàêîíà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
RI(x, x1, µ) ïîëó÷àåòñÿ φD(x1) = π−1/2e−x2 , à èíòåãðèðîâàíèå RII(x, x1, µ) è RIII(x, x1, µ) ïî x äàåò φV(x1) =
U(a, x1). Ëåãêî óáåäèòüñÿ òàêæå, ÷òî �óíêöèè RII(x, x1, µ) è RIII(x, x1, µ) ïðè a → 0 îáå ñòðåìÿòñÿ ê �óíêöèè
RI(x, x1, µ).Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ÔÏ, êàê îêàçàëîñü, çàâèñÿò íå îò ñàìèõ âåêòîðîâ ω è ω1, à òîëüêî îò óãëàìåæäó íèìè � óãëà ðàññåÿíèÿ, êîñèíóñ êîòîðîãî µ. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì èçîòðîïèè ñîâîêóïíîñòèàòîìîâ, ñêîðîñòè êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ïî Ìàêñâåëëó. Îíî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîì èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèèñêîðîñòåé àòîìîâ. 79



5. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ñëàáî çàâèñèò îò íà-ïðàâëåíèÿ. Òîãäà íå âàæíà è çàâèñèìîñòü �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îò êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ. Ïîýòîìóíàðÿäó ñ óæå ïðèâåäåííûìè áûëè ïîëó÷åíû è óñðåäíåííûå ïî óãëàì �óíêöèè.Â ëèòåðàòóðå ïðèâîäèëèñü ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ ñ äâóìÿ èíäèêàòðèñàìè: ñ�åðè÷åñêîé è ðýëååâñêîé. Ñî-îòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå �óíêöèè îòìå÷àëèñü èíäåêñàìè A èëè B â äîïîëíåíèå ê îäíîìó èç èíäåêñîâ, êîòîðûåïèñàëèñü ó íåóñðåäíåííûõ �óíêöèé. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñ�åðè÷åñåêóþ èíäèêàòðèñó, óñðåä-íåííûå �óíêöèè áóäåì ðàçëè÷àòü òåìè æå èíäåêñàìè I, II èëè III, íî áåç àðãóìåíòà µ.Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ìîæíî ïðîâåñòè ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî µ îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ�óíêöèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ R(x, x1, µ). Îäíàêî íà ýòîì ïóòè âîçíèêàþò äîâîëüíî ñëîæíûå èíòåãðàëû. Ïîýòî-ìó áóäåì èñõîäèòü èç ïåðâîíà÷àëüíîé �îðìóëû (26) è èíòåãðèðîâàòü îòäåëüíî ïî íàïðàâëåíèÿì êàæäîãî èç�îòîíîâ, óñðåäíÿÿ �àêòè÷åñêè â ñèñòåìå àòîìà. Òîãäà çàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè àòîìà u èñ÷åçàåò:
R(x, x1) =

∆2
D

π3/2

∫

d3ue−u2 1

2

1
∫

−1

dη1wa(ξ1 − ∆Duη1)
1

2

1
∫

−1

dηpa(ξ − ∆Duη, ξ1 − ∆Duη1) =

=
∆2

D

π1/2

∞
∫

0

u2due−u2

1
∫

−1

dη1wa(ξ1 − ∆Duη1)

1
∫

−1

dηpa(ξ − ∆Duη, ξ1 − ∆Duη1). (39)Çäåñü ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó âçÿò èíòåãðàë ïî íàïðàâëåíèÿì ñêîðîñòè àòîìîâ, ÷òî äàåò ìíîæè-òåëü 4π.Îïÿòü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåì ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ, ò. å. ïîäñòàâëÿåì â �îðìóëó (39) pa(ξ, ξ1) = δ(ξ−ξ1). Òîãäà
R(x, x1) =

∆2
D

π1/2

∞
∫

0

u2due−u2

1
∫

−1

dη1wa(ξ1 − ∆Duη1)

1
∫

−1

dηδ

(

ξ − ξ1 − ∆Du(η − η1)

)

. (40)×òîáû èíòåãðàë ïî η íå áûë ðàâåí íóëþ, àðãóìåíò δ-�óíêöèè äîëæåí ñîäåðæàòü âíóòðè ñåáÿ òî÷êó 0, òîãäà
η = η1 + (x − x1)/u áóäåò ïîïàäàòü â ïðîìåæóòîê [−1, 1]. Ïðè x ≥ x1 äîëæíî áûòü −1 − (x − x1)/u ≤ −1 ≤
η ≤ 1− (x− x1)/u. Âåðõíèé ïðåäåë íåðàâåíñòâà áóäåò áîëüøå íèæíåãî ïðè u ≥ (x− x1)/2. Â ïðîòèâîïîëîæíîìñëó÷àå óñëîâèå x ≤ x1 òðåáóåò âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ −1− (x− x1)/u ≤ η ≤ 1 ≤ 1− (x−x1)/u è u ≥ (x1 −x)/2.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ u ≥ |x− x1|/2, è èíòåãðàë â (40) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
R(x, x1) =

∆D

π1/2

∞
∫

|x−x1|/2

ue−u2

du

min(1,1−(x−x1)/u)
∫

max(−1,−1−(x−x1)/u)

dη1wa(ξ1 −∆Duη1) =
1

π1/2

∞
∫

|x−x1|/2

due−u2

xm+u
∫

xM−u

dξ′wa(ξ
′). (41)Çäåñü

xm = min(|x|, |x1|), xM = max(|x|, |x1|). (42)Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì ïî î÷åðåäè òðè ñëó÷àÿ ï. 2.I. Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî (41) â êà÷åñòâå ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ â ñèñòåìå àòîìà wa(ξ) = δ(ξ), íàéäåì
RI(x, x1) =

1

π1/2

∞
∫

|x−x1|/2

e−u2

du

xm+u
∫

xM−u

δ(x′)dx′ =
1

π1/2

∞
∫

xM

e−u2

du. (43)Èíòåãðàë â ïîñëåäíåé �îðìóëå �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ îøèáîê. Èçìåíåíèå ïðåäåëà èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïî u îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òðåáîâàíèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ èíòåãðàëà îò δ-�óíêöèè, âûðàæàåìîå íåðàâåí-ñòâîì u ≥ xM, íàêëàäûâàåò áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ u, ÷åì íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå ïî uâíà÷àëå. Ó ãðàíèö ýòèõ íåðàâåíñòâ åñòü òîëüêî îäíà îáùàÿ òî÷êà, ò. å. óðàâíåíèå |x− x1|/2 = xM èìååò òîëüêîîäíî ðåøåíèå, à èìåííî x = x1.II. Ïðè ïîäñòàíîâêå ëîðåíöåâñêîãî ïðî�èëÿ �îðìóëà (41) ïðåâðàùàåòñÿ â �îðìóëó
RII(x, x1) =

1

π1/2

∞
∫

|x−x1|/2

due−u2

xm+u
∫

xM−u

dx′
∆L

π

dξ′

∆2
L + ξ′2

=
1

π3/2

∞
∫

|x−x1|/2

due−u2

[

arctg
xm + u

a
− arctg

xM − u

a

]

. (44)Çäåñü ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî u íå èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà.80



III. Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå óäîáíåå âñåãî èñõîäèòü èç �îðìóëû (26). Ïðîâåäÿ òå æå âûêëàäêè, ÷òî è ïðèâûâîäå ïðåäûäóùèõ óñðåäíåííûõ çàêîíîâ, ïîëó÷èì
RIII(x, x1) =

∆2
D

π1/2

∞
∫

0

u2due−u2

1
∫

−1

dη1wL(ξ1 − ∆Duη1)

1
∫

−1

dηwL(ξ − ∆Duη) =

=
1

π5/2

∞
∫

0

due−u2

[

arctg
x− u

a
− arctg

x+ u

a

] [

arctg
x1 − u

a
− arctg

x1 + u

a

]

. (45)Óñðåäíåííûå �óíêöèè òàêæå ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè âèäà (27).Èçëîæåíèå â ýòîì ïàðàãðà�å îñíîâàíî íà ñòàòüå Ä.Õàììåðà [101℄ è êíèãå Ä.Ìèõàëàñà [45℄. Â ðóññêîìèçäàíèè ïîñëåäíåé ìíîãî îïå÷àòîê. Îáçîð òåîðèè ×Ï×, ñîäåðæàùèé ðàçëè÷íûå �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èèõ ñâîéñòâà, äàí â ñòàòüå àâòîðà [55℄.6. Ïîëíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå (ÏÏ×). Äî ñîðîêîâûõ-ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ XX âåêà â àñòðî-�èçèêå è �èçèêå â òåîðèè îáðàçîâàíèÿ ëèíèé ãîñïîäñòâîâàëà ãèïîòåçà î ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè. Ïðèïðèíÿòèè ýòîé ãèïîòåçû â îáùåì ïîëó÷àëèñü ïðàâèëüíûìè èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ëèíèé, òàêèå êàê ïîë-íîå èçëó÷åíèå èëè ýêâèâàëåíòíàÿ øèðèíà ëèíèè, íî ïðî�èëè ëèíèé âûõîäèëè íå ïîõîæèìè íà íàáëþäàåìûå.Áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòå.Íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûøå �óíêöèé áûëè ïîëó÷åíû åùå â òðèäöàòûå ãîäû. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî âñåâû÷èñëåíèÿ òîãäà ïðîèçâîäèëèñü âðó÷íóþ, ïðèìåíåíèå ýòèõ �óíêöèé â òî âðåìÿ áûëî íåâîçìîæíî. Äàæå âû-÷èñëåíèå èõ ñàìèõ òðåáîâàëî çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò òðóäà. Ïîýòîìó �èçèêè è àñòðî�èçèêè èñêàëè ïðèáëèæåíèå,êîòîðîå áûëî áû äîñòàòî÷íî òî÷íûì è â òî æå âðåìÿ ïðèâîäèëî áû ê áîëåå ïðîñòûì �îðìóëàì.È òàêîå ïðèáëèæåíèå áûëî íàéäåíî. Èì îêàçàëîñü ïðèáëèæåíèå ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå(ÏÏ×). Åãî îòêðûëè ïðèìåðíî â îäíî âðåìÿ (ñîðîêîâûå ãîäû) íåñêîëüêî èññëåäîâàòåëåé. Óïîìÿíåì ðàáîòûÂ.Â.Ñîáîëåâà, ñòðåìèâøåãîñÿ ïðàâèëüíî îöåíèòü ðîëü ëó÷åâîãî äàâëåíèÿ â òóìàííîñòÿõ [67℄ è äàòü ïðàâèëü-íóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðî�èëåé ëèíèé â ñïåêòðàõ çâåçä [69℄, Ë.Ì.Áèáåðìàíà [5℄, êîòîðûé îáúÿñíÿë íàáëþäàâ-øèåñÿ â �èçè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå ïðî�èëè ëèíèé, è Ò.Õîëñòåéíà [99℄, èçó÷àâøåãî çàêîí âûñâå÷èâàíèÿ ãàçîâ,âîçáóæäàåìûõ ïðè ýëåêòðè÷åñêîì ðàçðÿäå.Ïðåäïîëîæåíèå ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå îçíà÷àåò, ÷òî íå â ñèñòåìå àòîìà, êàê â òðåòüåìñëó÷àå, à â ñîïóòñòâóþùåé ãàçó ñèñòåìå îòñ÷åòà âåðîÿòíîñòü �îòîíó ïðèîáðåñòè îïðåäåëåííóþ ÷àñòîòó ïðèðàññåÿíèè â ëèíèè íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû, êîòîðóþ îí èìåë äî ðàññåÿíèÿ. Ýòà âåðîÿòíîñòü ïðîïîðöèîíàëü-íà êîý��èöèåíòó ïîãëîùåíèÿ, òàê êàê äðóãèõ �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàññåÿíèå â ëèíèè, ïðè ýòîì íåâîçíèêàåò.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î ÏÏ× çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñëîæíûå çàêîíû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàìå-íÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûì, âûðàæàåìûì �îðìóëîé:
R(x, x1, µ) = R(x, x1) = φ(x)φ(x1). (46)ßñíî, ÷òî ÏÏ× îñóùåñòâëÿåòñÿ òîãäà, êîãäà çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò ñòîëêíîâåíèÿ èçëó÷àþùåãî àòîìàñ îêðóæàþùèìè ÷àñòèöàìè. Ýòî íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå. Íî áûëè ïðåäïðèíÿòû óñèëèÿ è ïî �îðìàëüíîìóîáîñíîâàíèþ ïðèìåíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ÏÏ×.Âî-ïåðâûõ, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå ÔÏ ïðîñòî áëèçêè ê ÔÏ ÏÏ×. Íàïðèìåð, �óíêöèè RI(x, x1, µ) è

RIII(x, x1, µ) ñîãëàñíî �îðìóëàì (36) è (38) ïðè µ = 0, ò. å. ïðè ðàññåÿíèè ïîä ïðÿìûì óãëîì, ðàñïàäàþòñÿ íàïðîèçâåäåíèÿ ïðî�èëåé êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïîä óãëàìè, áëèçêèìè ê ïðÿìîìó, ðàññåèâàåòñÿá�îëüøàÿ äîëÿ èçëó÷åíèÿ, ýòè �óíêöèè è âîîáùå áëèçêè ê ÏÏ×. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â õîäå ðàññåÿíèé ïðîèñõî-äèò èòåðàöèÿ ÔÏ, è èòåðèðîâàííûå ÔÏ ïðèáëèæàþòñÿ ê çàêîíó ÏÏ×. Ýòîò ïðîöåññ àíàëîãè÷åí èçîòðîïèçàöèèèçëó÷åíèÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â êîíöå � 2.4. Íàêîíåö, áû-ëè ïðîèçâåäåíû ïðîáíûå ðàñ÷åòû ïîëåé èçëó÷åíèÿ ñ íàñòîÿùèìè ÔÏ è ïðè ÏÏ× [70,98℄. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõðåçóëüòàòû îêàçàëèñü áëèçêè. Íàèáîëüøèå îòëè÷èÿ îò ÏÏ× äåìîíñòðèðóåò ÔÏ RII, íî è ïðè íåé âáëèçè ÿäðàëèíèè ïðî�èëè ÏÏ× íå î÷åíü îòëè÷àþòñÿ îò áîëåå òî÷íûõ, à â öåëîì ÏÏ× ìîæåò ñëóæèòü õîðîøèì ïåðâûìïðèáëèæåíèåì. Ê îáñóæäåíèþ ýòîãî âîïðîñà ìû åùå âåðíåìñÿ â ãëàâå 5.� 4.3. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè,1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäïîëîæåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðà�å ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïåðåíîñèçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè. 81



Â ñàìîì îáùåì âèäå çàäà÷à î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ â ëèíèÿõ ñòàâèòñÿ òàê. Â íåêîòîðîì îáúåìå íàõîäèòñÿ ãàç(ïëàçìà), ñîñòîÿùèé èç ðàçëè÷íûõ àòîìîâ (èîíîâ èëè ìîëåêóë) è ýëåêòðîíîâ. Àòîìû âîçáóæäàþòñÿ êàêèìè-ëèáîìåõàíèçìàìè: âíåøíèì èçëó÷åíèåì, ñòîëêíîâåíèÿìè èëè â ðåçóëüòàòå êàñêàäíûõ ïåðåõîäîâ ïîñëå ðåêîìáèíà-öèè. Ìîùíîñòü ýòèõ èñòî÷íèêîâ, íàçûâàåìûõ ïåðâè÷íûìè, äîëæíà áûòü ðàññ÷èòàíà ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèéäðóãèõ òåîðèé (ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè àòìîñ�åðû çâåçäû èëè äðóãîãî àñòðî�èçè÷åñêîãî îáúåêòà) èëè èç èçó÷åíèÿóñëîâèé îïûòà â �èçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè è ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòü îá àò-ìîñ�åðå. Èçëó÷àåìûå �îòîíû çàòåì âíîâü ïîãëîùàþòñÿ, ïåðåèçëó÷àþòñÿ (ðàññåèâàþòñÿ) â òîé æå ëèíèè èëèäðîáÿòñÿ íà �îòîíû äðóãèõ ëèíèé, ïåðåõîäÿò â äðóãèå âèäû ýíåðãèè è ò. ä. Òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü ñîçäàþùååñÿâ îáúåìå ïîëå èçëó÷åíèÿ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñîñòîÿíèå âîçáóæäåíèÿ àòîìîâ.Òàêàÿ îáùàÿ çàäà÷à íå äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ è ìîæåò ðåøàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, íàëàãàåìûå íà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå êåãî èçó÷åíèþ.1) Èçîëèðîâàííîñòü ëèíèè. Áóäåì èçó÷àòü îáðàçîâàíèå îäíîé ëèíèè îïðåäåëåííîãî àòîìà (èëè èîíà) ñöåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé ν0. Ëèíèÿ îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó óðîâíÿìè, íèæíèé èç êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòüäëÿ îïðåäåëåííîñòè îñíîâíûì, à âåðõíèé � âîçáóæäåííûì. Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íèæíåìó óðîâíþ, áóäåìîòìå÷àòü èíäåêñîì l, à ê âåðõíåìó � u, íàïðèìåð, êîíöåíòðàöèè àòîìîâ nu è nl, ýíåðãèè óðîâíåé hνu è hνl, ν0 =
νu − νl.2) Äâóõóðîâåííûå àòîìû. �àññìàòðèâàåìûå àòîìû èìåþò òîëüêî äâà äèñêðåòíûõ óðîâíÿ ñ ðàçíîñòüþýíåðãèé hν0 è êîíòèíóóì.3) Ïîëíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÷àñòîòå. Ïðè ðàññåÿíèè ïðîèñõîäèò ïîëíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî÷àñòîòå, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ � ñ�åðè÷åñêàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî èñïîëüçîâàòü �óíêöèþ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ,óêàçàííóþ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Îäíàêî çäåñü óäîáíåå ïðèíÿòü äëÿ íåå íîðìèðîâêó íà ïðî�èëü
α(x1), à íå φ(x1), ò. å.

R(x, x1) = Aα(x)α(x1), (47)ãäå A � ïîñòîÿííàÿ íîðìèðîâêè ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ.Íåêîòîðûå äðóãèå ïðåäïîëîæåíèÿ ñ�îðìóëèðóåì ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà.2. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîéèçîòðîïíîé ñðåäå, âûâåäåííîå â ãëàâå 1, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [31,70℄
µ

d

dz
Iν(z,ω) = −ανIν(z,ω) + εν , (48)ãäå z � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ãëóáèíà, µ � êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ è âíóòðåí-íåé íîðìàëüþ ê ãðàíèöå àòìîñ�åðû.Óêàæåì, êàêèå çàìåíû âõîäÿùèõ â îáùåå óðàâíåíèå (48) �óíêöèé ñëåäóåò ïðîèçâåñòè, ÷òîáû ïîëó÷èëîñüóðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.Êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, îïèñûâàþùèõ ïîãëîùåíèå â ëèíèè è â êîíòèíóóìå. Êî-ý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò ÷àñòîòû â ïðåäåëàõ ëèíèè,òàê êàê øèðèíà ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé îáû÷íî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðâàëîì ÷àñòîò, íà êîòîðîì ñóùåñòâåííîèçìåíÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü êîíòèíóóìà, òàê ÷òî
αν = αL

ν + αc = nlkν + αc. (49)Êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ ñîñòîèò òàêæå èç íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ. Ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå èçëó÷åíèå âíåïðåðûâíîì ñïåêòðå, îáîçíà÷èì εc. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè îò ÷àñòîòû òà æå, ÷òî è óêîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, íî ðàçëè÷èå èõ â òîì, ÷òî ïåðâûé ïðîïîðöèîíàëåí íàñåëåííîñòè íå íèæíåãî, êàêâòîðîé, à âåðõíåãî óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ó÷åñòü âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå. Âñå âìåñòå çàïèøåì òàê:
εν = [εc + kνnuC]

(

1 +
c2

2hν3
Iν

)

. (50)Òåïåðü óðàâíåíèå (48) ïðèìåò âèä
µ

d

dz
Iν(z,ω) = −[nlkν + αc]Iν(z,ω) + [εc + kνnuC]

(

1 +
c2

2hν3
Iν

)

. (51)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C è âûÿñíåíèÿ ñâÿçè ìåæäó îòäåëüíûìè ñëàãàåìûìè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïðè-ìåíèì åãî ê ñëó÷àþ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà �àêòè÷åñêè ëèíèÿ íå82



îáðàçóåòñÿ, èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèò íè êîîðäèíàò, íè îò íàïðàâëåíèÿ è ðàâíà �óíêöèè Ïëàíêà Bν0
(T ), íàñå-ëåííîñòè óðîâíåé ïîä÷èíÿþòñÿ �îðìóëå Áîëüöìàíà è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, ò. å. ïðîöåññûâ ëèíèè è â êîíòèíóóìå óðàâíîâåøåíû ïîðîçíü:

εc

(

1 +
c2

2hν3
0

Bν0
(T )

)

= αcBν0
(T ), (52)

kνnuC

(

1 +
c2

2hν3
0

Bν0
(T )

)

= kνnlBν0
(T ). (53)Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (52) âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Ïëàíêà, äëÿ êîíòèíóóìà ïîëó÷àåì

εc
αc

= Bν0
(T ), αc = αc

(

1 − e−hν0/kBT
)

. (54)Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Êèðõãî�à�Ïëàíêà. ×åðòîé ñâåðõó îòìå÷åí êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ,èñïðàâëåííûé çà âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå, êîòîðîå èãðàåò ðîëü îòðèöàòåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Âïðåäü èñïîëüçóåìèìåííî åãî.Àíàëîãè÷íî èç �îðìóëû (53) íàõîäèì äëÿ ëèíèè
C =

2hν3
0

c2
nl

nu
e−hν0/kBT =

2hν3
0

c2
gl
gu
, (55)ãäå gl è gu � ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà (÷èñëà ïîäóðîâíåé) íèæíåãî è âåðõíåãî óðîâíåé.Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (51) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

µ
d

dz
Iν(z,ω) = −

[

kνnl

(

1 − gl
gu

nu

nl

)

+ αc

]

Iν(z,ω) + εc +
2hν3

0

c2
gl
gu
kνnu. (56)Ê óðàâíåíèþ ïåðåíîñà, êàê îáû÷íî, äîáàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îòðàæàþùèå çàäàííîñòü èíòåíñèâíî-ñòåé ïàäàþùåãî íà ãðàíèöû èçâíå èçëó÷åíèÿ.3. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ (56) ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåí-íûå. Êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â ëèíèè ïðåäñòàâèì, êàê â � 4.1. Îïðåäåëèì îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó â àòìîñ�åðå,ðàññ÷èòûâàÿ åå äëÿ öåíòðà ëèíèè:

τ =

z
∫

0

nlkν0

(

1 − gl
gu

nu

nl

)

dz. (57)�àçäåëèì óðàâíåíèå íà nlkν0
. Òîãäà ïîãëîùåíèå â êîíòèíóóìå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îòíîøåíèåì

αc

nlkν0

(

1 − gl
gu

nu

nl

) = β. (58)Ââåäåì åùå äâå âåëè÷èíû, SL è Sc, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè èñòî÷íèêîâ â ëèíèè è â êîíòèíóóìåñîîòâåòñòâåííî:
SL =

2hν3
0

c2
1

gu
gl

nl

nu
− 1

, Sc =
εc

kν0
nl

1

1 − gl
gu

nu

nl

. (59)Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðèìåò âèä
µ

dIν(z,ω)

dτ
= −[α(x) + β]Iν (z,ω) + Sc + α(x)SL. (60)4. Óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîñòè âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿáàëàíñà ýíåðãèè è ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ íèì, íî äëÿ ëèíèè ïðè ðàññåÿíèè ñ ÏÏ× îíî èìååò íåêîòîðûåîñîáåííîñòè â �èçè÷åñêîì èñòîëêîâàíèè.Ïðè óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè íàñåëåííîñòü âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ò. å. ÷èñëàïåðåõîäîâ, íàñåëÿþùèõ ýòîò óðîâåíü è îïóñòîøàþùèõ åãî, â êàæäîì ìåñòå ñðåäû äîëæíû áûòü ðàâíû. Äëÿïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èîíèçàöèè è ðåêîìáèíàöèè íå èãðàþò áîëüøîé ðîëè. Ñóùåñòâåííûìè ïðîöåññàìèñ÷èòàåì ðàäèàòèâíûå ïåðåõîäû â ëèíèè è ýëåêòðîííûå óäàðû. Çàïèøåì óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè [31℄

nu(Aul +BulJ lu + neaul) = nl(BluJ lu + neblu). (61)83



Çäåñü Aul, Bul è Blu � ýéíøòåéíîâñêèå êîý��èöèåíòû ñïîíòàííîãî, âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà J lu åñòü ñðåäíÿÿ ïî ëèíèè èíòåíñèâíîñòü, ò. å.
J lu =

A

4π

∞
∫

−∞

α(x)dx

∫

d2ωIν(z,ω). (62)Êîý��èöèåíò blu ó÷èòûâàåò ïåðåõîäû ñ íèæíåãî óðîâíÿ íà âåðõíèé çà ñ÷åò âîçáóæäàþùèõ óäàðîâ, à aul �ñòîëêíîâèòåëüíûå ïåðåõîäû ñ âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ íà íèæíèé (òàê íàçûâàåìûå òóøàùèå óäàðû, èëè óäàðûâòîðîãî ðîäà), ne � ýëåêòðîííàÿ êîíöåíòðàöèÿ.�àññìîòðèì, êàêîé âèä ïðèíèìàåò ðàâåíñòâî (61), åñëè âûïîëíÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Ïîäñòà-íîâêà â ðàâåíñòâî (61) �óíêöèè Ïëàíêà âìåñòî ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè è èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû Áîëüöìàíàäëÿ îòíîøåíèÿ íàñåëåííîñòåé óðîâíåé ñ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðîé T ïðèâîäèò ê äâóì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäóýéíøòåéíîâñêèìè êîý��èöèåíòàìè:
c2

2hν3
0

Aul = Bul =
gl
gu
Blu, (63)à òàêæå ê ñîîòíîøåíèþ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè óäàðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:

blu =
gu
gl
e−hν0/kBT aul. (64)Â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (63), ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî àòîìíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, óäàðíûåêîý��èöèåíòû ñâÿçàíû ñî ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè. Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (64) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýëåêòðî-íû ðàñïðåäåëåíû ïî ñêîðîñòÿì ïî çàêîíó Ìàêñâåëëà ñ íåêîòîðîé òåìïåðàòóðîé T , ÷òî âñåãäà ñïðàâåäëèâî.Ïîíÿòíî, ÷òî êîýý�èöèåíò blu âñåãäà ìåíüøå, ÷åì êîý��èöèåíò aul, òàê êàê ïðè âîçáóæäåíèè àòîìà ýëåêòðîíäîëæåí ïåðåäàòü åìó ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè, à ïðè òóøàùåì óäàðå � çàáðàòü ýíåðãèþ âîçáóæäåíèÿ.�àçäåëèì ðàâåíñòâî (61) íà (nlBlu − nuBul)[Aul +neaul(1− e−hν0/kBT )]/Aul è ïðèìåíèì ðàâåíñòâà (63) è (64).Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íàéäåì

SL = λJ lu + (1 − λ)Bν0
(T ), (65)ãäå ââåäåíî åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

λ=
Aul

Aul+neaul(1−e−hν0/kBT )
, 1−λ=

neaul(1−e−hν0/kBT )

Aul+neaul(1−e−hν0/kBT )
. (66)Âåëè÷èíà λ ðàâíà äîëå �îòîíîâ, êîòîðûå ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ïåðåèçëó÷àþòñÿ â ëèíèè, è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíî-ñòüþ âûæèâàíèÿ �îòîíà.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè (62) â (65), ïîëó÷èì áîëåå ïîäðîáíóþ çàïèñü óðàâíåíèÿ:

SL = λ
A

4π

∞
∫

−∞

α(x)dx

∫

d2ωIν(z,ω) + (1 − λ)Bν0
(T ). (67)Óðàâíåíèå (67) â ñàìîì äåëå èìååò âèä óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè (èëè ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ). Åñëè èíòåí-ñèâíîñòü ðàâíà �óíêöèè Ïëàíêà, òî è �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ðàâíà åé.Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðåíîñà è ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ óðîâíåé äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäå-ëèòü ïîëå èçëó÷åíèÿ â ñðåäå è ñîñòîÿíèå âîçáóæäåíèÿ àòîìîâ â íåé.Õîòÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ ñ�îðìóëèðîâàíû â ïðèâû÷íîì âèäå, íà ñàìîì äåëå èõ íåäî-ñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, òàê êàê íàäî åùå çàäàòü îáùóþ êîíöåíòðàöèþ àòîìîâ ðàññìàòðèâàåìîãîòèïà, ò. å. ñóììó nl + nu=n.Îäíîâðåìåííîå ðåøåíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé � çàäà÷à íåïðîñòàÿ, òàê êàê óðàâíåíèÿ íåëèíåéíû è àðãóìåíò

τ ñàì çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â îñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèÿõ. Çàâèñÿò îò íàñåëåííîñòåé óðîâ-íåé è äðóãèå âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ âåëè÷èíû, à èìåííî β è Sc. Óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé è, êàê ïðàâèëî, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ÷èñëåííî.Óìåíüøåíèå îïòè÷åñêîé ãëóáèíû è òîëùèíû ñðåäû ïðè óâåëè÷åíèè íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãî óðîâíÿíàçûâàåòñÿ ïðîñâåòëåíèåì ñðåäû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñðåäû ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé,ò. å. ïðè ïðîõîæäåíèè èçëó÷åíèÿ ÷åðåç òàêóþ ñðåäó èíòåíñèâíîñòü åãî áóäåò âîçðàñòàòü, ÷òî ñîñòàâëÿåò ëàçåðíûé(èëè ìàçåðíûé) ý��åêò. Äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ íåîáõîäèìî ñîçäàòü ïåðåíàñåëåííîñòü âåðõíåãî óðîâíÿ, ÷òîíàçûâàåòñÿ íàêà÷êîé.5. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Îáû÷íî ïîëå èçëó÷åíèÿ â ëèíèè íå î÷åíü ñèëüíîå è âîçáóæäåíèå àòîìîâ íåñëèøêîì âåëèêî, ò. å. nu ≪ nl. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü âûíóæäåííûå ïðîöåññû,84



è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé. Òîãäà íàñåëåííîñòü îñíîâíîãî óðîâíÿ nu ≈ n, ò. å. åå ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííîé,â çíàìåíàòåëå (59) ìîæíî îòáðîñèòü åäèíèöó, à �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ îêàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíîéñòåïåíè âîçáóæäåíèÿ:
SL =

2hν3
0

c2
gl
gu

nu

nl
. (68)Îïòè÷åñêèå ãëóáèíà è òîëùèíà ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò ñòåïåíè âîçáóæäåíèÿ, òàê êàê è â (57) îòáðàñûâàåòñÿâòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ. Óïðîùàþòñÿ è äðóãèå âûðàæåíèÿ, à îïðåäåëÿåìûå èìè âåëè÷èíû (êðîìå èñêî-ìûõ) ñòàíîâÿòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â êîíòèíóóìå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿèçâåñòíîé.Ïðè ïåðåõîäå ê ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ òåðÿþòñÿ íåêîòîðûå ý��åêòû, íàïðèìåð ïðîñâåòëåíèå ñðåäû. Âðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè èíòåíñèíîñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå �îðìóëîé Ïëàíêà, à �îðìóëîé Âèíà.Óðàâíåíèÿ (60) è (67) ìîæíî åùå óïðîñòèòü, åñëè îòäåëèòü ïðÿìîå èçëó÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå âíåøíèì îáëó-÷åíèåì ñëîÿ è âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè â êîíòèíóóìå. Åñëè ýòî ïðîäåëàòü, ò. å. ïðåäñòàâèòü èíòåíñèâíîñòü ââèäå ñóììû

Iν(z,ω) = Ib
ν + Ic

ν + I(τ, µ, x), (69)ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó îáëó÷åíèþ, âòîðîå � âíóòðåííèì èñòî÷íèêàì â êîíòèíóóìå, àòðåòüå � äè��óçíîìó èçëó÷åíèþ â ëèíèè, òî óðàâíåíèå äëÿ ïîñëåäíåé âåëè÷èíû ïðèìåò âèä
µ

dI(τ, µ, x)

dτ
= −[α(x) + β]I(τ, µ, x) + α(x)S(τ), (70)ãäå òåïåðü S � �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò îïòè÷åñêîé ãëóáèíû τ :

S(τ) = S0(τ) +
λ

2
A

∞
∫

−∞

α(x)dx

1
∫

−1

dµI(τ, µ, x). (71)Çàâèñèìîñòü �óíêöèé S0 è S òîëüêî îò îäíîãî àðãóìåíòà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè èòåðàöèè èíòåíñèâíîñòèêàê ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, òàê è ïðîèñõîäÿùåãî îò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ, ò. å. ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèéäëÿ ýòèõ èíòåíñèâíîñòåé â �îðìóëó (67), âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå τ . Òî æå ñàìîåïðîèñõîäèò ïðè ïîäñòàíîâêå â �îðìóëó (71) èíòåíñèâíîñòè äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ I(τ, µ, x).Èíòåíñèâíîñòü I(τ, µ, x) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò àçèìóòà, äàæååñëè èñòî÷íèêè çàâèñåëè îò íåãî. Âñå ýòî ñëåäñòâèÿ ÏÏ×.6. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Êàê è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè, èç äâóõ óðàâíåíèé (70) è (71)ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî � èíòåãðàëüíîå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (70):
I(τ, µ, x) =



























α(x)

τ
∫

0

e−[α(x)+β](τ−τ ′)/µS(τ ′)
dτ ′

µ
, 0 ≤ µ ≤ 1,

−α(x)

τ0
∫

τ

e−[α(x)+β](τ−τ ′)/µS(τ ′)
dτ ′

µ
, −1 ≤ µ ≤ 0,

(72)è ïîäñòàâèì åãî â (71). Â ðåçóëüòàòå ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Õâîëü-ñîíà, ïîëó÷èòñÿ
S(τ) = S0(τ) +

λ

2

τ0
∫

0

K(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′. (73)Ýòî îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàññåÿíèå â ëèíèè ïðè ÏÏ× â ïëîñêèõ ñðåäàõ [31℄. ßäðîóðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ, à ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
K(τ) = K(τ, β) = A

∞
∫

−∞

α2(x)E1([α(x) + β]τ)dx. (74)Îòìåòèì, ÷òî �àêòè÷åñêè èíòåíñèâíîñòü çàâèñèò íå îòäåëüíî îò ÷àñòîòû è óãëà, à òîëüêî îò èõ êîìáèíàöèè:
y =

α(x) + β

µ
. (75)85



Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëó (72) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
I(τ, µ, x) =

α(x)

α(x) + β
I

(

τ,
α(x) + β

µ

)

, (76)ãäå
I(τ, y) =



























y

τ
∫

0

e−y(τ−τ ′)S(τ ′)dτ ′, β ≤ y ≤ ∞,

−y
τ0
∫

τ

e−y(τ−τ ′)S(τ ′)dτ ′, −∞ ≤ y ≤ −β.
(77)Ýòî ñâîéñòâî èíòåíñèâíîñòè ïîçâîëÿåò ÿäåðíóþ �óíêöèþ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò, ÷òîâ ñâîþ î÷åðåäü äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ê ðàññåÿíèþ â ëèíèè âñþ àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ, ðàçâèòóþ âïðåäûäóùåé ãëàâå.7. Ïðèâåäåíèå ê ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò. Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè (74) �îðìóëóäëÿ èíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòû:

K(τ, β) = 2A

∞
∫

0

α2(x)dx

∞
∫

1

e−τ [α(x)+β]u du

u
. (78)Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = [α(x) + β]u è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

K(τ) = 2A

∞
∫

0

α2(x)dx

∞
∫

α(x)+β

e−τy dy

y
= 2A

1+β
∫

β

dy

y
e−τy

∞
∫

x(y−β)

α2(x)dx + 2A

∞
∫

1+β

dy

y
e−τy

∞
∫

0

α2(x)dx. (79)Çäåñü ÷åðåç x(y) îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðî�èëþ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, ò. å.
α(x(y)) = y, x(α(x)) = x. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

A(y) = A(y, β) =
2A

y































∞
∫

x(y−β)

α2(x)dx, β ≤ y ≤ 1 + β,

∞
∫

0

α2(x)dx, 1 + β ≤ y <∞,

(80)òî ÿäåðíóþ �óíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü òàê:
K(τ, β) =

∞
∫

β

A(y, β)e−τydy. (81)Ýòî è åñòü ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò.�àññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, è �îðìóëó (71) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç �óíêöèþ A(y):
S(τ) = S0(τ) +

λ

2

∞
∫

β

A(y)
dy

y
[I(τ, y) + I(τ,−y)]. (82)Ôîðìóëà (82) èìååò âèä, áëèçêèé ê âûðàæåíèþ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ÷åðåç ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü ïðè èçî-òðîïíîì ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè.Èç �îðìóëû äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè (74) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ïðÿìîóãîëüíîì ïðî�èëå ðàññåÿíèå ïðè ÏÏ×îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì èçîòðîïíîìó ìîíîõðîìàòè÷åñêîìó ðàññåÿíèþ.Òàêèì îáðàçîì, âñÿ òåîðèÿ ðåçîëüâåíòíîãî ìåòîäà ïðèìåíèìà ê ðàññåÿíèþ èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèèïðè ÏÏ× â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ê ìîíîõðîìàòè÷åñêîìó ðàññåÿíèþ ìû åå óæå ïðèìåíèëè â ãëàâå 3. Ïðè-ìåíåíèÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ ðàññåÿíèÿ ïðè ÏÏ× ñäåëàåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, à çäåñü ïåðå÷èñëèì îñíîâíûåçàäà÷è, âîçíèêàþùèå â òåîðèè.
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8. Îñíîâíûå çàäà÷è. Â ñóùíîñòè, ýòî òå æå çàäà÷è, ÷òî è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè.1) Çàäà÷à î äè��óçíîì îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè. Íà ñëîé ñâåðõó ïàäàåò èçëó÷åíèå â íåêîòîðîé÷àñòîòå x0 ïîä óãëîì arccosµ0. Òîãäà èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, íå ñóùåñòâåííîãîâ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, îïèñûâàþòñÿ �óíêöèåé
S0(τ) = e−[α(x0)+β]τ/µ0 = e−τy0, y0 =

α(x0) + β

µ0
. (83)Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè y0 ≥ β. Îäíàêî �îðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî òàêèå (�èçè÷åñêèå), íî èïðîèçâîëüíûå y0 = p, â òîì ÷èñëå äàæå è êîìïëåêñíûå, ÷òî îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.2) Çàäà÷è ñ âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè. Â òàêèõ çàäà÷àõ ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþòêàêîé-ëèáî êîìáèíàöèåé ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, íàïðèìåð ïðîèçâåäåíèÿìè öåëûõ ñòåïåíåé τ íà ýêñïîíåíòû. Ñòî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ïðåäûäóùåé, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå öåëîé ñòåïåíè íà ýêñïîíåíòóìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç òó æå ýêñïîíåíòó:

τne−pτ = (−1)n ∂n

∂pn
e−pτ . (84)Ïîñêîëüêó âçÿòèå ïðîèçâîäíîé åñòü ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ, òî è ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñâÿçàíû òîéæå ñàìîé îïåðàöèåé. Åñëè èñòî÷íèêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò τ , ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íàäîïîëîæèòü p = 0.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðè S0(τ) = e−pτ â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé.3) Îáîáùåíèå çàäà÷è Ìèëíà. �åøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (73), ïî òðàäèöèèíàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ìèëíà, õîòÿ �èçè÷åñêè ýòî ñîâñåì äðóãàÿ çàäà÷à è åå ðåøåíèå, êàê ìû óáåäèìñÿ, ñîâñåì íåïîõîæå íà êëàññè÷åñêîå.Îá ýòèõ è äðóãèõ çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíûõ ëèíèÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãàõ[31,70,77℄ è îáçîðàõ [54,57℄.Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å èñïîëüçóåì òåîðèþ, ðàçâèòóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.� 4.4. Òî÷íûå ðåøåíèÿ1. Òðè ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäåðíûõ �óíêöèé. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïðèìåíèì òî÷íóþ òåîðèþ ðåçîëü-âåíòíîãî ìåòîäà ê èññëåäîâàíèþ ðàññåÿíèÿ â ëèíèè ïðè ïîëíîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå.Êàê áûëî ïîêàçàíî, ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

K(τ) = K(τ, β) = A

∞
∫

−∞

α2(x)dxE1([α(x) + β]τ), (85)êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ñóïåðïîçèöèþ ýêñïîíåíò:
K(τ, β) =

∞
∫

β

A(y, β)e−τydy. (86)Âõîäÿùàÿ ñþäà âåñîâàÿ �óíêöèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé
A(y, β) =

2A

y































∞
∫

x(y−β)

α2(x)dx, β ≤ y ≤ 1 + β,

∞
∫

0

α2(x)dx, 1 + β ≤ y <∞.

(87)Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû òî÷íîé òåîðèè ïðèìåíèìû ê ðàññåÿíèþ ñ ÏÏ×, ñëåäóåò òîëüêî ïîä-ñòàâèòü a = β, b = ∞ è âìåñòî A(y) �óíêöèþ A(y, β). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâîå ÷àñòíîåçíà÷åíèå:
A(y, β) =

y − β

y
A(y − β, 0). (88)87



Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâà �îðìóëà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðè-ðîâàíèÿ â (86) y′ = y − β:
K(τ, β) = e−τβ

∞
∫

0

y

y + β
A(y, 0)e−yτdy. (89)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëåçíû ïðè âûâîäå ðàçëè÷íûõ �îðìóë, â ÷àñòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ.Â äàëüíåéøåì ó âñåõ ÿäåðíûõ �óíêöèé áóäåì óêàçûâàòü β âòîðûì àðãóìåíòîì. Ïðè β = 0 áóäåì åãî îïóñ-êàòü.Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ èìååò òðè ïðåäñòàâëåíèÿ, îòðàæàåòñÿ è íà ìíîãèõ äàëüíåéøèõ�îðìóëàõ: âñå �óíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ðåçîëüâåíòíîé (êîòîðûå ìû òîæå íàçûâàåì ðåçîëüâåíòíûìè � â øèðîêîìñìûñëå), ïðåäñòàâëÿþòñÿ òðåìÿ âûðàæåíèÿìè. Îäíî ñîäåðæèò èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå, âòîðîå è òðåòüå ñâÿçàíûñ ïðåäñòàâëåíèåì ÿäåðíîé �óíêöèè ñóïåðïîçèöèåé ýêñïîíåíò. Îò ïåðâîãî êî âòîðîìó ìîæíî ïåðåéòè, ëèáîïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ëèáî ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì â �îðìóëå âèäà (85). Òðåòüå ïðåäñòàâëåíèåâîçìîæíî ââèäó ñâîéñòâà âåñîâîé �óíêöèè (88).Îòìåòèì, ÷òî â ïðè β > 0 èíòåãðàë îò ÿäåðíîé �óíêöèè ïî âñåì ãëóáèíàì ìåíüøå åäèíèöû, òàê êàê �îòîíìîæåò ïîãëîòèòüñÿ íå òîëüêî â ëèíèè, íî è â êîíòèíóóìå:

∞
∫

0

K(τ, β)dτ = A

∞
∫

−∞

α2(x)

α(x) + β
dx = 1 − ∆(β) ≤ 1. (90)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå, ðàâíîå âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ �îòîíà â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå:

∆(β) = Aβ

∞
∫

−∞

α(x)

α(x) + β
dx. (91)Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò (85) èìååò âèä

K(p, β) = A

∞
∫

−∞

α2(x)dx
1

p

∞
∫

1

(

1

y
− 1

y + p/(α(x) + β)

)

dy =

=
A

p

∞
∫

−∞

α2(x)dx ln
α(x) + β + p

α(x) + β
=

∞
∫

β

A(y, β)dy

p+ y
=

∞
∫

0

A(y, 0)

y + β

ydy

y + β + p
. (92)Äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîëó÷àþòñÿ òî÷íî òàê æå:

U(p, β) =
A

2p

∞
∫

−∞

α2(x)dx ln
α(x) + β + p

α(x) + β − p
=

∞
∫

β

A(y, β)
ydy

y2 − p2
=

∞
∫

0

A(y, 0)
ydy

(y + β)2 − p2
, (93)

V (u, β) =
A

u

∞
∫

−∞

α2(x)dx arctg
u

α(x) + β
=

∞
∫

β

A(y, β)
ydy

y2 + u2
=

∞
∫

0

A(y, 0)
ydy

(y + β)2 + u2
. (94)Çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâåííî ïðè p = 0 è u = 0 ðàâíû è ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé èíòåãðàëà îò ÿäåðíîé�óíêöèè:

U(0, β) = V (0, β) = K(0, β) = 1 − ∆(β). (95)Ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèè U(p, β) ñ âåùåñòâåííûìè p = y ≥ β èíòåãðàë âî âòîðîì ïðåäñòàâëåíèè â (93)ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ãëàâíîå çíà÷åíèå, à â ïåðâîì ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà ïîñòàâèòü ìîäóëü.Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå äëÿ íàïèñàíèÿ �îðìóë äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé.2. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè çàïèñè �îðìóë äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî ïðîâå-ðèòü, èìååò ëè ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè èìåþùèõ ïðÿìîé �èçè÷åñêèé ñìûñëçíà÷åíèÿõ λ, 0 ≤ λ ≤ 1, êîðíåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.Êàê ìû óáåäèëèñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå, â îáùåì ñëó÷àå ïðè íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè A(y) êîðíè, åñëèîíè èìåþòñÿ, îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííû. �àç êîðíè ìîãóò áûòü òîëüêî âåùåñòâåííûìè, òî îíè äîëæíû ëåæàòüìåæäó òî÷êàìè −β è β (â íàøåì ñëó÷àå b = +∞), òàê êàê îñòàëüíûå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè ñîñòàâëÿþò ëèíèþâåòâëåíèÿ. Îäíàêî ïðè |k| < β

U(k, β) =

∞
∫

0

A(y, 0)
ydy

(y + β)2 − k2
≤

∞
∫

0

A(y, 0)
dy

y + 2β
, (96)88



à ïîñëåäíåå çíà÷åíèå
U(β, β) =

∞
∫

0

A(y, 0)
dy

y + 2β
<

∞
∫

0

A(y, 0)
dy

y
= 1. (97)Ïîýòîìó ðàçíîñòü 1 − λU(k, β) íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü.Âåëè÷èíà 1 − λU(p, β) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü ïðè β = 0 è λ = 1 â òî÷êå p = 0, íî ýòà òî÷êà � íå(èçîëèðîâàííûé) êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê îíà ëåæèò íà ëèíèè âåòâëåíèÿ.3. �åçîëüâåíòû è H-�óíêöèÿ. Ôîðìóëû äëÿ íèõ òåïåðü ìîãóò áûòü ëåãêî çàïèñàíû, åñëè ïðîñòî â îáùèå�îðìóëû èç ãëàâû 3 ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ âõîäÿùèõ â íèõ �óíêöèé A(y), U(p) è V (u) ñî âòîðûìè àðãó-ìåíòàìè β, ïðèâåäåííûå âûøå. Ïðè ýòîì âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëàõ äëÿ ðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèéíå áóäåò. Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû:

Φ∞(τ) =
λ

2

∞
∫

β

A(y, β)e−τydy

[1 − λU(y, β)]2 + [(λπ/2)A(y, β)]2
=
λ

2
e−τβ

∞
∫

0

A(y, 0)e−τydy

[1 − λU(y + β, β)]2 +

[

λπ

2

yA(y, 0)

y + β

]2

y

y + β
. (98)Ôîðìóëà äëÿ H-�óíêöèè íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îáùåé:

lnH(p) = − p

π

∞
∫

0

ln[1 − λV (u, β)]
du

u2 + p2
, (99)à �îðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû åñòü êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðèâåäåííûõ: â çíàìå-íàòåëå åå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó ïðåäñòàâëåíèþ Φ∞(τ) â (98), äîáàâëÿåòñÿìíîæèòåëü H(y), à â çíàìåíàòåëå âòîðîãî � H(y + β).Îòìåòèì ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèé è èõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè τ → 0 ðåçîëüâåíòíûå �óíêöèè îáðà-ùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òàê êàê èõ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå � ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ, à E1(0) = ∞.Äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè áåñêîíå÷íîé ñðåäû ïðè p = 0

1 + Φ∞(0) =
1

1 − λU(0, β)
=

1

1 − λ+ λ∆(β)
. (100)Èç ñîîòíîøåíèÿ Âèíåðà�Õîï�à ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå H-�óíêöèè:

H(0) =
1

√

1 − λ+ λ∆(β)
= 1 + Φ(0) > 1. (101)Êàê âèäíî èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, H-�óíêöèÿ â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðè âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõàðãóìåíòàõ ñòðîãî óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ (101) ïðè p = 0 äî 1 ïðè p = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, H-�óíêöèÿ íà ïðîìå-æóòêå [0,∞) âñåãäà êîíå÷íà çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîèñõîäèò ÷èñòîå ðàññåÿíèå â ëèíèè è íåò ïîãëî-ùåíèÿ â êîíòèíóóìå.4. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà è èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ. �àññìîòðèì åùå îäíó âåëè÷èíó,ïðåäñòàâëÿþùóþ èíòåðåñ, à èìåííî �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ â çàäà÷å î äè��óçíîì îòðàæåíèè èçëó÷åíèÿ ïîëó-áåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðîé. Ýòà æå �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû è, êàê è â ñëó÷àåìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíîñòüþ âûõîäà �îòîíà èç àòìîñ�åðû.Óïîìÿíóòàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåçîëüâåíòíóþ�óíêöèþ:

D(τ, p)=H(p)Ψ(τ, p), Ψ(τ, p)=e−pτ



1+

τ
∫

0

epτ ′

Φ(τ ′)dτ ′



. (102)Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòîÿííûõ â ñðåäå èñòî÷íèêàõ p = 0 è
D(τ, 0) = H(0)Ψ(τ, 0) =

1
√

1 − λ+ λ∆(β)



1 +

τ
∫

0

Φ(τ ′)dτ ′



 . (103)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ Ψ(τ, 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (73) ñî ñâîáîäíûì ñëàãàåìûì
S0(τ) = 1/H(0) =

√

1 − λ+ λ∆(β). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè λ = 1 è β = 0 ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîä-íîìó óðàâíåíèþ êàê âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ çàäà÷è ñ ïîñòîÿííûìè èñòî÷íèêàìè.89



Ñâÿæåì ñ ýòîé �óíêöèåé âåðîÿòíîñòü âûõîäà �îòîíà. Ïóñòü P (τ, µ, x) � âåðîÿòíîñòü �îòîíó, íàõîäÿùåìóñÿâ ïîãëîùåííîì ñîñòîÿíèè íà ãëóáèíå τ , âûéòè èç ñðåäû ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà ðàññåÿíèé ïîä óãëîì arccosµ â÷àñòîòå x. Èç ðàññóæäåíèÿ, ÷òî �îòîí ìîæåò âûéòè ñðàçó è ïîñëå ðàññåÿíèé, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, âûâîäèì óðàâíåíèå
P (τ, µ, x)=

λ

4π
Aα(x)e−[α(x)+β]τ/µ+

λ

2

∞
∫

0

K(|τ−τ ′|)P (τ ′, µ, x)dτ ′. (104)Óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ �óíêöèÿìè ñëåäóþùàÿ:
P (τ, µ, x) =

λ

4π
Aα(x)D

(

τ,
α(x) + β

µ

)

. (105)Òàê æå êàê è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè, çíàíèå âåðîÿòíîñòè âûõîäà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âûõîäÿùååèçëó÷åíèå ïî ïåðâè÷íûì èñòî÷íèêàì:
I(0,−µ, x) =

4π

λ

∞
∫

0

S0(τ)P (τ, µ, x)
dτ

µ
. (106)Âîîáùå æå èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî èç ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû äè��óçíîãî èçëó÷åíèÿ ñîãëàñíî �îðìóëå(72) äëÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

I(0,−µ, x) =
α(x)

µ

∞
∫

0

e−τ [α(x)+β]/µS(τ)dτ, (107)ò. å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò �óíêöèè èñòî÷íèêîâ. Â çàäà÷å îá îòðàæåíèè ñ èñòî÷íèêàìè
e−y0τ èíòåíñèâíîñòü îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ

I(0,−µ, x, y0) =
α(x)

µ
I(0,−y, y0) =

α(x)

µ

H(y)H(y0)

y + y0
, y =

α(x) + β

µ
. (108)Îòìåòèì, ÷òî ê çàäà÷å î ðàññåÿíèè ñ ÏÏ× ïðèìåíèìû è äðóãèå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñüâ ãëàâå 2. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå èíòåíñèâíîñòè I(τ, y, y0) íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ â ïîëóáåñêîíå÷íîéàòìîñ�åðå â çàäà÷å îá îòðàæåíèè, èìååò âèä

I(τ + τ1, y, y0) = I(τ, y, y0)e
−τ1y + I(τ1, y, y0)e

−τyΘ(y) +
λ

2

∞
∫

β

A(y′, β)I(τ1, y
′, y0)I(τ, y, y

′)
dy′

y′
. (109)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäîì óäâîåíèÿ ãëóáèí áûëî ðàññ÷èòàíî ïîëå èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å î äè��óçíîìîòðàæåíèè îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ ïðè β = 0 [87℄.5. Ïðî�èëè ëèíèé. Ïðîñëåäèì, êàêèìè ïîëó÷àþòñÿ ïðî�èëè ëèíèé âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å ñýêñïîíåíöèàëüíûìè (â ÷àñòíîñòè, ïîñòîÿííûìè) èñòî÷íèêàìè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðûëüÿ ëèíèèïðîñòèðàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, à êîíòèíóóì îòñóòñòâóåò, ò. å. β = 0. Ïîëîæèì òàêæå µ = 1, ò. å. ðàññìîòðèìèçëó÷åíèå, âûõîäÿùåå ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ãðàíèöå.Íîðìèðóåì ïðî�èëü, ò. å. îïðåäåëèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(x) =
I(0,−1, x)

I(0,−1, 0)
=

1 + y0
1 + y0/α(x)

H(α(x))

H(1)
. (110)Ïóñòü ñíà÷àëà λ = 1. Ïðîñëåäèì çàâèñèìîñòü ïðî�èëÿ ëèíèè îò ïàðàìåòðà y0 (ðèñ. 5à). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-åì òàáëèöû H-�óíêöèé, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ â [34℄. Ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà ëèíèè ïåðâûéñîìíîæèòåëü â (110) óáûâàåò, à âòîðîé âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé. Åñëè y0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âëè-ÿíèå ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ íàñòóïàåò áûñòðî è ïðî�èëü ëèíèè áëèçîê ê ïðî�èëþ ïîãëîùåíèÿ. Ïðè óìåíüøåíèè

y0 ðîëü α(x) óìåíüøàåòñÿ, âñòóïàåò â äåéñòâèå ðîñò H-�óíêöèè, è ó ïðî�èëÿ ëèíèè ïîÿâëÿåòñÿ ãîðá. Ñèììåò-ðè÷íûé ãîðá îáðàçóåòñÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû îò öåíòðà ëèíèè. Òàêèå õàðàêòåðíûå äâóãîðáûå ïðî�èëè âïåðâûåîáúÿñíèëà òåîðèÿ ÏÏ×. Â îòëè÷èå îò ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, ïðè êîòîðîì �îòîíû íå ìåíÿþò ÷àñòîòûè ïîýòîìó ïðî�èëè ëèíèé ïîëó÷àþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïðî�èëþ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, �îòîíû ïðèÏÏ× ïåðåõîäÿò â êðûëî ëèíèè âñëåäñòâèå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå. Õîòÿ â öåíòðå ëèíèè âåðîÿòíîñòü èç-ëó÷åíèÿ �îòîíîâ áîëüøå, ñðåäà áîëåå ïðîçðà÷íà â êðûëå, ãäå ïîãëîùåíèå ìåíüøå è �îòîíû âûõîäÿò ñ áîëüøèõ90
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x x�èñ. 5. Ïðî�èëè ëèíèé ïðè äîïëåðîâñêîì ïîãëîùåíèè:a � ïðè λ = 1.0 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ y0;b � ïðè y0 = 0 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ.ãëóáèí. Êîíêóðåíöèÿ ýòèõ äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ è îáúÿñíÿåò îáðàçîâàíèå ãîðáîâ. ×åì áëèæå λ ê åäèíèöå, òåìáîëåå ìîùíûé ðîñò ïðî�èëÿ ïðîèñõîäèò â êðûëå ëèíèè. Òåì íå ìåíåå, äàæå ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè è y0 > 0 âäàëåêîì êðûëå ïðî�èëü îáÿçàòåëüíî ñïàäàåò ê íóëþ. Ëèøü ïðè y0 = 0 è λ = 1 ýòî íå òàê (ñì. íèæå).Ïóñòü òåïåðü y0 = 0, ò. å. èñòî÷íèêè â ñðåäå ïîñòîÿííû, è èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå λ (ðèñ. 5á). Ïåðâûé ìíîæèòåëüîáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, è âñå îïðåäåëÿåòñÿ H-�óíêöèåé. Ïðè λ < 1 âåëè÷èíà r(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 1â öåíòðå äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ â äàëåêîì êðûëå, òàê ÷òî ïðè ïîñòîÿííûõ èñòî÷íèêàõ îáðàçóåòñÿëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ, õîòÿ íèêàêîãî êîíòèíóóìà ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ íåò. Åñëè æå λ = 1, òî H-�óíêöèÿâîçðàñòàåò íåîãðàíè÷åííî è îáðàçóåòñÿ ãëóáîêàÿ ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî ìîùíûìè êðûëüÿìè. Ïðè ïî-ñòîÿííûõ èñòî÷íèêàõ è ÷èñòîì ðàññåÿíèè, êîíå÷íî, ïîëå èçëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íî âåëèêî. Îäíàêî ïîñêîëüêó ìûíîðìèðîâàëè ïðî�èëü íà öåíòð ëèíèè, ýòîò ïðî�èëü îòâå÷àåò ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. èñòî÷íèêàìíà áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ âîçðàñòàåò ñ ãëóáèíîé, à ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà ëèíèè â êðûëî èçëó÷åíèåâûõîäèò âñå ñ á�îëüøèõ ãëóáèí.Ïîäðîáíûå òàáëèöû �îéãòîâñêèõ H-�óíêöèé ñ ó÷åòîì ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå ñîñòàâëåíû â ðàáîòå [50℄.Òàì æå ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ �óíêöèé, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü ïðî�èëè ñïåêòðàëü-íûõ ëèíèé ïðè ìíîãèõ âèäàõ èñòî÷íèêîâ â ëèíèè è êîíòèíóóìå.Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé.� 4.5. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ïðî�èëåé è ÿäåðíûõ �óíêöèé1. Àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè, àñèìïòîòè÷åñêèå êîíñòàíòû è �óíêöèè. Áîëüøîå ìåñòî â òåîðèè ïå-ðåíîñà èçëó÷åíèÿ çàíèìàåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Êàê ìû âèäåëè, ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñëîæíûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî â òàê íàçûâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ýòè èíòåãðàëûñèëüíî óïðîùàþòñÿ. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðà�àõ ìû èçëîæèì îñíîâû àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ïðè ïîëíîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå. Äëÿ êðàòêîñòè àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòèêàìè. Ñíà÷àëà îáñóäèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå �îð-ìóëû äëÿ òåõ �óíêöèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ è âîçáóæäåíèå àòîìîâ.Ìû ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äâóõ òèïîâ. Àñèìïòîòèêè ïåðâîãî òèïà îñóùåñòâëÿþòñÿ äëÿäîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ ñëîåâ áåñêîíå÷íîé èëè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðà-âåíñòâî τ ≫ 1. Äðóãàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îáëàñòü � êðûëüÿ ëèíèè, ò. å. áîëüøèå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû
x≫ 1.Ïàðàìåòðàìè çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ïîìèìî òîëùèíû ïëîñêèõ ñðåä ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòü âû-æèâàíèÿ �îòîíà ïðè ðàññåÿíèè λ è äîëÿ ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå β. Áîëüøóþ ðîëü ìíîãîêðàòíûå ðàññåÿíèÿâ ëèíèè èãðàþò òîãäà, êîãäà ñðåäà îïòè÷åñêè òîëñòàÿ, β ìàëî, à λ áëèçêî ê åäèíèöå. Èìåííî òàêîå ïîëîæåíèå÷àùå âñåãî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ëèíèé â ñïåêòðàõ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �îòîíû â îñíîâíîì ãèáíóò, ò. å. ëèáî íå ïåðåèçëó÷àþòñÿ â ëèíèè âñëåäñòâèå òóøàùèõóäàðîâ èëè èîíèçàöèé, ëèáî ïîãëîùàþòñÿ â ïîëåòå äðóãèìè ñîñòàâëÿþùèìè ñðåäû, ëèáî áûñòðî âûõîäÿò èçòîíêîé ñðåäû è âûáûâàþò èç ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè õàðàêòåðèçóþòñÿíåðàâåíñòâàìè 1 − λ ≪ 1 è β ≪ 1, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè. Â òî æå âðåìÿ ìûáóäåì ñòàðàòüñÿ íå íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèé íà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó 1 − λ, β, τ è x, õîòÿ íàèáîëåå ïðîñòûå èçàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè.91



Êàê îêàçàëîñü, â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà àâòîìîäåëüíûé ðåæèì: õàðàêòå-ðèñòèêè ïîëåé èçëó÷åíèÿ â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè çàâèñÿò íå îò êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ïî îòäåëüíîñòè, à îòíåêîòîðûõ èõ ïîïàðíûõ êîìáèíàöèé, íàïðèìåð τβ è ò. ï. Îáû÷íî ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîêðàùàåòñÿíà îäíó. Óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ è â òîì, ÷òî ÷àñòî ýòè êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ â àñèìïòîòèêàõ ñòàíîâÿòñÿàðãóìåíòàìè èçâåñòíûõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, â èäåàëå ýëåìåíòàðíûõ.Ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêè ïîëó÷àþòñÿ äëÿ êðûëà ëèíèè è äëÿ ãëóáîêèõ ñëîåâ ñðåäû, êóäà �îòîíû ìîãóòïðîíèêàòü íàïðÿìóþ òîëüêî â êðûëå ëèíèè, ñóùåñòâåííî ïîâåäåíèå ïðî�èëÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ èìåííîâ êðûëå. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü åãî ñòåïåííûì, ðàññìàòðèâàÿ áîëåå áûñòðîå óáûâàíèå êàê ïðåäåëüíûéñëó÷àé. Ïðè ýòîì â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïîÿâëÿåòñÿ ðÿä àñèìïòîòè÷åñêèõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò íåêîòîðûõïàðàìåòðîâ. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòî îäèí ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè óáûâàíèÿ ïðî�èëÿâ êðûëå ëèíèè.Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Þ.Þ.Àáðàìîâà, À.Ì.Äûõíå è À.Ï.Íàïàðòîâè÷à [1,28℄, â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïå-ðåíîñà èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ �óíêöèè (ñîêðàùåííî ÌÌÔ). Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ èëèáåñêîíå÷íî ìàëàÿ âáëèçè òî÷êè x0 ñïðàâà �óíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ, åñëè ïðè ëþáûõ
ε > 0 ñóùåñòâóåò

lim
t→+0

ϕ(x0 + εt)

ϕ(x0 + t)
= lim

t→+0

ϕ′(x0 + εt)

ϕ′(x0 + t)
ε = 1. (111)Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÌÌÔ ïðè x→ ∞. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü lnx è åãî ñòåïåíè ïðè x→ 0 è x→ +∞è äðóãèå �óíêöèè, îáðàòíûå �óíêöèÿì, èçìåíÿþùèìñÿ áûñòðåå ñòåïåííûõ.Óïîìÿíóòûìè àâòîðàìè áûë ðàçðàáîòàí ñïîñîá îáðàùåíèÿ ñ ÌÌÔ ïðè âûâîäå àñèìïòîòèê, êîòîðûé ïîñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà �óíêöèé âèäà ϕ(xy), ãäå x→ 0 èëè x→ ∞, à y � ïåðåìåííàÿèíòåãðèðîâàíèÿ, íà ϕ(x), à ϕ′(xy) íà ϕ′(x)/y, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà.2. Àñèìïòîòèêè ïðî�èëåé ïîãëîùåíèÿ. Òåïåðü ââåäåì àñèìïòîòè÷åñêèå êîíñòàíòû è íåêîòîðûå �óíê-öèè. Êàê ãîâîðèëîñü, îñíîâíàÿ êîíñòàíòà â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ÏÏ× � ýòî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, õàðàêòå-ðèçóþùèé ñòåïåííîå èçìåíåíèå ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ. Òàê êàê ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿóïðîùåíèÿ çàïèñè �îðìóë âåçäå ñ÷èòàåì x > 0. �àññìàòðèâàåì ïîäðîáíî òðè ñëó÷àÿ ïðî�èëåé ïîãëîùåíèÿ.1) Ñòåïåííîé ïðî�èëü ñ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûìè êðûëüÿìè. Ïðè x→ ∞

α(x) ∼ α∗(x)x
−æ, (112)ãäå æ > 1 � ïîñòîÿííàÿ, α∗ � ïîñòîÿííàÿ èëè ÌÌÔ. Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ y = α(x), â ýòîé îáëàñòè

x = x(y) ∼ xas(y) = (α∗/y)
1/æ, y → 0. (113)2) Ñòåïåííîé ïðî�èëü, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà êîíå÷íîé ÷àñòîòå x0. Ïðè x→ x0 − 0

α(x) ∼ α∗(x0 − x)(x0 − x)æ1 , (114)ãäå îïÿòü α∗ � ïîñòîÿííàÿ èëè ÌÌÔ, à æ1 > 0. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ
x = x∗(y) ∼ x0 + xas(y) = x0 − (y/α∗)

1/æ1 , y → 0. (115)3)Ïðî�èëè, óáûâàþùèå áûñòðåå ñòåïåííûõ. Äëÿ íèõ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ x = x(y) (è ñëåäîâàòåëüíî ååàñèìïòîòèêà) ìåíÿåòñÿ ìåäëåííåå ñòåïåííîé, ò. å. ýòî ÌÌÔ. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðî�èëÿ ÿâëÿåòñÿ äîïëåðîâñêèé.Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ñëó÷àè ïðî�èëåé íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè, íàïðèìåð, îáðà-ùàþùèåñÿ â íóëü ìåäëåííåå ñòåïåííûõ èëè äàæå ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåêîòîðîé÷àñòîòå (íå î÷åíü áûñòðî, íàïðèìåð, êàê ïðî�èëè âòîðîãî òèïà ñ −1 < æ1 < 0), íî òàêèå ïðî�èëè íå âñòðå-÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå. Òðè æå ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿ èìåþò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ïåðâûé õàðàêòåðåí äëÿñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Íàïðèìåð, �îéãòîâñêîìó ïðî�èëþ
α(x) =

U(a, x)

U(a, 0)
, U(a, x) =

a

π3/2

∞
∫

−∞

e−y2 dy

(x− y)2 + a2
∼ a

πx2
(116)îòâå÷àþò A = U(a, 0), æ = 2, α∗ = a/[πU(a, 0)]. Äðóãèå ñòåïåíè â (112) ñîîòâåòñòâóþò ïðî�èëÿì, îïðåäåëÿåìûìñòîëêíîâåíèÿìè àòîìîâ ñ îêðóæàþùèìè ÷àñòèöàìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ æ = (s+3)/s, ãäå s � ïîêàçàòåëü ñòåïåííîãîçàêîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñìåùåíèå óðîâíÿ ýíåðãèè àòîìà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîðîííåé ÷àñòèöû óáûâàåò ñ ðàñ-ñòîÿíèåì äî ýòîé ÷àñòèöû. Õàðàêòåðíûì çíà÷åíèÿì s = 2, 3, 4, 6 ñîîòâåòñòâóþò ïîêàçàòåëè æ = 5/2, 2, 7/4, 3/2.Ïðåäåëüíûé âèä �îéãòîâñêîãî ïðî�èëÿ ïðè a→ 0 � äîïëåðîâñêèé ïðî�èëü

U(0, x) =
1√
π
e−x2

, α(x) = e−x2 (117)92



óáûâàåò áûñòðåå ñòåïåííîãî. Äëÿ íåãî A = 1/
√
π, xD(y) =

√

ln(1/y), æ = ∞. Ïðî�èëè âòîðîãî òèïà âñòðå÷à-þòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìîëåêóëÿðíûõ ïîëîñàõ. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ïðî�èëÿ (16)
æ1 = 0.Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèê ÿäåðíûõ �óíêöèé.3. Àñèìïòîòèêè ÿäðà è ÿäåðíûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � ëèíèþ ñ áåñêî-íå÷íûìè êðûëüÿìè, íàèáîëåå èíòåðåñíûé äëÿ àñòðî�èçèêè. Àñèìïòîòèêè ÿäåðíîé �óíêöèè K(τ) ïðè áîëüøèõ
τ òðåáóþò çíàíèÿ �óíêöèè A(y) ïðè ìàëûõ y. Ñäåëàâ â âûðàæåíèè äëÿ ýòîé �óíêöèè ïðè y ≤ 1 çàìåíóïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ α(x′) = y′, ïîëó÷èì ïðè y → 0

A(y) =
2A

y

∞
∫

x(y)

α2(x′)dx′ ∼ 2A

y
α2
∗

∞
∫

xas(y)

(x′)−2ædx′ =
2A

y
α2
∗

[xas(y)]
1−2æ

2æ − 1
=

2A

2æ − 1
α

1/æ
∗ y1−1/æ. (118)Òàêèì îáðàçîì,

A(y) ∼ A∗y
2γ , (119)ãäå ââåäåíû åùå äâå âåëè÷èíû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå. Îäíà èç íèõ �

γ =
æ − 1

2æ
<

1

2
, æ =

1

1 − 2γ
, (120)ïîñòîÿííàÿ. Âòîðàÿ �

A∗ = 2A
1 − 2γ

1 + 2γ
α1−2γ
∗ (121)ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé èëè ÌÌÔ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åì ÿâëÿåòñÿ α∗.Òî÷íî òàê æå íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòèêè äëÿ ïðî�èëÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêîìïðî�èëå

A(y) =
2A

y

x0
∫

x(y)

α2(x′)dx′ ∼ 2A

y
α2
∗

x0
∫

x0+xas(y)

(x0 − x′)2æ1dx′ =
2A

y
α2
∗

[−xas(y)]
2æ1+1

2æ1 + 1
=

2A

2æ1 + 1
α
−1/æ1

∗ y1+1/æ1 . (122)Ñëåäîâàòåëüíî,
A(y) ∼ A∗y

2ζ . (123)È â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ îäíà êîíñòàíòà è îäíà ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ �óíêöèÿ (èëè òîæå êîíñòàíòà):
ζ =

æ1 + 1

2æ1
>

1

2
, æ1 =

1

2ζ − 1
, (124)

A∗ = 2A
2ζ − 1

2ζ + 1
α2ζ−1
∗ . (125)Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àñèìïòîòèêè �óíêöèè A(y) îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé, òàê ÷òî ìîæíî îïåðè-ðîâàòü ñ ëþáîé èç íèõ. Âûáåðåì, êàê áîëåå îáùóþ, âòîðóþ â êà÷åñòâå îñíîâíîé (ðàñïðîñòðàíèâ åå íà âñå ζ > 0).Äëÿ òàêîé àñèìïòîòèêè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà ÿäåðíîé �óíêöèè ïðè β = 0:

K(τ) =

∞
∫

0

A(y)e−yτdy ∼ Kas(τ) = A∗

∞
∫

0

e−yτy2ζdy = A∗
Γ(2ζ + 1)

τ2ζ+1
. (126)Êðîìå ñàìîé ÿäåðíîé �óíêöèè íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå èíòåãðàë îò íåå:

L(τ) =

∞
∫

τ

K(τ ′)dτ ′. (127)ßñíî, ÷òî L(0) = 1. Ïðè áîëüøèõ τ
L(τ) ∼ Las(τ) = A∗Γ(2ζ + 1)

∞
∫

τ

dτ ′

(τ ′)2ζ+1
= A∗

Γ(2ζ)

τ2ζ
. (128)Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ζ < 1/2 ñëåäóåò ïðèíÿòü ζ = γ. 93



Ñëó÷àé áîëåå áûñòðîãî, ÷åì ñòåïåííîå, óáûâàíèÿ ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ. Äëÿ íåãîïîëó÷àåì
A(y)=

2√
πy

∞
∫

xD(y)

e−2x2

dy=
2√
πy

y
∫

0

(y′)2dy′

2y′xD(y′)
=

y√
π

1
∫

0

tdt
√

ln(1/y)+ln(1/t)
∼ y
√

π ln(1/y)

1
∫

0

tdt=
y

2
√
πxD(y)

. (129)Çäåñü ïðèáëèæåííî ïðè y ≪ 1 èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà âûíåñåíà áîëüøàÿ âåëè÷èíà √ln(1/y). Âòîðîå ñëàãàåìîåïîä çíàêîì êîðíÿ òîæå ìîæåò áûòü áîëüøèì, íî òîëüêî ïðè ìàëûõ t, êîãäà ìàë ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå.Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëó (129) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (119) ïðè γ = 1/2 è A∗(y) = 1/[2
√
πxD(y)]. Íàïîìíèì,÷òî xD(y) =

√

ln(1/y).Äàëåå, äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè ïîëó÷àåì
K(τ) =

∞
∫

0

A(y)e−yτdy ∼ 1

2
√
π

∞
∫

0

e−yτ ydy
√

ln(1/y)
=

1

2
√
πτ2

∞
∫

0

e−t tdt
√

ln τ + ln 1/t
∼ 1

2
√
πτ2

√
ln τ

. (130)Àíàëîãè÷íî è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ áîëåå áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïðî�èëÿ, ÷åì ñòåïåííîé, ïîëó÷àåòñÿ γ = ζ = 1/2,ïðè÷åì îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóåò ÌÌÔ.4. Àñèìïòîòèêè ïðåîáðàçîâàíèé. Òåïåðü ïîëó÷èì àñèìïòîòèêè ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ôóðüå îòÿäåðíîé �óíêöèè ïðè β = 0. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûõ êðûëüåâ, êîãäà γ < 1/2. Òîãäà
K(p)=

∞
∫

0

e−pτK(τ)dτ=

∞
∫

0

A(y)
dy

y+p
=1−p

∞
∫

0

A(y)

y

dy

y+p
∼1−pA∗

∞
∫

0

y2γ−1

y+p
=1−A∗p

2γ

∞
∫

0

z2γ−1

z+1
dz=1− A∗π

sin(2πγ)
p2γ . (131)Çäåñü íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü àñèìïòîòèêó �óíêöèè A(y) ñðàçó â èñõîäíûé èíòåãðàë, òàê êàê îí ñõîäèòñÿ ïðè

p = 0. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ñõîäÿùàÿñÿ ÷àñòü áûëà âûäåëåíà, à àñèìïòîòèêà íàõîäèëàñü ó ðàñõîäÿùåéñÿ ÷àñòè.Ïðåäñòàâëÿþùèé åå èíòåãðàë çàâèñèò òîëüêî îò γ è âû÷èñëÿåòñÿ ëèáî ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿê îñîáåííîñòÿì ñòåïåííîé �óíêöèè è ïðèìåíåíèåì òåîðèè âû÷åòîâ, ëèáî ñâåäåíèåì ê áåòà-�óíêöèè Ýéëåðàïîäñòàíîâêîé x = 1/(z + 1) è èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû äîïîëíåíèÿ äëÿ ãàììà-�óíêöèè.Îñòàëüíûå àñèìïòîòèêè äëÿ γ < 1/2 íàõîäÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì îáðàçîì. Òàê, ïðè p íå âåùåñòâåííûõ
U(p) =

1

2
[K(p) +K(−p)] ∼ 1 − A∗π

2 sin(2πγ)
[p2γ + (−p)2γ ]. (132)Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ y > 0

U(y) ∼ 1

2

[

K(y) +
K(eπiy) +K(e−πiy)

2

]

= 1 − A∗π cos(πγ)

2 sin(πγ)
y2γ . (133)Íàêîíåö, àñèìïòîòèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷àåòñÿ èç (132) ïîäñòàíîâêîé p = eπi/2u:

V (u) = U(iu) ∼ 1 − A∗

2

πu2γ

sin(2πγ)
(eπiγ + e−πiγ) = 1 − A∗

2

πu2γ

sin(πγ)
. (134)Åñëè ïðî�èëü îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè, òî äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Ïåðåñòàåò áûòü ñïðà-âåäëèâîé àñèìïòîòèêà (131), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâûé ìîìåíò,êîòîðûé íåîáõîäèìî âûäåëèòü. Âûäåëåíèå òàêèõ ñëàãàåìûõ íàäî ïðîäîëæàòü â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâàñõîäÿùèõñÿ ìîìåíòîâ ÿäåðíîé �óíêöèè

Kn =

∞
∫

0

τnK(τ)dτ =

∞
∫

0

τndτ

∞
∫

0

A(y)e−τydy = n!

∞
∫

0

A(y)

yn+1
dy. (135)Â �îðìàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿäåðíîé �óíêöèè â ðÿä ïðè ìàëûõ p

K(p) =

∞
∫

0

A(y)
dy

y + p
=

∞
∫

0

A(y)

y

∞
∑

n=0

(−1)n p
n

yn
=

∞
∑

n=0

(−1)nKn

n!
pn (136)ðåãóëÿðíàÿ åå ÷àñòü ñîäåðæèò ñëàãàåìûå äî òàêîé ñòåïåíè p, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûõ ìîìåíòîâ K(τ). Ýòî÷èñëî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ζ, à èìåííî, òàê êàê èíòåãðàë ∞

∫

0

e−τyy2ζ dy

yn+1
ñõîäèòñÿ ïðè ζ > n/2, òî ïðè òàêèõ ζ94



ñõîäèòñÿ n-íûé ìîìåíò. Ïðè 1/2 < ζ < 1 äîñòàòî÷íî âûäåëèòü òîëüêî ïåðâûé ìîìåíò, ïîäñòàâèòü àñèìïòîòèêó
A(y) è ïîëó÷èòü
K(p) = 1 − p

∞
∫

0

A(y)

y2
dy + p2

∞
∫

0

A(y)

y2

dy

y + p
∼ 1 −K1p+A∗p

2ζ

∞
∫

0

z2ζ−2 dz

z + 1
= 1 −K1p−A∗p

2ζ π

sin(2πζ)
. (137)Ôîðìóëû äëÿ V (u) è U ñîõðàíÿþò ñâîé âèä (ïåðâàÿ ñòåïåíü p ïðîïàäàåò). Ïðîñòî íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

γ = ζ. Åñëè æå ζ > 1, òî ó ÿäåðíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò è âòîðîé ìîìåíò K2, ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âòîðóþïðîèçâîäíóþ â íóëå è ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ζ > 1

K(p) ∼ 1 −K1p+
K2

2
p2, U(p) ∼ 1 +

K2

2
p2, V (u) ∼ 1 − K2

2
u2. (138)Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèíÿòü γ = 1. Òàêîé ðåæèì ìû áóäåì íàçûâàòü äè��óçèîííûì.Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü

γ =







γ, γ ≤ 1/2,
ζ, ζ < 1,
1, ζ ≥ 1.

(139)Îáû÷íî îñíîâíîé àñèìïòîòèêîé ñ÷èòàåòñÿ àñèìïòîòèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå V (u) îò ÿäåðíîé �óíêöèè
K(τ) ïðè β = 0, çàïèñûâàåìàÿ â âèäå

1 − V (u) ∼ V0u
2γ , (140)à îñíîâíîé àñèìïòîòè÷åñêîé êîíñòàíòîé (èëè ÌÌÔ) íàðÿäó ñ γ � âåëè÷èíà V0. Ïðè γ = 1 ïðèíèìàåòñÿ V0 =

K2/2, à ïðè γ < 1

V0(u) =
πA∗

2 sin(πγ)
. (141)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ �óíêöèÿ

V0(u) =
1

4

√

π

ln(1/u)
=

1

4

√
π

xD(u)
. (142)Âñå äðóãèå �óíêöèè ïðè 0 < γ < 1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòó êîíñòàíòó è V0:

A(y) ∼ 2 sin(πγ)

π
V0y

2γ , U(y) ∼ 1 − V0 cos(πγ)y2γ , 0 < γ < 1. (143)Ñ îïðåäåëåíèåì (139) âèä �îðìóë (133) è (134) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ïðî�èëÿõ, íàïðèìåð ïðè ïðÿìî-óãîëüíîì ïðî�èëå (16), ðàññåÿíèå ñ êîòîðûì ïðè ÏÏ×, êàê îòìå÷àëîñü, ðàâíîñèëüíî èçîòðîïíîìó ìîíîõðî-ìàòè÷åñêîìó. Ó ÿäåðíîé �óíêöèè E1(τ) ñóùåñòâóþò ìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ, ïîýòîìó ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîìðàññåÿíèè γ = 1, V0 = 1/3 è îñóùåñòâëÿåòñÿ äè��óçèîííûé ðåæèì.×åðåç V0 �îðìóëó (126) ìîæíî ïåðåïèñàòü ïðè ζ = γ < 1 òàê:
K(τ) ∼ 2

sinπγ

π
V0(1/τ)

Γ(2γ + 1)

τ2γ+1
. (144)Íî ïîñêîëüêó �îðìóëà (126) äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè ÷åðåç ζ è A∗ áîëåå îáùàÿ, ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòüèìåííî åå.5. Ïîãëîùåíèå â êîíòèíóóìå. Ïåðåéäåì ê 0 < β ≪ 1 è íà÷íåì ñ âåëè÷èíû (91), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñèíòåãðàëîì îò ÿäåðíîé �óíêöèè. Åå ïîâåäåíèå ðàçëè÷íî ïðè ðàçíûõ ζ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ζ > 1/2, îíà èìååòêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè β = 0, à åñëè ζ = γ < 1/2, ýòà ïðîèçâîäíàÿ áåñêîíå÷íà. Êîãäà ζ > 1, ó �óíêöèè

∆(β) ñóùåñòâóåò â íóëå è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Âñå ýòî ìîæíî âûðàçèòü òàê:
∆(β) = 2Aβ ·



















π
1 − 2ζ

sin(2πζ)
xas(β), 0 < ζ = γ < 1/2,

x0 + π
1 − 2ζ

sin(2πζ)
xas(β), 1/2 < ζ < 1,

x0 − β α−1/2A, ζ > 1.

(145)Ïðåäåëû ζ → 1/2±0 ïîëó÷àþòñÿ êàæäûé èç ñâîåãî âûðàæåíèÿ. Ôîðìàëüíî èõ ìîæíî îáúåäèíèòü, åñëè ñ÷èòàòü,÷òî x0 = 0 äëÿ ïðî�èëåé ñ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûìè êðûëüÿìè. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè 1/2 < ζ < 1 ìåíüøåïåðâîãî. Äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ
∆(β) ∼ 2β√

π

√

ln
1

β
. (146)95



Ìîìåíò ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ ïîðÿäêà −1

α−1 =

x0
∫

−x0

dx

α(x)
(147)ñõîäèòñÿ ïðè ζ > 1. Äëÿ âûâîäà �îðìóëû, îòðàæàþùåé ïîâåäåíèå ∆(β) ïðè ζ = 1, òðåáóåòñÿ áîëåå ïîäðîáíàÿèí�îðìàöèÿ î ÌÌÔ α∗(x).Åñëè β > 0, àñèìïòîòèêà ÿäåðíîé �óíêöèè K(τ, β) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ îáÿçàòåëüíî ñòàíåò ýêñïîíåí-öèàëüíîé. Ñìûñë àñèìïòîòèêè ÿäðà ïðè íàëè÷èè ñëàáîãî íåïðåðûâíîãî ïîãëîùåíèÿ â òîì, ÷òîáû ïðè τ ≫ 1ïðîèçâåäåíèå τβ ìîãëî îñòàâàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (89) àñèìïòîòèêó (123), ïîëó÷èìèñêîìóþ àñèìïòîòèêó ÿäåðíîé �óíêöèè:

K(τ, β) ∼ Kas(τ)(2ζ + 1)E2ζ+2(τβ), (148)òàê êàê
e−s

Γ(2ζ + 2)

∞
∫

0

e−t t
2ζ+1

t+ s
dt =

1

Γ(2ζ +2)

∞
∫

0

t2ζ+1dt

∞
∫

1

e−u(t+s)du =

∞
∫

1

e−sy dy

y2ζ+2
. (149)Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì àñèìïòîòèêó äîïëåðîâñêîé ÿäåðíîé �óíêöèè (γ = 1/2). Åñëè �óíêöèþ E3 âûðàçèòü÷åðåç E1 è ýêñïîíåíòû, òî èç (148) íàõîäèì

K(τ, β) =
1

2
√
πτ2

√
ln τ

[(1 − βτ)e−βτ + (βτ)2E1(βτ)]. (150)Ïðè β → 0 àñèìïòîòèêè (148) è (150) ïåðåõîäÿò â (126) è (130) ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäóþùèìè ðàññìîòðèì �óíêöèè V (u, β) è U(p, β). Ïðè ýòîì âòîðàÿ �óíêöèÿ âõîäèò â âûðàæåíèÿ äëÿðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèé ïðè âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòàõ p = y ≥ β, òàê ÷òî åå àñèìïòîòèêó íàéäåì ïðè òàêèõçíà÷åíèÿõ p.Ôóíêöèè V (u, β) è U(p, β) ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ β 6= 0 èìåþò âòîðûå ïðîèçâîäíûå â íóëå, êîòîðûå ðàñòóòñ óìåíüøåíèåì β. Ïîýòîìó êîãäà èõ àðãóìåíòû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå β, ýòè �óíêöèè îáÿçàòåëüíî áóäóò âåñòèñåáÿ, êàê åñëè áû áûëî ζ > 1. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò �îðìóëû, êîòîðûå â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ β ≪ p, u è
p, u ≪ β ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â (134), (133) è â èõ îáùèé ïðåäåë (145). Îíè èìåþò ðàçëè÷íûé âèä ïðè
γ 6= 1/2 è γ = 1/2. Â ïåðâîì ñëó÷àå

1 − V (u, β) ∼ 2Ax0β + V0u
2γVγ(β/u), (151)

1 − U(β + y, β) ∼ 2Ax0β + V0y
2γ cos(πγ)Uγ(β/y), (152)ãäå

Vγ(s) = (1 + s2)γ+1/2 sin((2γ + 1) arctg(1/s))/ cosπγ,

Uγ(s) = [(1 + 2s)2γ+1 + cos 2πγ]/2(1 + s) cos2 πγ.Äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ ïîëó÷àåòñÿ
1 − V (u, β) ∼ 2√

π

[

βxD(q) +

(

u2 − β2

u
arctg

u

β
+ β

)

1

4xD(q)

]

, (153)
1 − U(p, β) ∼ 1

2p
√
π

[

(β + p)2xD(β + p) − (β − p)2xD(|β − p|)
]

+
1

8p
√
π

[

(β + p)2

xD(β + p)
− (β − p)2

xD(|β − p|)

]

. (154)Çäåñü q =
√

u2 + β2. Íà ëèíèè âåòâëåíèÿ âìåñòî p íàäî ïîäñòàâèòü y.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèâåëè àñèìïòîòèêè âñåõ �óíêöèé, êîòîðûå âõîäÿò â òî÷íûå ðåøåíèÿ îñíîâíûõ èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òåïåðü ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ñàìèì ýòèì ðåøåíèÿì.� 4.6. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ òî÷íûõ ðåøåíèé1. Áåñêîíå÷íàÿ ñðåäà. Èç �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ëèíèè, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíûòî÷íûå âûðàæåíèÿ, ðàññìîòðèì ðåçîëüâåíòíûå �óíêöèè áåñêîíå÷íîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä Φ∞(τ),Φ(τ), àòàêæå H-�óíêöèþ. Íà÷íåì ñ áåñêîíå÷íîé ñðåäû, ïðè÷åì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì γ < 1 è β = 0.96



Ïîäñòàâèâ àñèìïòîòèêè (119) è (133) â âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè, íàéäåì äëÿ áîëüøèõ îïòè-÷åñêèõ ãëóáèí
Φ∞(τ) ∼ Λ2γ−1

λV0
Φas

∞(τ/Λ), (155)ãäå âåëè÷èíà Λ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
Λ =

[

λV0

1 − λ

]1/2γ

, (156)à àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ
Φas

∞(Q) =

∞
∫

0

Rγ(y)e−Qydy, (157)ãäå
Rγ(y) =

sin(πγ)

π

y2γ

1 + 2y2γ cos(πγ) + y4γ
. (158)Ïðè ïî÷òè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè ìíîæèòåëü λ ïðè V0 â (156) ìîæíî îïóñòèòü.Åñëè Q→ 0, òî

Φas
∞(Q) ∼



























1

2 cos(πγ)Γ(2γ)Q1−2γ
, γ < 1/2,

1

π
ln

1

Q
, γ = 1/2,

1

2γ sin(π/2γ)
, γ > 1/2.

(159)Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ïðè λ → 1 (òîãäà Λ → ∞, Q → 0) �óíêöèÿ Φas
∞(Q) → ∞, åñëè γ ≥ 1/2. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ïðè òàêèõ ïðî�èëÿõ ïîãëîùåíèÿ ñîçäàíèå ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå ñ ïëîñêèìèñòî÷íèêîì ïðè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè íåâîçìîæíî: îíî áåñêîíå÷íî âåëèêî, êàê è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîìðàññåÿíèè. Åñëè ïðîöåññ èçëó÷åíèÿ ïåðâè÷íûõ �îòîíîâ ïëîñêîñòüþ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå íà÷àëñÿ â êàêîé-òîìîìåíò, òî ýòè �îòîíû íå èñ÷åçàþò è íå âûõîäÿò èç ñðåäû. Ïîýòîìó èçëó÷åíèå áóäåò òîëüêî óñèëèâàòüñÿ èåãî èíòåíñèâíîñòü ñòàíåò áåñêîíå÷íîé. Íà ïðàêòèêå òàêîå íåâîçìîæíî, òàê êàê ñ óñèëåíèåì èçëó÷åíèÿ íà÷íóòâêëþ÷àòüñÿ íåëèíåéíûå ïðîöåññû.Çíà÷åíèå γ = 1/2 ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íûì, ðàçäåëÿþùèì ïðî�èëè ïîãëîùåíèÿ íà äâà êëàññà. Ïðè ïðî�èëÿõ,ó êîòîðûõ γ < 1/2, ò. å. èìåþùèõ ïðîòÿæåííûå êðûëüÿ ñî ñòåïåííûì óáûâàíèåì â êðûëå, ñòàöèîíàðíûé ðåæèìâ áåñêîíå÷íîé ñðåäå âîçìîæåí, òàê êàê �îòîíû óõîäÿò â áåñêîíå÷íûå êðûëüÿ è íå íàêàïëèâàþòñÿ. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íåîñóùåñòâèì. Áîëåå áûñòðîå óáûâàíèå ïðî�èëÿ èëè îáðàùåíèå åãî â íóëü ïðèñòàöèîíàðíûõ ïëîñêèõ èñòî÷íèêàõ ïðèâîäÿò ê íåîãðàíè÷åííîìó íàêîïëåíèþ �îòîíîâ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå.Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå Q = τ/Λ ≫ 1 èìååì

Φas
∞(Q) ∼ sin(πγ)

π
Γ(1 + 2γ)/Q1+2γ. (160)Âåëè÷èíà Λ, ââåäåííàÿ çäåñü �îðìàëüíî, áëèçêà ê îïðåäåëÿâøåéñÿ ðàçíûìè àâòîðàìè äëèíå òåðìàëèçàöèè,î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü äàëåå.Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå. �àññìîòðèì îòäåëüíî H-�óíêöèþ è ðåçîëüâåíòó.2. Àñèìïòîòèêè H-�óíêöèè. Â âûðàæåíèå äëÿ H-�óíêöèè âõîäèò òîëüêî �óíêöèÿ V (u). Ïîëüçóÿñüàñèìïòîòèêàìè ïîñëåäíåé, î÷åíü ïðîñòî âûâåñòè àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ H(p) ïðè |p| ≪ 1, ïðè÷åì pìîæíî ñ÷èòàòü è êîìïëåêñíûì.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (140), íàõîäèì, ÷òî ïðè ëþáûõ ζ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé àâòîìîäåëüíî-ñòè:

H(p) ∼ Λγ(λV0)
−1/2h(pΛ), (161)ãäå àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

h(q) = exp







− 1

π

∞
∫

0

ln[1 + (qu)2γ ]
du

1 + u2







. (162)Ýòà �óíêöèÿ îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì
h(1/q) = qγh(q), (163)ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çíà÷åíèÿ åå ïðè q > 1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åå æå çíà÷åíèÿ ïðè q < 1.97



Ïðè ζ > 1 âåëè÷èíà γ = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, â äè��óçèîííîì ðåæèìå
h(q) = 1/(1 + q), H(p) ∼ Λ(λV0)

−1/2/(1 + pΛ). (164)3. Àñèìïòîòèêè ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè. Ýòè àñèìïòîòèêè íàïèñàòü òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, òàêêàê âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñîäåðæèò òîò æå èíòåãðàë, ÷òî è Φ∞(τ),íî ïîä èíòåãðàëîì äîáàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü 1/H(y). Àñèìïòîòèêè âñåõ âõîäÿùèõ â ýòîò èíòåãðàë �óíêöèé óæåïðèâåäåíû. Ïîýòîìó íàõîäèì
Φ(τ) ∼ Λγ−1(λV0)

−1/2Φas(τ/Λ), (165)ãäå àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
Φas(Q) =

∞
∫

0

Rγ(y)e−Qy dy

h(y)
. (166)Òàê êàê ïðè áîëüøèõ Q â ýòîò èíòåãðàë îñíîâíîé âêëàä äàþò ìàëûå y, à ïðè ìàëûõ Q � áîëüøèå y, òî

Φas(Q) ∼











sin(πγ)

π

Γ(1 + 2γ)

Q1+2γ
ïðè Q≫ 1,

1

Γ(γ)Q1−γ
ïðè Q≪ 1.

(167)Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Φ(τ) â îòëè÷èå îò Φ∞(τ) âñåãäà èìååò ñìûñë, â òîì ÷èñëå è ïðè êîíñåðâàòèâíîìðàññåÿíèè. Áåñêîíå÷íîìó íàêîïëåíèþ �îòîíîâ â ñðåäå ïðåïÿòñòâóåò èõ âûõîä ÷åðåç ãðàíèöó.Îáðàòèìñÿ ê äâóì ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì.4. Ïî÷òè ÷èñòîå ïîãëîùåíèå è êîíñåðâàòèâíîå ðàññåÿíèå. Â ýòîì ïóíêòå ïîäðîáíåå ðàññìîòðèìäâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àÿ: êîãäà âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ �îòîíà ìàëà, òî÷íåå íå áëèçêà ê 1, è êîãäà îíàðàâíà 1. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî êîíòèíóóì îòñóòñòâóåò. Ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû ìîæíîïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç òî÷íûõ èëè æå èç îáùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë.Åñëè τ ≫ 1, à 1−λ íå ìàëî, òî÷íåå åñëè τ ≫ Λ, òî èç �îðìóë (155) è (165), âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêàìè(160) è (167), íàõîäèì
Φ∞(τ) ∼ λKas(τ)

(1 − λ)2
, Φ(τ) ∼ λKas(τ)

(1 − λ)3/2
. (168)Äëÿ âûâîäà êîíñåðâàòèâíûõ àñèìïòîòèê äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â òî÷íûõ âûðàæåíèÿõ λ = 1 è ïðèìåíèòüóæå èñïîëüçîâàííóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê. Òå æå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëóïðè λ→ 1 â �îðìóëàõ (155), (161) è (165). Òàê, äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû èç �îðìóëû (155) ïðè τ → ∞ è γ < 1/2(êîòîðûå òîëüêî è âîçìîæíû) íàõîäèì

Φ∞(τ) ∼ 1

2V0 cosπγ Γ(2γ)τ1−2γ
. (169)Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, íî ïðè ëþáûõ ζ èìååì

H(p) ∼ Has(p) = V
−1/2
0 p−γ , p→ 0, (170)

Φ(τ) ∼ Φas(τ) = V
−1/2
0 /Γ(γ)τ1−γ , τ → ∞. (171)Îòìåòèì, ÷òî Φ(τ) â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ ïðè ζ > 1, γ = 1 íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ áëèçêà ê ïîñòî-ÿííîé, ÷òî õîðîøî èçâåñòíî èç òåîðèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ.5. Äëèíà òåðìàëèçàöèè. Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî ïðè τ ≪ Λ ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò, êàêáóäòî λ â òî÷íîñòè ðàâíî 1 è èñòèííîå ïîãëîùåíèå íåñóùåñòâåííî. Åñëè æå τ ñðàâíèìî ñ Λ, òî ïîãëîùåíèåâêëþ÷àåòñÿ â ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ, à íà î÷åíü áîëüøèõ τ ðåçîëüâåíòíûå �óíêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû ÿäåðíîé�óíêöèè. Âåëè÷èíà Λ ðàçäåëÿåò äâå îáëàñòè ãëóáèí.Óêàçàííîå ñâîéñòâî ðàññåÿíèÿ â ëèíèè ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì �óíê-öèþ

Ψ(τ) = Ψ(τ, 0) = 1 +

τ
∫

0

Φ(τ ′)dτ ′. (172)
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1 − λ = 0
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10−4
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lg τ
(1)
b lg τ

(2)
b lg τ

(3)
b lg τ

(4)
b

lg τ�èñ. 6. Ôóíêöèÿ Ψ(τ, λ) äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ ïðèçíà÷åíèÿõ 1 − λ = 10−2n, n = 1(1)4.ßñíî, ÷òî Ψ(0) = 1, à ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà è λ < 1 ýòà �óíêöèÿ áëèçêà ê ñâîåìó çíà÷åíèþ íàáåñêîíå÷íîñòè, ðàâíîìó 1/
√

1 − λ. Â òî æå âðåìÿ ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè
Ψ(τ) ∼ τγ

V
1/2
0 Γ(1 + γ)

. (173)Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ýòîé �óíêöèè äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé 1 − λ, âû÷èñëåííûå ïðè äîïëåðîâñêîìïðî�èëå ïîãëîùåíèÿ. Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà τb �óíêöèè Ψ ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè, ïðè êîòîðîì îíà ðàâíà àñèìï-òîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ òàêîé æå �óíêöèè ïðè ïî÷òè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè, ò. å. Ψ(τb) = 1/
√

1 − λ, î÷åíüáëèçêè ê Λ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè 1 − λ≪ 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêîé (173) è ïîëó÷èòü îöåíêó
τb ∼

(

V0

1 − λ

)1/2γ

[Γ(1 + γ)]1/γ , (174)÷òî îòëè÷àåòñÿ îò (156) íà ìíîæèòåëü ïîðÿäêà 1.Òàêîå ñîâïàäåíèå îïðàâäûâàåò íàçâàíèå âåëè÷èíû Λ, ââåäåííîé �îðìàëüíî. Ââèäó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ Ψ(τ)îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
Ψ(τ) =

√
1 − λ+

λ

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)Ψ(τ ′)dτ ′, (175)ïðîèçâåäåíèå√1 − λΨ(τ) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì �óíêöèè èñòî÷íèêîâ â çàäà÷å î èçîòåðìè÷åñêîé ñðåäå ê �óíêöèèÏëàíêà, âû÷èñëåííîé äëÿ ÷àñòîòû ëèíèè ïðè òåìïåðàòóðå ñðåäû. Ïðè τ → ∞ ýòî ïðîèçâåäåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1,ò. å. óêàçàííàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé �óíêöèè Ïëàíêà, ÷òî íàçûâàåòñÿ òåðìàëèçàöèåé. Òàêèìîáðàçîì, äëèíà òåðìàëèçàöèè � ýòî ïîãðàíè÷íîå çíà÷åíèå îïòè÷åñêîé ãëóáèíû. Íà ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû,ñóùåñòâåííî áîëüøèõ åãî, ïðîèñõîäèò òåðìàëèçàöèÿ àòîìîâ è èçëó÷åíèÿ. Âîçáóæäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéÁîëüöìàíà, è èçëó÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ÷åðíîòåëüíûì. Íàïðîòèâ, ñïàä �óíêöèè Ψ(τ) ê ãðàíèöå ñðåäû âñëåäñòâèåâûõîäà èçëó÷åíèÿ ïðîèñõîäèò òàêæå íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà τb, òàê ÷òî ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò òîëùèíóïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü òåì æå ñïîñîáîì âåëè÷èíó τb äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, òî ñîãëàñíî�îðìóëå (104) èç ãëàâû 3 ïîëó÷èòñÿ τb ∼ 1/
√

3(1 − λ) ∼ 1/k, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòèêîé (174) ïðè γ = 1.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè ñ ÏÏ× ïðè ïðÿìîóãîëüíîì ïðî�èëå èëè îáðàùàþùåìñÿ â íóëü íà êîíå÷íîì ðàñ-ñòîÿíèè ñ æ1 < 1 (òîãäà γ = 1) äëèíà òåðìàëèçàöèè âîçðàñòàåò ñ ïðèáëèæåíèåì ê êîíñåðâàòèâíîìó ðàññåÿíèþìåäëåííåå, ÷åì â ñëó÷àå ëèíèè ñ áåñêîíå÷íûìè êðûëüÿìè èëè ïðè æ1 > 1.Ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå, ò. å. ïðè β > 0, òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿäëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé, îäíàêî îíè ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûå, è ìû èõ íå ïðèâîäèì. Îòìåòèì ëèøüñëåäóþùåå. ßäåðíàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå βτ . Òàêîå æå ïðîèçâåäåíèå âîéäåò è â âûðàæåíèÿ äëÿðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèé. Ïðè 0 < γ < 1 â àñèìïòîòèêè âõîäÿò äâå ìàñøòàáíûå âåëè÷èíû Λ è 1/β. Áîëåå âàæíàòà, êîòîðàÿ áîëüøå. Åñëè λ = 1, òî ïðè γ < 1/2 îñòàåòñÿ îäíà 1/β, à ïðè γ > 1/2 áóäåò Λ ∼ 1/
√
β ≪ 1/β. Äëÿîáúåäèíåíèÿ óêàçàííûõ äâóõ ñëó÷àåâ ìîæíî ââåñòè îáîáùåííóþ äëèíó òåðìàëèçàöèè

Λβ =

[

λV0

1 − λ+ λ∆(β)

]1/2γ

. (176)99



Òàêàÿ êîìáèíàöèÿ λ è β, åñëè γ < 1/2, ïåðåõîäèò â (156) ïðè 1 − λ ≫ ∆(β), â 1/β â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àåè îòëè÷àåòñÿ îò äëèíû òåðìàëèçàöèè, îïðåäåëÿåìîé â ðàçíûõ ñòàòüÿõ, ëèøü íà ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü. Êîãäàæå γ > 1/2, âûðàæåíèÿ (156) è (176) äëÿ äëèíû òåðìàëèçàöèè ïðàêòè÷åñêè ðàâíîñèëüíû.Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë äëèíû òåðìàëèçàöèè (176) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ýòî ðàññòîÿíèå,íà êîòîðîì ðîæäåííûé �îòîí ãèáíåò â ðåçóëüòàòå íåïåðåèçëó÷åíèÿ â ëèíèè èëè ïîãëîùåíèÿ íà ïóòè. �àññòîÿíèåýòî áåçðàçìåðíî, òàê êàê èçìåðÿåòñÿ â äëèíàõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà �îòîíîâ â öåíòðå ëèíèè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñëïðîèçâåäåíèÿ βτ ÿñåí: ýòî ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå â ñðåäíèõ äëèíàõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà �îòîíà â êîíòèíóóìå.Ïîä÷åðêíåì ñëåäóþùèå èç ïðèâåäåííûõ àñèìïòîòèê �àêòû. Ïðè γ ≥ 1/2 îòñóòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îïëîñêîì ñòàöèîíàðíîì èñòî÷íèêå â áåñêîíå÷íîé êîíñåðâàòèâíîé ñðåäå, à â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ðåøåíèÿçàâèñÿò îò êîìáèíàöèé ïåðåìåííûõ: îò τ/Λ è βτ .Áîëåå ïîäðîáíî àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëîæåíà â êíèãå [31℄ è îáçîðàõ [54,57℄. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àñèìï-òîòèêè ðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèé áåñêîíå÷íîé ñðåäû áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüå [35℄. Â ðàáîòå [58℄ äëÿ äîïëåðîâñêîãîè ëîðåíöåâñêîãî ïðî�èëåé âû÷èñëåíû �óíêöèè Φ∞(τ), Φas
∞ è ïî íèì áûëà îöåíåíà òî÷íîñòü àñèìïòîòèê, êîòîðàÿîêàçàëàñü äîñòàòî÷íî õîðîøåé. Àñèìïòîòèêà (161) áûëà âïåðâûå âûâåäåíà â ðàáîòå [34℄, òàì æå áûëà îöåíåíà ååïîãðåøíîñòü äëÿ äîïëåðîâñêèõ �óíêöèé. Òî÷íîñòü �îéãòîâñêèõ àñèìïòîòèê îöåíèâàëèñü â [50℄. Àñèìïòîòèêèðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèé ïðè íàëè÷èè íåïðåðûâíîãî ïîãëîùåíèÿ âûâåäåíû â ïóáëèêàöèè [48℄.� 4.7. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ1. Ìåòîä âûíåñåíèÿ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å èçëîæèì èçâåñòíûå è øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â òåîðèè ïðè-áëèæåííûå ðåøåíèÿ îñíîâíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ïðè ïîëíîìïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå

S(τ) = S0(τ) +
λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′. (177)Ñíà÷àëà ê ýòîìó óðàâíåíèþ ïûòàëèñü ïðèìåíÿòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ïðè ìîíî-õðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè è èçëîæåíû â ãëàâå 2. Îäíàêî îíè äàâàëè ïëîõèå ðåçóëüòàòû, íå ñîãëàñóþùèåñÿ ñ�èçèêîé çàäà÷è. Ïåðâûé àäåêâàòíûé çàäà÷å ìåòîä áûë ïðåäëîæåí àâòîðàìè ñàìîãî ïðèáëèæåíèÿ ÏÏ× [6,71℄è íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà Áèáåðìàíà�Ñîáîëåâà, èëè ìåòîäà âûíåñåíèÿ.Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â óðàâíåíèè (177) âûíîñèòñÿ èç-ïîä èíòå-ãðàëà â òî÷êå τ ′ = τ . Òîãäà ïðè îòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå
S(τ) ≈ S0(τ)

1 − λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|)dτ ′
. (178)Âûðàçèì èíòåãðàëû â çíàìåíàòåëå (178) ÷åðåç èíòåãðàë îò ÿäåðíîé �óíêöèè � �óíêöèþ L(τ):

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|)dτ ′ =

τ−τ∗
∫

0

K(τ ′)dτ ′ +

τ0−τ
∫

0

K(τ ′)dτ ′ = 2 − L(τ − τ∗) − L(τ0 − τ). (179)Îêîí÷àòåëüíî
S(τ) ≈ S0(τ)

1 − λ+
λ

2
[L(τ − τ∗) + L(τ0 − τ)]

. (180)Òàêîå î÷åíü ïðîñòîå ðåøåíèå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî îäíó �óíêöèþ, ÿâëÿåòñÿíåïëîõèì ïðèáëèæåíèåì ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ãëóáèíå ñëîÿ, ò. å. â òî÷êàõ, äàëåêèõ îò ãðàíèö. Îêîëî ãðàíèöòî÷íîñòü ðåøåíèÿ ðåçêî ïàäàåò, îäíàêî ýòî ðåøåíèå äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü âåëè÷èíû, âûðàæàþùèåñÿ÷åðåç èíòåãðàëû îò �óíêöèè èñòî÷íèêîâ (ãëîáàëüíûå) è, â ÷àñòíîñòè, èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â êðûëüÿõëèíèè.Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ è ïðè ó÷åòå ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû (τ0 = −τ∗ = ∞) â ýòîìñëó÷àå ìåòîä âûíåñåíèÿ äàåò ïðèáëèæåííóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ
S(τ) ≈ S0(τ)

1 − λ[1 − ∆(β)]
. (181)100



Äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ ìåòîä âûíåñåíèÿ ïðèâîäèò ê �îðìóëå
S(τ) =

S0(τ)

1 − λ+
λ

2
[P (τ, β) + P (τ0 − τ, β)]

, (182)ãäå
P (τ, β) = ∆(β) + L(τ, β), L(τ, β) =

∞
∫

τ

K(τ ′, β)dτ ′. (183)Â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñëåäóåò ïîëîæèòü τ0 = ∞.Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàçûâàþò òàêæå �on the spot approximation� èëèâåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì. Ïîñëåäíåå íàçâàíèå îòðàæàåò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ÿäåðíîé �óíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿ-åòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî �îòîí, èçëó÷åííûé íà íåêîòîðîé ãëóáèíå, äîéäåò äî ãëóáèíû, îòñòîÿùåéîò ïåðâîé íà τ , è òàì ïîãëîòèòñÿ. Ïîýòîìó çíàìåíàòåëü â (182) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîãëîùåííûé íà ãëó-áèíå τ �îòîí ëèáî íå ïåðåèçëó÷èòñÿ â ëèíèè, ëèáî áóäåò ïîãëîùåí â êîíòèíóóìå, ëèáî äîéäåò äî îäíîé èçãðàíèö ñëîÿ è âûéäåò èç ñðåäû.Âïîñëåäñòâèè, ïîñëå ðàçâèòèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè, áûë ïðåäëîæåí ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íûé ïðèáëè-æåííûé ìåòîä.2. Áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
N(τ, τ0) = 1 +

λ

2

τ0
∫

0

K(|τ − τ ′|)N(τ ′, τ0)dτ
′. (184)Îïðåäåëÿåìàÿ èì �óíêöèÿ N(τ, τ0) ïðè τ0 = ∞ è β = 0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óæå ðàññìàòðèâàâøóþñÿ �óíêöèþ

Ψ(τ):
N(τ) = N(τ,∞) = Ψ(τ)/

√
1 − λ, Ψ(τ) = 1 +

τ
∫

0

Φ(τ ′)dτ ′. (185)Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè �óíêöèè Ψ(τ), î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å.Ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêà �óíêöèè L(τ) ∼ A∗Γ(2γ)/τ2γ , òî ñîãëàñíî �îðìóëå (173) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿïîðÿäêà åäèíèöû ìîæíî çàïèñàòü Ψ(τ) ≈ 1/
√

L(τ). Èç ýòîé �îðìóëû è ïðèâåäåííûõ âûøå ÷àñòíûõ çíà÷åíèé�óíêöèè Ψ(0) = 1, Ψ(∞) = 1/
√

1 − λ âûòåêàþò ýìïèðè÷åñêèå ïîäãîíî÷íûå �îðìóëû [33℄
Ψ(τ) ≈ 1

√

1 − λ+ λL(τ)
, N(τ) ≈ 1√

1 − λ
√

1 − λ+ λL(τ)
, (186)Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëà (186) ÿâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì óòî÷íåíèåì ìåòîäà âûíåñåíèÿ äëÿ ñëîåâ, áëèçêèõ êãðàíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ýòîìó ìåòîäó ìû áû ïîëó÷èëè

Ψ(τ) ≈
√

1 − λ

1 − λ+
λ

2
L(τ)

=
1

√
1 − λ+

λ

2

L(τ)√
1 − λ

. (187)Âèäíî, ÷òî �îðìóëû (186) è (187) ñîâïàäàþò, åñëè íà áîëüøèõ ãëóáèíàõ, òàì ãäå L(τ) ≪ 1 − λ, âûíåñòè 1 − λèç-ïîä êîðíÿ, à çàòåì ðàçëîæèòü îñòàâøèéñÿ êîðåíü ïî �îðìóëå Òåéëîðà äëÿ ìàëîé âåëè÷èíû � îòíîøåíèÿ
L(τ)/(1 − λ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïðèðàâíÿòü óêàçàííîå îòíîøåíèå åäèíèöå, ò. å. ïîëîæèòü

λ

2
L(τt) ∼ A∗

Γ(2γ)

τ2γ
t

= 1 − λ, (188)òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå îïòè÷åñêîé ãëóáèíû
τγ
t =

√

A∗
Γ(2γ)

1 − λ
=

√

2
sin(πγ)

π
V0

Γ(2γ)

1 − λ
(189)ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû ñîâïàäåò ñ äëèíîé òåðìàëèçàöèè Λ.Âûâåäåííîå ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå (186) èíòåãðàëà îò ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüïðèáëèæåíèå è ê ñàìîé ýòîé �óíêöèè [33℄:

Φ(τ) ≈ dΨ(τ)

dτ
=
λ

2

K(τ)

[1 − λ+ λL(τ)]3/2
. (190)Îíî ñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòèêîé ïðè ñèëüíîì èñòèííîì ïîãëîùåíèè � âòîðîé �îðìóëîé â (168).101



3. Êîíå÷íûé ñëîé. Äàëåå ïðèáëèæåíèå �îðìàëüíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíó-óìå, è íà ïëîñêèé ñëîé. Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè N(τ, τ0) îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîÿ ïðèáëèæåííîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (184) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
N(τ, τ0) ≈

1
√

1 − λ+ λP (τ, β)
√

1 − λ+ λP (τ0 − τ, β)]
. (191)Ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ íåçàâèñèìî, òàê êàê äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ �óíêöèÿ N(τ, τ0) íåîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (185):

Φ(τ, τ0) ≈
λ

2

K(τ, β)

[1 − λ+ λP (τ, β)]3/2

√

1 − λ+ λP (τ0, β)

1 − λ+ λP (τ0 − τ, β)
. (192)Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî òî÷íûì �îðìóëàì è ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîêàçàëî, ÷òîïðèáëèæåííûå �îðìóëû (191) è (192) âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàþò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü. Îáû÷íàÿ îøèáêà íå ïðå-âîñõîäèò íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. Ëèøü â ñàìûõ íåáëàãîïðèÿòíûõ ñèòóàöèÿõ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåò äåñÿòêîâïðîöåíòîâ ïðè èçìåíåíèè ñàìèõ âåëè÷èí íà ìíîãèå ïîðÿäêè [63℄. Óêàçàííûå �îðìóëû ñ ãàðàíòèåé ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ïðè ðàñ÷åòàõ ïîëåé èçëó÷åíèÿ â ñðåäàõ, ãäå èçëó÷åíèå èãðàåò íå îñíîâíóþ ðîëü, è â ëþáûõ ñðåäàõäëÿ îöåíêè ýòîé ðîëè. � 4.8. Ìåòîä ìàñøòàáèðîâàíèÿ1. Ìàñøòàáèðîâàíèå ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ïàðàãðà�å èçëîæèì åùå îäèí ìåòîä íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè-÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí è øèðîêî ïðèìåíÿëñÿãðóïïîé �ðàíöóçñêèõ òåîðåòèêîâ [92,95℄.�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû òîëüêî áåñêîíå÷íûå ñðåäû, ðàññåÿíèå â ëèíèè ñ γ < 1/2 è áåç ïîãëîùåíèÿ âêîíòèíóóìå, òàê ÷òî ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû λ è γ < 1/2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññåÿíèå áëèçêîê êîíñåðâàòèâíîìó, ò. å. 1 − λ≪ 1.Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè íåêîòîðîãî ìíîæèòåëÿ τ~ â îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó, ò. å. â èçìåðåíèè ãëóáèíûíå â ñðåäíèõ ñâîáîäíûõ ïðîáåãàõ �îòîíîâ, à â åäèíèöàõ áîëüøåé âåëè÷èíû, à èìåííî � ïðîèçâåäåíèè τ~ íàñâîáîäíûé ïðîáåã. Ìíîæèòåëè ââîäÿòñÿ è â èñêîìûå âåëè÷èíû. Çàòåì óêàçàííûå ìíîæèòåëè ïîäáèðàþòñÿ òàê,÷òîáû ïðè λ→ 1 è τ → ∞, ò. å. â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè, ïîëó÷àëîñü îñìûñëåííîå êîíå÷íîå (àñèìïòîòè÷åñêîå)óðàâíåíèå.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå îñíîâíûõ �óíêöèé áåñêîíå÷íûõ ñðåä. Îñíîâíîåóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ èìååò âèä

S(τ) = S0(τ) +
λ

2

∞
∫

τ∗

K(|τ ′ − τ |)S(τ ′)dτ ′, (193)ãäå τ∗ = −∞ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé è τ∗ = 0 â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä.Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå, âûíåñÿ èç-ïîä èíòåãðàëà �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ â òî÷êå τ , êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âïåðâîì ïóíêòå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Îäíàêî íå îòáðàñûâàÿ òî÷íîãî èíòåãðàëà, âû÷òåì è äîáàâèì ðåçóëüòàòâûíåñåíèÿ. Ïîëó÷èòñÿ
S(τ)

(

1 − λ+
λ

2
L(τ − τ∗)

)

= S0(τ) +
λ

2

∞
∫

τ∗

K(|τ ′ − τ |)[S(τ ′) − S(τ)]dτ ′. (194)Çäåñü L(τ) � èíòåãðàë îò ÿäåðíîé �óíêöèè (127).Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âêëàä â èíòåãðàë îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ ′ îêîëî τ ≫ 1 áóäåò ìàë.Ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî |τ ′−τ | ≫ 1 è âìåñòî òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ÿäåðíîé �óíêöèè K(τ) ïîäñòàâèòü ååàñèìïòîòèêó (126) ïðè ζ = γ. Ó÷òåì òàêæå àñèìïòîòèêó �óíêöèè L(τ), ïîÿâëÿþùåéñÿ â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîéñðåäû. Òîãäà óðàâíåíèå (194) ïåðåéäåò â àñèìïòîòè÷åñêîå:
S(τ)

(

1 − λ+
λ

2
A∗

Γ(2γ)

(τ − τ∗)2γ

)

= S0(τ) +
λ

2
Γ(2γ + 1)A∗

∞
∫

τ∗

S(τ ′) − S(τ)

|τ ′ − τ |2γ+1
dτ ′. (195)102



Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ìàñøòàáèðîâàíèþ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî àðãóìåíòà âìåñòî îïòè÷åñêîé ãëóáèíû ââîäèòñÿìàñøòàáèðîâàííàÿ ãëóáèíà, èçìåðÿåìàÿ â åäèíèöàõ íåêîòîðîé âåëè÷èíû τ~, êîòîðàÿ çàâèñèò îò λ:
Q =

τ

τ~ . (196)Â ñâîþ î÷åðåäü ìàñøòàáèðóåì è �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ, ò. å. ïðåäñòàâëÿåì �óíêöèåé îò ìàñøòàáèðîâàííîãîàðãóìåíòà Q, èìåþùåé äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, êîòîðûé çàâèñèò îò τ~:
S(τ) = FS(τ~)Sas(τ/τ~). (197)Ìàñøòàáèðîâàíèþ ïîäëåæèò è ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ:
S0(τ) = F0(τ~)Sas

0 (τ/τ~). (198)Ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè ïîäáèðàþòñÿ ìíîæèòåëè FS, F0 è τ~ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ñòðåìëåíèè
λ→ 1 ïîëó÷àëñÿ êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.Ìîæíî ïðîèçâîäèòü ìàñøòàáèðîâàíèå íå òîëüêî �óíêöèé èñòî÷íèêîâ, íî è �óíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ äðóãèìèóðàâíåíèÿìè. �àññìîòðèì îòäåëüíî áåñêîíå÷íóþ è ïîëóáåñêîíå÷íóþ ñðåäû.2. Áåñêîíå÷íàÿ ñðåäà. �àññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè áåñêîíå÷íîé ñðåäû, ò. å. óðàâ-íåíèå âèäà (193) ñ τ∗ = −∞ è S0(τ) = (λ/2)K(τ). Çäåñü ñâîáîäíûì ñëàãàåìûì ÿâëÿåòñÿ ñàìà ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ, ïðîäåëàííîå âûøå, ñâîäèòñÿ ê ïîäñòàíîâêå âìåñòî ÿäåðíîé �óíêöèèñóììû

K(τ) = 2δ(τ) + Γ(2γ + 1)
A∗

τ2γ+1
, (199)ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå � åå àñèìïòîòèêà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âûíåñåíèþ �óíêöèè â òî÷êå τ . Îíî æåñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòèêîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (134), òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå îò δ-�óíêöèè ðàâíî 1.Òàêóþ æå ïîäñòàíîâêó åñòåñòâåííî ñäåëàòü è â ñâîáîäíîì ñëàãàåìîì. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå (195)ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè

Φ∞(τ) = F∞(τ~)Φas
∞(τ/τ~) (200)ïðèìåò âèä

(1 − λ)F∞(τ~)Φas
∞(Q) = λ

[

1

τ~δ(Q) +
A∗

2

Γ(2γ + 1)

(Qτ~)2γ+1

]

+
λ

2
A∗Γ(2γ + 1)

F∞(τ~)

τ~2γ

∞
∫

−∞

Φas(Q
′) − Φas(Q)

|Q′ −Q|2γ+1
dQ. (201)Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ åãî ñìûñëà ñëåäóåò ïîëîæèòü F∞(τ~) ∝ τ~2γ−1, àìàñøòàá âûáðàòü òàê, ÷òîáû áûëî τ~2γ ∝ 1/(1 − λ). ßñíî, ÷òî ïðè λ → 1 ìàñøòàá ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.Ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (201) ìîæíî îïóñòèòü, à ïåðåä δ-�óíêöèåé λ çàìåíèòü íà 1.Òîãäà ïîëó÷èòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Íà ýòîì ïðîöåññ ìàñøòàáèðîâàíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. Îäíàêî ìû åãîïðîäîëæèì ñ öåëüþ îòîæäåñòâèòü ðåçóëüòàòû ñ ïîëó÷åííûìè â � 4.6.Ïðåäñòàâèì àñèìïòîòèêó ÿäåðíîé �óíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòð V0, ò. å. çàïèøåì ðàâåíñòâî (199) â âèäå

K(τ) = 2δ(τ) + 2V0Kas(τ), Kas(τ) =
sin(πγ)

π

Γ(2γ + 1)

τ2γ+1
. (202)Ìàñøòàá τ~ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äëèíîé òåðìàëèçàöèè

τ~ = Λ =

(

λV0

1 − λ

)1/2γ

. (203)Òîãäà àñèìïòîòèêà ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ïðèìåò âèä (155), à àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå �
Φ∞(Q) = δ(Q) +

∞
∫

−∞

Kas(Q)[Φas(Q
′) − Φas(Q)]dQ. (204)Àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (157) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.3. H-�óíêöèÿ. Ïåðåéäåì ê ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå è îãðàíè÷èìñÿ, êàê è âûøå, ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì, êîãäà

β = 0, 0 < γ ≤ 1/2. Íà÷íåì ñ àñèìïòîòèêè H-�óíêöèè.103



Äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ H-�óíêöèè ìîæíî èñõîäèòü èç ðàçíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, èç ëèíåéíîãî â �îðìå(46) èç ãëàâû 3. Ïîäñòàâèâ â íåãî ïðè β = 0 àñèìïòîòèêó (119) �óíêöèè A(y) è ïîäîáðàâ ìíîæèòåëè ê àðãó-ìåíòó è �óíêöèè, óáåäèìñÿ, ÷òî H(p) èìååò àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìó (161), à àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ h(q)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
[

1 +
q2γ + (−q)2γ

2 cos(πγ)

]

h(q) = 1 − sin(πγ)

π
q

∞
∫

0

(y)2γ−1h(y)
dy

y − q
. (205)Íà âåùåñòâåííîé ïîëóïðÿìîé ýòî óðàâíåíèå òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â óðàâíåíèå

[1 + y2γ cos(πγ)]h(q) = 1 − sin(πγ)

π
y

∞
∫

0

(y′)2γ−1h(y′)
dq′

y′ − y
, (206)ãäå òåïåðü èíòåãðàë ñïðàâà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íî ìîæíî èñõîäèòü èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ðàâåíñòâî (47) èç ãëàâû 3 ïðè β = 0) è ïîëó÷èòü,÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ h(q) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1

h(q)
= 1 +

sin(πγ)

π
q

∞
∫

0

(y)2γ−1h(y)
dy

y + q
. (207)Âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �óíêöèè h(q) è àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìà ñîîòíîøåíèÿ Âèíåðà�Õîï�à

h(q)h(−q)
[

1 +
q2γ + (−q)2γ

2 cos(πγ)

]

= 1. (208)4. �åçîëüâåíòíàÿ �óíêöèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû. Ìàñøòàáèðîâàíèå ýòîé �óíêöèè èñõîäÿ íåïîñðåä-ñòâåííî èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàòðóäíåíî. Êàê è â ñëó÷àå H-�óíêöèè, â óðàâíåíèè äîëæåí ïðèñóòñòâî-âàòü êîðåíü √
1 − λ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíåå èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ (175) äëÿ �óíêöèè Ψ(τ), êîòîðàÿ ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ (172) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè Φ(τ):

Ψ(τ) = 1 +

τ
∫

0

Φ(τ ′)dτ ′ =
1√

1 − λ
−

∞
∫

τ

Φ(τ ′)dτ ′. (209)Â óðàâíåíèè (175) ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ âûíåñåíèåì çíà÷åíèÿ Ψ(τ) èç-ïîä çíàêà èí-òåãðàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
Ψ(τ)

[

1 − λ+
λ

2
L(τ)

]

=
√

1 − λ+
λ

2

∞
∫

0

K(|τ ′ − τ |)[Ψ(τ ′) − Ψ(τ)]dτ ′. (210)Àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìà ýòîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ àñèìïòîòèêà
Ψ(τ) ∼ 1√

1 − λ
Ψas(τ/Λ), (211)èìååò âèä

Ψas(Q)

[

1 +
sin(πγ)

π

Γ(2γ)

Q2γ

]

= 1 +
sin(πγ)

π
Γ(2γ + 1)

∞
∫

0

Ψas(Q
′) − Ψas(Q)

|Q′ −Q|2γ+1
dQ′ (212)èëè â îáîçíà÷åíèÿõ (202)

Ψas(Q)

[

1 +
Kas(Q)

2γ

]

= 1 +

∞
∫

0

Kas(|Q′ −Q|)[Ψas(Q
′) − Ψas(Q)]dQ′. (213)Ôóíêöèÿ Ψas(Q), îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì óðàâíåíèåì, ñâÿçàíà ñ àñèìïòîòè÷åñêîé �óíêöèåé Φas(Q), ÷åðåç êîòî-ðóþ âûðàæàåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè ñîãëàñíî (165), ñîîòíîøåíèåì

Ψas(Q) = 1 −
√

1 − λ
Λγ−1

√
λV0

∞
∫

τ

Φas

(

τ ′

Λ

)

dτ ′ = 1 −
∞
∫

Q

Φas(Q
′)dQ′. (214)104



Ôóíêöèÿ Φas(Q
′) èìååò ÿâíîå âûðàæåíèå (166).Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàñøòàáèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå îñíîâíûõ �óíê-öèé áåñêîíå÷íîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåä. Îïûò ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê èç òî÷íûõ ðåøåíèé ïîçâîëèë óòî÷íèòü�îðìû àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. �åøåíèÿ ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçâåñòíû è áûëè ïðèâåäåíû â� 4.6.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê òåì æå �óíêöèîíàëüíûì çàâèñèìîñòÿì ðåøåíèé, ÷òîè àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðåçîëüâåíòíîì ìåòîäå. Ïîëó÷àþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿìîãóò áûòü òàêæå âûâåäåíû èç òî÷íûõ, à èõ ðåøåíèÿ, ò. å. àñèìïòîòè÷åñêèå �óíêöèè, � èç òî÷íûõ �îðìóë.Îäíàêî, ìåòîä ìàñøòàáèðîâàíèÿ òðåáóåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ ñâåäåíèé î ðåøåíèÿõ è áûñòðåå ïðèâîäèò êâûÿñíåíèþ ñòðóêòóðû ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, îí îáëàäàåò áîëüøåé îáùíîñòüþ è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí â ñëó÷àÿõ,êîãäà òî÷íûå ìåòîäû íå äàþò ðåçóëüòàòà. Ïðèìåð òàêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàñøòàáèðîâàíèÿ áóäåò ïðèâåäåíâ ñëåäóþùåé ãëàâå. � 4.9. ×èñëåííûå ìåòîäû1. Ìåòîä Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà. Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû êðàòêî íàçîâåì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ìåòîäû,ïðèìåíÿâøèåñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé ëèíèè.Âûøå îòìå÷àëèñü òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé âèäà (177) ïðè áîëüøèõ τ0 è

1 − λ≪ 1, β ≪ 1. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé áûëè ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.Ìåòîä Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåòîäà âûíåñåíèÿ [103℄. Âåñü ïðîìåæóòîê [0, τ0] ðàçáè-âàåòñÿ íà n ÷àñòè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ è â êàæäîì èç íèõ âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå îïòè÷åñêîé ãëóáèíû τj , j = 1, ..., n.Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ âûíîñèòñÿ èç-ïîä èíòåãðàëà íå â îäíîé òî÷êå, à â âûáðàííîì íàáîðå. Òå æå çíà÷åíèÿ τjïîäñòàâëÿþòñÿ è â êà÷åñòâå âíåøíèõ àðãóìåíòîâ �óíêöèè S(τ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìààëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ðåøàòü êàêèì-ëèáî ìåòîäîì, ïðèñïîñîáëåííûì äëÿ ñëó÷àåâ ïëîõîîáóñëîâëåííûõ ñèñòåì (ñ ìàëûì îïðåäåëèòåëåì). Ìåòîä ðàâíîñèëåí ïðèìåíåíèþ �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿâû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, ò. å. ïðåäñòàâëåíèþ èñêîìîé �óíêöèè êóñî÷íî ïîñòîÿííîé. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü �óíêöèþêóñî÷íî ëèíåéíîé èëè êóñî÷íî êâàäðàòè÷íîé è äîáèòüñÿ ëó÷øåé òî÷íîñòè.2. Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ÿäåðíîé �óíêöèè íå â âèäå ñóïåðïî-çèöèè, ò. å. èíòåãðàëà îò ýêñïîíåíò, à â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ýêñïîíåíò. ×èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå îïðåäåëÿåòñÿòðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Òîãäà, êàê â òîì æå ìåòîäå â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, äåëî ñâîäèòñÿ êðåøåíèþ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè [89℄.3. Ìåòîä óñêîðåííûõ èòåðàöèé. Ìåäëåííî ñõîäÿùèåñÿ èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (177) ìîæíî óñêîðèòü, åñëèâìåñòî òî÷íîãî ÿäðà âçÿòü ïðèáëèæåííîå, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, óêàçàííû-ìè âûøå ìåòîäàìè, èëè âçÿòü ÿäðî, äëÿ êîòîðîãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì (îíî ïîäáèðàåòñÿ)[105℄. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ íåâÿçêà ñ òî÷íûì ÿäðîì è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ïðèáëè-æåííûì ÿäðîì. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî ñõîäèìîñòè. Åùå îäèí ñïîñîá âûáîðà ïðèáëèæåííîãî ÿäðà � ïîäáîðêâàäðàòóðíîé �îðìóëû ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ [106℄. Îáçîð òàêèõ ìåòîäîâ è èõ îöåíêà äàíà â ñòàòüå [64℄.4. Ìåòîä ïðîãîíêè. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ íå ê èíòåãðàëüíîìó, à ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþïåðåíîñà. Çíà÷èòåëüíàÿ òðóäíîñòü ïðè åãî ðåøåíèè ñîçäàåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî çàäàþòñÿ íå íà÷àëü-íûå, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òàê ÷òî íàäî ðåøàòü íå çàäà÷ó Êîøè, à êðàåâóþ çàäà÷ó, ÷òî âñåãäà ñëîæíåå. Ïîñëåäèñêðåòèçàöèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî ãëóáèíå, óãëàì è ÷àñòîòàì ïîëó÷àþùååñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíå-íèå ðåøàåòñÿ ñíà÷àëà îò âåðõíåé ãðàíèöû â ñòîðîíó âîçðàñòàþùèõ ãëóáèí, à çàòåì îáðàòíûì õîäîì. Îäíàêî âïåðâîì ñëó÷àå íå èçâåñòíà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî ââåðõ, à âî âòîðîì � âíèç. Ïîýòîìó ïðè ïðÿìîìïðîõîäå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå íå ñ îïðåäåëåííûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ, àðàññ÷èòûâàþòñÿ îáðàòíûå ìàòðèöû íà ñëó÷àé êàê áû ïðîèçâîëüíûõ åå çíà÷åíèé, ïðè÷åì çàäàííûõ äëÿ âñåõçíà÷åíèé óãëîâ. Çàòåì ðåøåíèå âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ íà íèæíåé ãðàíèöå [45℄. Ïîñëåýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü âîñõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ. Â òåîðèè ïåðåíîñà òàêàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïðèìå-íÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà êàê ðàññåÿíèÿ â ëèíèè, òàê è ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ðàññåÿíèè, íîñèò íàçâàíèå ìåòîäàÔîòðèå.Èçëîæåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, äàíî â êíèãå Ä.Ìèõàëàñà [45℄ è îáçîðíûõñòàòüÿõ â ñáîðíèêå [104℄.
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�ëàâà 5. Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ðàññåÿíèÿÂ çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ðàññåÿíèÿ. Ýòî ðàññåÿíèå â ïîëîñàõìîëåêóë, ðàññåÿíèå â ëèíèè íå ñ ïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå è â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ, à òàêæåðàññåÿíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè. Êðîìå òîãî, áóäóò ðàññìîòðåíû èíòåãðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ, òàêèå êàê ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé è ñðåäíèé ïðîõîäèìûé �îòîíîì ïóòü.� 5.1. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ïîëîñàõ ìîëåêóë1. Ìîäåëü Ýëüçàññåðà. Äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ ïîëîñ ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãëîùå-íèÿ â íèõ [24,61℄. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ñîñòàâëÿþùèå ïîëîñó ëèíèè èìåþò öåíòðàëüíûå ÷àñòîòû νj , èíòåíñèâ-íîñòè Kj è ïðî�èëè wj(ξ), òî ïîëíîå ïîãëîùåíèå â ïîëîñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé
æν =

∑

j

Kjwj(ν − νj). (1)Ìîäåëü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíèé.Îäíà èç ìîäåëåé ïðåäëîæåíà Â.Ýëüçàññåðîì. Ñîãëàñíî åé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîëîñà ñîñòîèò èç ðàâíîîòñòîÿùèõîäèíàêîâûõ ëèíèé, ò. å. èìåþùèõ îäèí è òîò æå ïðî�èëü è ðàâíûå èíòåíñèâíîñòè Kj = K. Ïðî�èëü ïðèíè-ìàåòñÿ ëîðåíöåâñêèì ñ øèðèíîé ∆L. �àññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ëèíèé îáîçíà÷èì d, òàê ÷òî νj = jd. Ïîëîñàïðîñòèðàåòñÿ â îáå ñòîðîíû ïî ÷àñòîòå áåçãðàíè÷íî. ×àñòîòà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò öåíòðà îäíîé èç ëèíèé. Òîãäàêîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ â ïîëîñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé
æν =

K∆L

π

∞
∑

j=−∞

1

(ν − jd)2 + ∆2
L

. (2)�ÿä â ýòîì âûðàæåíèè ìîæåò áûòü ïðîñóììèðîâàí. Åãî ñóììà íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû, äîêàçûâàåìîéíà îñíîâàíèè òåîðåìû î âû÷åòàõ.Ïóñòü Q(z) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü åå èìååò ñòåïåíü, ïîêðàéíåé ìåðå íà äâà á�îëüøóþ, ÷åì ÷èñëèòåëü. Îáîçíà÷èì íóëè çíàìåíàòåëÿ ÷åðåç zj , j = 1, 2, . . . , N . Ïðèíÿââî âíèìàíèå, ÷òî �óíêöèÿ ctg(πz) èìååò ïîëþñû âî âñåõ öåëûõ ÷èñëàõ ñ âû÷åòàìè, ðàâíûìè 1/π, âû÷èñëèìèíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ Q(z) ctg(πz) ïî êîíòóðó îêðóæíîñòè ðàäèóñîì n+ 1/2, ñîäåðæàùåé âíóòðè ñåáÿ âñåïîëþñû �óíêöèè Q(z). Ñîãëàñíî òåîðåìå î âû÷åòàõ ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 2πi íà ñóììó âû÷åòîâîò ïîëþñîâ, ëåæàùèõ âíóòðè îêðóæíîñòè:
∫

©
|z|=n+1/2

Q(z) ctg πzdz = 2πi





1

π

n
∑

j=−n

Q(j) +

N
∑

j=1

res
z=zj

Q(z) ctg(πz)



 . (3)Ïðè n→ ∞ èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ëåììå Æîðäàíà è èç (3) ñëåäóåò óïîìÿíóòàÿ �îðìóëà [29℄:
∞
∑

j=−∞

Q(j) = −π
N
∑

j=1

res
z=zj

Q(z)(ctg πz). (4)Âîçüìåì Q(z) = 1/[(ν − zd)2 + ∆2
L] ñ ïîëþñàìè z± = (ν ± i∆L)/d. Òîãäà ñîãëàñíî (4)

æν = −K
π

∆Lπ

[

ctg[(ν + i∆L)/d]

2i∆Ld
+

ctg[(ν − i∆L)/d]

−2i∆Ld

]

=
K

2id

− sin(2i∆L/d)

[cos(2νπ/d) − cos(2i∆Lπ/d)]/2
. (5)Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

æν =
K

d

sh(2∆Lπ/d)

ch(2∆Lπ/d) − cos(2νπ/d)
. (6)Ñîãëàñíî ìîäåëè Ýëüçàññåðà êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ÷àñòîòû ñ ïåðèî-äîì, ðàâíûì ðàññòîÿíèþ ìåæäó ëèíèÿìè d.�àññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè. 106



2. Ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíèé. Äðóãàÿ ìîäåëü, â ïðîòèâîâåñ ìîäåëè Ýëüçàññåðà, ïðèíè-ìàåò, ÷òî ïîãëîùåíèå ðàñïðåäåëåíî â ïîëîñå ñëó÷àéíûì îáðàçîì, è äàåò ñòàòèñòè÷åñêîå åå îïèñàíèå [36℄.Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðî�èëè îòäåëüíûõ ëèíèé â ïîëîñå èìåþò ìàëûå øèðèíû ∆1 ïî ñðàâíåíèþ ñ ó÷àñòêîìñïåêòðà ∆2, íà êîòîðîì ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ �óíêöèÿ Ïëàíêà Bν(T ), ò. å. ∆1 ≪ ∆2.Âûäåëèì èç ïîëîñû íåêîòîðóþ åå ÷àñòü øèðèíîé ïî ÷àñòîòå ∆. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó øèðèíó âñåãäà ìîæíîâûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà ∆1 ≪ ∆ ≪ ∆2. Íàéäåì ñðåäíåå ïîãëîùåíèå íà ýòîì ó÷àñòêå
æ =

1

∆

∫

∆

æνdν. (7)Ïîëîæèì æν = æαν . Â âûáðàííîì ó÷àñòêå ñïåêòðà âåëè÷èíà ïîãëîùåíèÿ αν = α çàêëþ÷åíà â íåêîòîðûõ ïðåäå-ëàõ, òàê ÷òî αm ≤ α ≤ αM. �àçîáüåì ïðîìåæóòîê [αm, αM] íà öåëîå ÷èñëî ÷àñòåé [αj−1, αj ], j = 1, 2, . . . , J, α0 =
αm, αJ = αM, è íàéäåì äîëè ïðîìåæóòêà ∆, â êîòîðûõ ïîãëîùåíèå α íà êðèâîé ìåíüøå αj , j = 0, 1, ... J . Âñÿêðèâàÿ ðàñïîëîæåíà íå íèæå α0, ò. å. óêàçàííàÿ äîëÿ ïðîìåæóòêà ðàâíà íóëþ. Ïðè α íà êðèâîé îò α0 äî α1ýòà äîëÿ óæå íå íóëü. Ïðè α íà êðèâîé îò α1 äî α2 ïîãëîùåíèå ìåíüøå α2, íî òî, êîòîðîå ìåíüøå α1, òîæåìåíüøå α2, òàê ÷òî íîâàÿ äîëÿ âêëþ÷àåò ïåðâóþ è ò. ä. Âñÿ êðèâàÿ ëåæèò íèæå αJ , òàê ÷òî äîëÿ ïðîìåæóò-êà, ãäå ïîãëîùåíèå ìåíüøå αJ äîñòèãàåò 1. ßñíî, ÷òî ýòè äîëè ñîñòàâëÿþò êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ íåóáûâàþùóþ�óíêöèþ îò α, îãðàíè÷åííóþ 0 è 1. Ñãëàäèì åå, ÷òî ðàâíîñèëüíî áåñêîíå÷íîìó óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ
J . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåóáûâàþùàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, èçìåíÿþùàÿñÿ îò íóëÿ äî 1. Åñëè ÷àñòîòó âûáèðàòüñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî ýòà �óíêöèÿ îêàæåòñÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âåëè÷èíûïîãëîùåíèÿ. Òîãäà åå ìîæíî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü è ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿïîãëîùåíèÿ â ïîëîñå p(α). Ïðîèçâåäåíèå p(α)dα åñòü äîëÿ ó÷àñòêà ñïåêòðà ∆, â êîòîðîé âåëè÷èíà α çàêëþ÷åíàìåæäó α è α+ dα. Î÷åâèäíî, ÷òî

∞
∫

0

p(α)dα = 1, (8)ïðè÷åì �îðìàëüíî èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà âñþ ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè ýòîìñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âíå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ α ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p(α) = 0.Äàëåå â èíòåãðàëå
1

æ

∫

∆

æν
dν

∆
=

∫

∆

αν
dν

∆
= 1 (9)ñîáåðåì âìåñòå èíòåðâàëû ÷àñòîò, ãäå âåëè÷èíà α íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå [α, α + dα]. Ñîãëàñíî èçëîæåííîìóèõ ñîâìåñòíàÿ äëèíà ðàâíà p(α)dα. Òàêèì îáðàçîì,

∞
∫

0

αp(α)dα = 1. (10)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîãëîùåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íå ìåñòîì â ñïåêòðå, à òîëüêî âåëè÷èíîé è äîëåéó÷àñòêà ñïåêòðà, ãäå òàêàÿ âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ.3. Ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèé ïîãëîùåíèÿ. Â òåîðèè ïåðåíîñà ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ìîäåëüíûå ðàñ-ïðåäåëåíèÿ p(α), â îñíîâíîì â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé àòìîñ�åð çâåçä è ó÷åòîì âëèÿíèÿ ëèíèé íà ðàñ-ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íèõ. Â ñëó÷àå ñåðîé àòìîñ�åðû
p(α) = δ(α− 1). (11)×óòü ñëîæíåå ìîäåëü ÷àñòîêîëà ×àíäðàñåêàðà [85℄:

p(α) = p1δ(α− α1) + p2δ(α− α2). (12)Äâà óñëîâèÿ (8) è (10) òðåáóþò âûïîëíåíèÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé:
p1 + p2 = 1, α1p1 + α2p2 = 1, (13)èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî
p1 =

1 − α2

α1 − α2
, p2 =

1 − α1

α2 − α1
. (14)�àñïîëîæåíèå æå îáëàñòåé ñ äâóìÿ çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Ìîæíîââåñòè è áîëüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé α.107



Ïðîñòûì íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì îáîèì óñëîâèÿì (8) è (10), ÿâëÿåòñÿ p(α) = e−α.Îäíó èç ïåðâûõ ìîäåëåé íåñåðîãî ïîãëîùåíèÿ ïðåäëîæèë Â.À.Àìáàðöóìÿí [2℄. Â ïðîòèâîâåñ èçëîæåííîìóâûøå îí âûáðàë ïåðèîäè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå çíà÷åíèé ïîãëîùåíèÿ, íî íå íàêëàäûâàë îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðå-äåëåíèå èõ âåðîÿòíîñòåé.Óêàçàííûå ìîäåëè íå ïðèâÿçàíû ê îïðåäåëåííîìó ó÷àñòêó ñïåêòðà è ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà âñå÷àñòîòû.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé àòìîñ�åð õîëîäíûõ çâåçä (ïîâåðõíîñòíàÿ òåìïåðàòóðà íèæå 6000 K)ðàññ÷èòûâàëèñü è èñïîëüçîâàëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè íàëîæåíèè ñïåêòðîâ ðåàëüíûõ ìîëåêóë èàòîìîâ ñ ìèëëèîíàìè ëèíèé [107℄. Ôóíêöèÿ p(α) íàçûâàëàñü �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïðîçðà÷-íîñòè � OPDF � opa
ity probability distribution fun
tion.4. Ïàðöèàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü. Ïðîöåäóðó ñîáèðàíèÿ çíà÷åíèé íà ó÷àñòêàõ ñ îäèíàêîâûì óðîâíåì ïî-ãëîùåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è ñ èíòåíñèâíîñòüþ Iν , ÷òî áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [36℄.Âíóòðè âûáðàííîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà �óíêöèÿ Ïëàíêà è âîçìîæíûå äðóãèå èñòî÷íèêè ïåðâè÷íîãî èçëó÷å-íèÿ îò ÷àñòîòû íå çàâèñÿò. Ïîýòîìó âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé ïîãëîùåíèÿ, àíå ÷àñòîòîé. Íàïðîòèâ, áëèçêèå ïî ÷àñòîòå, íî ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîé âåëè÷èíå êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿèíòåíñèâíîñòè ìîãóò î÷åíü ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Ó �îòîíîâ áëèçêèõ ÷àñòîò ìîãóò áûòü î÷åíü ðàçëè÷àþùèåñÿäëèíû ïðîáåãà. Ïîýòîìó â òîì æå ó÷àñòêå ñïåêòðà ∆ öåëåñîîáðàçíî îáúåäèíèòü ïðîìåæóòêè ÷àñòîò, â êîòîðûõçíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþò çàäàííîìó óðîâíþ ïîãëîùåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷óî ÷èñòîì ïîãëîùåíèè â ïëîñêîé àòìîñ�åðå.Ïóñòü â àòìîñ�åðå ïðîèñõîäèò òîëüêî èñòèííîå ïîãëîùåíèå. Ââåäåì îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó τ , ñîîòâåòñòâó-þùóþ íåêîòîðîìó âûáðàííîìó (íàïðèìåð, ñðåäíåìó) çíà÷åíèþ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèåïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðèìåò îáû÷íûé âèä:
µ
∂Iν(τ, µ)

∂τ
= −αν [Iν(τ, µ) −Bν(T )]. (15)Óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ, îòðàæàþùåå îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ âíóòðè àòìîñ�åðû, òàêæåñòàíäàðòíî:

1

2

∞
∫

0

ανdν

1
∫

−1

Iν(τ, µ)dµ =

∞
∫

0

Bν(T )ανdν. (16)Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè â òî÷êàõ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ
I(τ, µ, α). Èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïàðöèàëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè. Òîãäà

∫

∆

Iν(τ, µ)dν = ∆

∞
∫

0

p(α)I(τ, µ, α)dα. (17)Óðàâíåíèå (15) çàïèøåòñÿ â âèäå
µ

dI(τ, µ, α)

dτ
= −α[I(τ, µ, α) −B(T )]. (18)5. Ñåðàÿ â ñðåäíåì àòìîñ�åðà. Óðàâíåíèå (18) çàïèñàíî äëÿ íåêîòîðîãî ó÷àñòêà ñïåêòðà, äëÿ êîòîðîãîïîñòðîåíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãëîùåíèÿ. ×òîáû ðàññ÷èòàòü ìîäåëü àòìîñ�åðû, íåîáõîäèìî îõâàòèòü âåñüñïåêòð. Ïîýòîìó âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (15).Â ãëàâå 2 ðåøàëàñü çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â ñåðîé àòìîñ�åðå, â êîòîðîé êîý��èöèåíò ïî-ãëîùåíèÿ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Ýòî ðàâíîñèëüíî ïðåäïîëîæåíèþ (11). Çàäà÷à î ðàñ÷åòå òåìïåðàòóðû â ñåðîéàòìîñ�åðå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Ìèëíà. �àññìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâîäÿò äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãëîùåíèÿ.ßñíî, ÷òî âñå îïðåäåëåíèÿ ï. 4 îòíîñèëèñü ê íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó ó÷àñòêó ñïåêòðà. Îäíàêî íà ïðîìå-æóòêàõ ÷àñòîò, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèõ äëèíó òàêîãî ó÷àñòêà, èíòåíñèâíîñòè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Ïîýòîìóâåñü äèàïàçîí ÷àñòîò, ñóùåñòâåííûõ äëÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â àòìîñ�åðå çàäàííîé òåìïåðàòóðû, íàäî ïðåä-ñòàâèòü íàáîðîì òàêèõ ó÷àñòêîâ. Ïðîíóìåðóåì èõ ∆l. Èíòåíñèâíîñòü, �óíêöèÿ Ïëàíêà, ñðåäíèé êîý��èöèåíòè îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ïîãëîùåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü îò ÷àñòîòû, èëè îò íîìåðà ó÷àñòêàñïåêòðà l, ò. å. íàäî ïèñàòü Il(τl, µ, α) è pl(α). Ââèäó èçëîæåííîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (18) â áîëåå òî÷íîìâèäå, ò. å. äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà:

µ
dIl(τl, µ, α)

dτl
= −α[Il(τl, µ, α) −Bνl

(T )]. (19)Óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ òàêæå ïåðåïèøåòñÿ:
1

2

∑

l

∆l

∞
∫

0

pl(α)dα

1
∫

−1

Il(τl, µ, α)dµ =
∑

l

∆lBνl
(T )

∞
∫

0

αpl(α)dα =
∑

l

∆lBνl
(T ). (20)108



Â ðàáîòå [36℄ ïðåäëîæåíà ìîäåëü àòìîñ�åðû, ñåðîé â ñðåäíåì (ÑÑÀ). Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè âñå ó÷àñòêèñïåêòðà èìåþò åäèíîå ðàñïðåäåëåíèå p(α), åäèíîå çíà÷åíèå æ, ñëåäîâàòåëüíî, îäèíàêîâûé õîä îïòè÷åñêîé ãëó-áèíû τl = τ . Çíà÷åíèÿ Bνl
(T ), è ïîýòîìó Il, êîíå÷íî, âñå ðàâíî ðàçëè÷àþòñÿ, íî èõ ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ïîâñåì ó÷àñòêàì ñïåêòðà (ñ íîìåðàìè l). Ââåäåì èíòåíñèâíîñòü ñ çàäàííûì ïîãëîùåíèåì, ïðîñóììèðîâàííóþ ïîâñåì ó÷àñòêàì:

I(τ, µ, α) =
∑

l

∆lIl(τ, µ, α). (21)Îáû÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü òîãäà ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå
I(τ, µ) =

∞
∫

0

Iν(τ, µ)dµ =

∞
∫

0

p(α)I(τ, µ, α)dα. (22)Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïî ó÷àñòêàì ∆l ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (18), òî ïîëó÷èòñÿ
µ

dI(τ, µ, α)

dτ
= −α[I(τ, µ, α) − S(τ)], (23)ãäå èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ñîãëàñíî çàêîíó Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà

S(τ) =
∑

l

∆lBνl
(T ) =

∞
∫

0

Bν(T )dν =
aSBc

4
T 4. (24)Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ (20). Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ïî ïîãëîùåíèþ îò íîìåðà ó÷àñòêàíå çàâèñèò, ñóììà ïî l äàåò èíòåãðàëüíóþ èíòåíñèâíîñòü:

∑

l

∆l

∞
∫

0

αp(α)Il(τ, µ, α)dα =

∞
∫

0

αp(α)I(τ, µ, α)dα. (25)Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ (24), çàâèñÿùàÿ îò åäèíîé îïòè÷åñêîé ãëóáè-íû S(τ). Èòàê, óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåò âèä âûðàæåíèÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ÷åðåç èíòåí-ñèâíîñòü:
S(τ) =

1

2

1
∫

−1

dµ

∞
∫

0

p(α)I(τ, µ, α)αdα. (26)6. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ÑÑÀ. Âûðàæåíèå (26) ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó, åñëèçàìåòèòü, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ â ëèíèè ñ ÏÏ×, èíòåíñèâíîñòü çàâèñèò íå îò µ è α ïî îòäåëüíîñòè, àòîëüêî îò èõ êîìáèíàöèè α/µ. Äåéñòâèòåëüíî, �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) èìååò âèä
I(τ, µ, α) =



























α

µ

τ
∫

0

e−α(τ−τ ′)/µS(τ ′)dτ ′ = I(τ, y), µ > 0, y = α/µ > 0,

−α
µ

∞
∫

τ

e−α(τ−τ ′)/µS(τ ′)dτ ′ = I(τ, y), µ < 0, y = α/µ < 0.

(27)Ñ ó÷åòîì ýòîãî
S(τ) =

1

2

∞
∫

0

A(y)
dy

y
[I(τ, y) + I(τ,−y)]. (28)Âåñîâàÿ �óíêöèÿ â äàííîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ïîãëîùåíèÿ:

A(y) =
1

y

y
∫

0

α2p(α)dα. (29)Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (26) âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè ÷åðåç �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ (27). Ïîëó÷èì èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé �óíêöèè, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ìèëíà:
S(τ) =

1

2

∞
∫

0

K(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ. (30)109



ßäåðíàÿ �óíêöèÿ óðàâíåíèÿ èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðè÷åì ÷åðåç âåñîâóþ �óíêöèþ îíà âûðàæàåòñÿ òî÷íîòàê æå, êàê è â îáùåì ñëó÷àå:
K(τ) =

∞
∫

0

α2p(α)E1(ατ)dα =

∞
∫

0

A(y)e−τydy. (31)7. Ñâîéñòâà ñåðîé â ñðåäíåì àòìîñ�åðû. ßäåðíàÿ �óíêöèÿ (31) ïðè âñåõ âîçìîæíûõ p(α) èìååò íóëåâîéè ïåðâûé ìîìåíòû. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (10) è (8) èíòåãðàëû îò ÿäåðíîé �óíêöèè ñ âåñàìè 1 è τ
K0 =

∞
∫

0

K(τ)dτ =

∞
∫

0

α2p(α)dα

∞
∫

0

E1(τα)dτ =

∞
∫

0

αp(α)dα = 1, (32)
K1 =

∞
∫

0

τK(τ)dτ =

∞
∫

0

α2p(α)dα

∞
∫

0

τE1(τα)dτ =
1

2

∞
∫

0

p(α)dα =
1

2
. (33)Ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäîê (32) è (33) áûëè èñïîëüçîâàíû èíòåãðàëû

∞
∫

0

τnE1(τ)dτ =
n!

n+ 1
. (34)Âîîáùå

Kn =

∞
∫

0

τnK(τ)dτ =
Γ(n+ 1)

n+ 1

∞
∫

0

α1−np(α)dα = Γ(n+ 1)

∞
∫

0

A(y)
dy

yn+1
. (35)Óæå âòîðîé ìîìåíò ÿäåðíîé �óíêöèè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá àñèìïòîòèêàõ ÿäåðíûõ �óíêöèé. Îíè ñèëüíî çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

p(α) ïðè ìàëûõ α. Åñëè ïðè α → 0 âûïîëíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü p(α) ∼ p0α
β , ïðè÷åì β > −1 (ýòî íóæíî äëÿñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (8)), òî âåñîâàÿ �óíêöèÿ

A(y) ∼ p0

3 + β
y2+β, y → 0. (36)Àñèìïòîòèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèè ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ìîìåíòîâ (32) è (33)ïðåäñòàâèì â âèäå

K(p) ∼ K0 −K1p+ p2

∞
∫

0

A(y)

y2

dy

y + p
. (37)Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò âòîðîé ìîìåíò, ò. å. β > 0, òî

K(p) ∼ 1 − p

2
+
K2

2
p2. (38)Åñëè æå −1 < β < 0, òî

K(p) ∼ 1 − p

2
− p0

3 + β

π

sin(πβ)
p2+β . (39)Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ÿäðà ïðè ìàëûõ àðãóìåíòàõ u

1 − V (u) ∼ V0u
2γ , (40)ãäå

γ =

{

1 + β/2, −1 < β < 0,
1, β > 0,

(41)
V0 =



















p0

3 + β

π

2 sin(π|β|/2)
, −1 < β < 0,

K2

2
=

∞
∫

0

A(y)

y3
dy =

2

3

∞
∫

0

p(α)
dα

α
, β > 0.

(42)110



Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å î ÑÑÀ âñåãäà γ > 1/2. Ïîâåäåíèå �óíêöèè V (u) ïðè β = 0 çàâèñèò îò äåòàëåé ïîâå-äåíèÿ p(α) ïðè α→ 0, à èìåííî îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ìíîæèòåëÿ � îïðåäåëåííîé ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ�óíêöèè. Âñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ðàçâèòàÿ â ãëàâå 4, ïðèìåíèìà è çäåñü. Íàïðèìåð, àñèìïòîòèêà �óíêöèèèñòî÷íèêîâ ñîãëàñíî �îðìóëå (173) èç óêàçàííîé ãëàâû
S(τ)

S(0)
= Ψ(τ) ∼ τγ

V
1/2
0 Γ(1 + γ)

. (43)Êàê âèäíî èç ýòîé �îðìóëû, åñëè âòîðîé ìîìåíò ÿäåðíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò, ò. å. ïðè β > 0, ïîêàçàòåëü
γ = 1 è �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â ãëóáîêèõ ñëîÿõ àòìîñ�åðû ðàñòåò ñ îïòè÷åñêîé ãëóáèíîé ëèíåéíî, êàê è âñåðîé àòìîñ�åðå. Åñëè æå âòîðîãî ìîìåíòà ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ íå èìååò (β < 0), òî ðîñò ñ ãëóáèíîé �óíêöèèèñòî÷íèêîâ, à çíà÷èò è òåìïåðàòóðû, áîëåå ìåäëåííûé. Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè β îçíà÷àþòáîëüøóþ ðîëü ìàëûõ óðîâíåé ïîãëîùåíèÿ, çà ñ÷åò ÷åãî èçëó÷åíèå ìîæåò âûõîäèòü èç àòìîñ�åðû ñ áîëüøèõãëóáèí. Ýòîò âûâîä ïðîòèâîïîëîæåí îáû÷íîìó âëèÿíèþ ëèíèé ïîãëîùåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âàòìîñ�åðå, íàçûâàåìîìó ïîêðîâíûì ý��åêòîì è çàêëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî ëèíèè îòáðàñûâàþò ÷àñòü èäóùåãîèç ãëóáèíû ïîòîêà íàçàä, â ðåçóëüòàòå ÷åãî òåìïåðàòóðà â àòìîñ�åðå ïîâûøàåòñÿ [45℄.� 5.2. �àññåÿíèå â ëèíèè ïðè ÷àñòè÷íîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå1. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Â ýòîì ïàðàãðà�å êðàòêî ðàññìîòðèì ý��åêòû, êîòîðûå âûçûâàåò ðàññåÿíèå íå ñïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå, à ñ �óíêöèÿìè, âûâåäåííûìè â � 4.2. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå îòïîëíîãî, íàçûâàþò ïî-ðàçíîìó, íî ÷àùå âñåãî ÷àñòè÷íûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì (×Ï×). Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ ïåðåíîñà ñ ýòèìè �óíêöèÿìè, äàæå ÷èñëåííûå, ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, è îíè áûëè ïîëó÷åíû ïîçæå, ÷åìäëÿ ÏÏ×. Òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ×Ï× èçâåñòíî ñîâñåì íåìíîãî [53℄. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæ-íîñòüþ �óíêöèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè ×Ï× �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ çàâèñèòîò ÷àñòîòû.Ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ ýòèõâèäîâ ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, íî ñîâñåì èíà÷å, ÷åì èçëîæåííàÿ äëÿ ÏÏ×.Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññåÿíèåì â áåñêîíå÷íîé ñðåäå è ñ óñðåäíåííîé ïî íàïðàâëåíèÿì ÔÏ R(x, x′).Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ïëîñêîé ñðåäå ïðè îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåò âèä

η
dI(τ, η, x)

dτ
= −[α(x) + β]I(τ, η, x) + α(x)S(τ, x), (44)à óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ áåç èñòî÷íèêîâ â êîíòèíóóìå è ñ èñòî÷íèêàìè â ëèíèè, ïðîïîðöèîíàëüíûìèïðî�èëþ ïîãëîùåíèÿ, çàïèøåòñÿ òàê:

S(τ, x) = S0(τ) + λ

∞
∫

−∞

dx′
R(x, x′)

Aα(x)
J (τ, x′), (45)

J (τ, x) =
1

2

1
∫

−1

I(τ, η, x)dη. (46)Ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ äîëæíà äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàòü ñ ðîñòîì |τ |, ÷òîáû è �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ áûëàîãðàíè÷åííîé.Óðàâíåíèÿ (44) è (45) ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ äëÿ ÏÏ×, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ÔÏ R(x, x′) = φ(x)φ(x′) =
A2α(x)α(x′). Ïîïðîáóåì ñâÿçàòü ýòè óðàâíåíèÿ ñïîñîáîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòàõ [93,94℄.2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû çàïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà äëÿ �óíê-öèè èñòî÷íèêîâ. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì �îðìàëüíîå ðåøåíèå (44), âûðàçèì ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü ÷åðåç �óíêöèþèñòî÷íèêîâ

J (τ, x) =
1

2
α(x)

∞
∫

−∞

E1([α(x) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′, x)dτ ′ (47)è ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ (45). Ïîëó÷èì
S(τ, x) = S0(τ) +

λ

2

∞
∫

−∞

α(x′)
R(x, x′)

Aα(x)
dx′

∞
∫

−∞

E1([α(x′) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′, x′)dτ ′. (48)111



Ââåäåì óñðåäíåííóþ ïî ÷àñòîòå �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ
S(τ) = A

∞
∫

−∞

α(x)S(τ, x)dx. (49)Èç óðàâíåíèÿ (48) ñëåäóåò, ÷òî
S(τ) = S0(τ) +

λ

2
A

∞
∫

−∞

α2(x)dx

∞
∫

−∞

E1([α(x) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′, x)dτ ′. (50)Ïîëîæèì
S(τ, x) = S(τ) + S1(τ, x). (51)Èç óðàâíåíèé (48) è (50) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè S1(τ, x):

S1(τ, x) =
λ

2

∞
∫

−∞

α(x′)

[

R(x, x′)

Aα(x)
−Aα(x′)

]

dx′
∞
∫

−∞

E1([α(x′) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′, x′)dτ ′. (52)Ïðèìåíèì ìåòîä âîçìóùåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ S(τ, x) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò óñðåäíåí-íîé, òàê ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (51) ìàëî. Òîãäà ÿñíî, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óñðåäíåííàÿ �óíêöèÿóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå
S(τ) = S0(τ) +

λ

2
A

∞
∫

−∞

α2(x)dx

∞
∫

−∞

E1([α(x) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′, (53)êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ñ ÿäåðíîé �óíêöèåé KR(τ, β) (èíäåêñ R óêàçûâàåò íàîïðåäåëåííûé âèä ïîãëîùåíèÿ è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ). Ïîïðàâî÷íàÿ æå �óíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñðåäíåííóþ:
S1(τ, x) =

λ

2

∞
∫

−∞

α(x′)

[

R(x, x′)

Aα(x)
−Aα(x′)

]

dx′
∞
∫

−∞

E1([α(x′) + β]|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′. (54)Ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîê èíòåãðàëîâ, ïîëó÷èì áîëåå êîðîòêóþ �îðìó ñîîòíîøåíèÿ:
S1(τ, x) =

λ

2

∞
∫

−∞

[KR(|τ − τ ′|, β, x) −KR(|τ − τ ′|, β)]S(τ ′)dτ ′, (55)ãäå çàâèñÿùàÿ îò ÷àñòîòû îáîáùåííàÿ ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
KR(τ, β, x) =

∞
∫

−∞

α(x′)
R(x, x′)

Aα(x)
E1([α(x′) + β]τ)dx′. (56)Ýòà �óíêöèÿ òåì æå ðàññóæäåíèåì, êîòîðîå áûëî ïðèìåíåíî â � 4.3 äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ,ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò

KR(τ, β, x) = e−τβ

∞
∫

0

e−τyAR(y, x)
ydy

y + β
, (57)ãäå âåñîâàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò ÷àñòîòû:

AR(y, x) =
2

y

1

Aα(x)































∞
∫

x(y)

R(x, x′)α(x′)dx′ ïðè y ≤ 1,

∞
∫

0

R(x, x′)α(x′)dx′ ïðè y ≥ 1.

(58)
112



Ïðè ÔÏ, îòâå÷àþùåé ïîëíîìó ïåðåðàñïðåäåëåíèþ, �óíêöèè (57) è (58) ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò ÷àñòîòû.Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì òðè ÔÏ, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû â � 4.2. Íà÷íåì ñ ïåðâîé è òðåòüåé,êîòîðûå îáúåäèíåíû òåì, ÷òî ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì, ìàëî îòëè÷àþùèìñÿ îò ÏÏ×. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãîíàì ïîíàäîáÿòñÿ èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû.3. �àçëîæåíèÿ �óíêöèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI è RIII. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâóþ.Çàêîí ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí áèëèíåéíûì ðàçëîæåíèåì [101℄
RI(x, x

′) =
1

π
e−x2−(x′)2

∞
∑

m=0

H2m(x)H2m(x′)

22m(2m+ 1)!
=

∞
∑

m=0

α2m(x)α2m(x′)

2m+ 1
. (59)Çäåñü

αn(x) = e−x2 Hn(x)√
2nn!π

, (60)ïðè÷åì Hn(x) � ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (59)íà H2m(x′) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x′ ïî âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Â èíòåãðàëå ñïðàâà èñïîëüçóåì îðòîãîíàëüíîñòüìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà ñ âåñîì e−(x′)2 è íîðìèðîâêó èíòåãðàëà îò êâàäðàòà íà 22m(2m)!
√
π. Ïðè èíòåãðèðîâàíèèñëåâà íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (43) èç ãëàâû 4 äëÿ ÔÏ RI, ïåðåìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âîñïîëü-çîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. [13℄, ðàâåíñòâà 7.371 è 7.373.1):

u
∫

0

H2m(x′)dx′ =
1

2(2m+ 1)
H2m+1(u),

∞
∫

x

e−u2

H2m+1(u)du = e−x2

H2m(x). (61)Â ðåçóëüòàòå ñïðàâà è ñëåâà ïîëó÷àòñÿ îäèíàêîâûå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ÷åòíûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà:
e−x2

H2m(x)/
√
π(2m+ 1).Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ �óíêöèè RIII. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñâÿçü ýòîé �óíêöèè ñ RI[59℄. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå èíòåãðàë îò ëîðåíöåâñêîé �óíêöèè wL(x, a)

π

y
∫

−y

wL(t− x, a)dt = a

y
∫

−y

dt

(t− x)2 + a2
= arctg

x+ y

a
− arctg

x− y

a
, (62)çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ RIII, ïîëó÷åííîå â � 4.2, â âèäå

RIII(x, x
′) =

1√
π

∞
∫

0

e−y2

dy

y
∫

−y

wL(t− x, a)dt

y
∫

−y

wL(t′ − x′, a)dt′. (63)Çàòåì äâà ðàçà ïåðåñòàâèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
RIII(x, x

′) =
1√
π

∞
∫

−∞

wL(t− x, a)dt

∞
∫

|t|

e−y2

dy

y
∫

−y

wL(t′ − x′, a)dt′ =

=
1√
π

∞
∫

−∞

wL(t− x, a)dt

∞
∫

−∞

wL(t− x, a)dt′
∞
∫

max{|t|,|t′|}

e−y2

dy =

∞
∫

−∞

wL(t, a)dt

∞
∫

−∞

wL(t′, a)dt′RI(t+ x, t′ + x′).(64)Òåïåðü ïîäñòàâèì ñþäà ðàçëîæåíèå (59). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ
RIII(x, x

′) =

∞
∑

m=0

α2m(x, a)α2m(x′, a)

2m+ 1
, (65)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

αn(x, a) =

∞
∫

−∞

wL(t, a)dtαn(t+ x) =
(−1)n

√
2nn!

dnU(a, x)

dxn
. (66)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ n-êðàòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì �óíêöèè Ôîéãòà, çàïèñàííîé â âèäå

U(a, x) =
1√
π

∞
∫

−∞

wL(x, a)e−(t+x)2dt, (67)113



ïî x è èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà
Hn(x) = (−1)nex2 dne−x2

dxn
. (68)4. Àñèìïòîòèêà ÿäåðíîé �óíêöèè ïðè �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI. Îöåíèì ïîâåäåíèå ÿäåðíîé�óíêöèè (56) ïðè áîëüøèõ τ äëÿ ÔÏ RI, êîòîðàÿ îòâå÷àåò ÷èñòî òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ ëèíèè è äîïëåðîâ-ñêîìó ïðî�èëþ ïîãëîùåíèÿ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ýòîé �óíêöèþ îò ÷àñòîòû x ïðè ðàçëè÷íûõíà÷àëüíûõ ÷àñòîòàõ x1.

RI(x, x1)
√
πex2

1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

x1 =

x�èñ. 7. Ôóíêöèÿ √
πex2

RI(x, x1) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ x1.�àñïèøåì âõîäÿùèé â âûðàæåíèå (58) äëÿ �óíêöèè AI ïðè y ≤ 1 èíòåãðàë:
I(x, y)=

√
π

∞
∫

x(y)

α(x1)RI(x, x1)dx1 =

∞
∫

√
ln(1/y)

e−x2
1dx1

∞
∫

max(x,x1)

e−u2

du=

∞
∫

max(x,
√

ln(1/y))

e−u2

du

u
∫

√
ln(1/y)

e−x2
1dx1. (69)Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ≪ 1, è, âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêîé �óíêöèè îøèáîê

∞
∫

x

e−u2

du ∼ e−x2

2x
, (70)íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà (69):

2I(x, y) ∼
∞
∫

max(x,
√

ln(1/y))

e−u2

du

(

y
√

ln(1/y)
− e−u2

u

)

∼















1

4

y2

ln(1/y)
ïðè y < e−x2

,

y
√

ln(1/y)

e−x2

2x
− e−2x2

4x2
ïðè y > e−x2

.
(71)Íåðàâåíñòâî âî âòîðîé ñòðî÷êå â �èãóðíîé ñêîáêå ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å: x >√ln(1/y) ≫ 1.Äàëåå ñ÷èòàÿ, ÷òî τ ≫ 1, ïîäñòàâèì â èíòåãðàë (57) âûðàæåíèå (58) äëÿ �óíêöèè AI(x, y) è àñèìïòîòèêó(71). Çàòåì ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τy = t è â âûðàæåíèè ln(τ/t) îòáðîñèì ìíîæèòåëü t,÷òî, êàê ìû âèäåëè â ãëàâå 4, ìîæíî äåëàòü ïðè îïåðàöèÿõ ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ �óíêöèÿìè. Òîãäà

KI(τ, β, x) ∼ ex2−τβ

∞
∫

0

dt

t+ τβ
e−tI(x, t/τ). (72)Âû÷èñëèâ ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåãðàëû, íàéäåì

KI(τ, β, x)∼
1

τ ln τ
Kas

I (τ, s, w), (73)
Kas

I (τ,s,w)=
1

4

{

K1(s, w)+2

√
ln τ

x
K2(s,w)− ln τ

x2
wE1(w+s)

}

, (74)114



ãäå îáîçíà÷åíî s = τβ, w = τe−x2 , à òàêæå
K1(s, w)=

(1 − s)e−s(1 − e−w)+s2[E1(s)−E1(w + s)]

w
,

K2(s, w) = e−w−s − sE1(w + s). (75)Àñèìïòîòèêà (73) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå s = τβ èìååò ïîðÿäîê 1. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà x ìîæåò áûòüðàçíàÿ. Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû, ò. å. â ÿäðå ëèíèè, w ∼ τ ≫ 1, òàê ÷òî âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûåâ (74) ñîäåðæàò ìíîæèòåëü e−τ . Óêàçàííûå ñëàãàåìûå ìîæíî îòáðîñèòü êàê íåñóùåñòâåííûå ïðè âûïîëíåíèèñîîòíîøåíèÿ e−ττ ln τ ≪ x2. Â êðûëüÿõ ëèíèè, ãäå w = τe−x2 ∼ 1, âñå òðè ñëàãàåìûõ èìåþò îäèí ïîðÿäîê, òàêêàê òîãäà x ∼
√

ln τ .5. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI. Áëèçîñòü ðàññåÿíèÿ ïðè �óíêöèèïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI è ïðè ïîëíîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îäèí èçíèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîêàçûâàåòñÿ áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ýòîé ÔÏ ê ÔÏ ïðè ÏÏ×, àíàëîãè÷íàÿñõîäèìîñòè èòåðàöèé èíäèêàòðèñ ê ñ�åðè÷åñêîé, î ÷åì ãîâîðèëîñü â êîíöå � 2.4.Îáîçíà÷èì n-þ èòåðàöèþ ÔÏ R(x, x′) ÷åðåç R(n)(x, x′). Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-íèå
R(n)(x1, x) =

∞
∫

−∞

dx′R(x1, x
′)
R(n−1)(x′, x)

α(x′)
. (76)Ïðèìåíèì ýòó ïðîöåäóðó ê ÔÏ RI, çàïèñàâ ðàçëîæåíèå åå n-é èòåðàöèè â âèäå

R
(n)
I (x, x1) =

∑

r(n)
m α2m(x)α2m(x1), (77)òàê ÷òî r(1)m = 1/(2m + 1). Ôóíêöèè αn(x) îðòîãîíàëüíû è íîðìèðîâàíû ñ âåñîì ex2 . Ïîýòîìó êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ èòåðèðîâàííûõ ÔÏ r

(n)
m = [r

(1)
m ]n = 1/(2m+1)n è âñå, êðîìå íóëåâîãî, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞,à ñàìà ÔÏ � ê ñâîåìó ïåðâîìó ñëàãàåìîìó.Âû÷èñëåíèÿ ïðîäåëàíû â ðàáîòå [37℄. Íà ðèñ. 8, âçÿòîì èç ýòîé ðàáîòû, âèäíî, êàê áûñòðî ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè

RI. Ïðèìåðíî òàê æå âåäåò ñåáÿ è ÔÏ RIII.à á
R

(n)
I (x, 0)

√
π R

(n)
I (x, 1)

√
πe
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−2.0 −1.0 0.0 1.0 2.0
0.0
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n = 1 2
∞

n = ∞21
x�èñ. 8. Ïîñëåäîâàòåëüíûå èòåðàöèè �óíêöèè RI(x, x1):à � ïðè x1 = 0; á � ïðè x1 = 1.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðâûå ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèé ñîâïàäàþò ñ �îðìóëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè çàêîí ÏÏ×. Âñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ (59) äëÿ RI � ýòî ïðîèçâåäåíèå äîïëåðîâñêèõ ïðî�èëåé e−x2−(x′)2/π, â ñëó÷àå (65) äëÿ RIII� ïðîèçâåäåíèå �îéãòîâñêèõ U(a, x)U(a, x′). Ñëó÷àé ÔÏ RIII íå ñòîëü ïðîçðà÷åí, òàê êàê �óíêöèè (66), ïîêîòîðûì èäåò ðàçëîæåíèå â (65), íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (54), ïîïðàâî÷íàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ñîäåðæèò èíòåãðàë îò ðàçíîñòè ìåæäó ÔÏè åå ÏÏ× ïðåäåëîì, ïîýòîìó îíà îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé. Íà ýòîì îáñòîÿòåëüñòâå îñíîâàíïðèáëèæåííûé ñïîñîá ó÷åòà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå ïðè ÔÏ RI, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì ìåòîäà Ñîáîëåâàäëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðâîå ðàññåÿíèå ó÷èòûâàåòñÿ ñ òî÷íîé ÔÏ,à âñå ìíîãîêðàòíûå � â ïðèáëèæåíèè ÏÏ×. 115



Äðóãîé ñïîñîá äåìîíñòðàöèè áëèçîñòè ðàññåÿíèÿ ñ RI ê ïîëíîìó ïåðåðàñïðåäåëåíèþ îñíîâàí íà ìåòîäåìàñøòàáèðîâàíèÿ.Ñðàâíèì àñèìïòîòèêó (73) ñ àñèìïòîòèêîé ÿäåðíîé �óíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ ïðè ÏÏ×.Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ �îðìóëîé (130) èç ãëàâû 4. Â ÿäðå ëèíèè îíè îäíîãî ïîðÿäêà. Îäíàêîâ êðûëå îáîáùåííàÿ ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì äîïëåðîâñêàÿ. Ïîýòîìó â âûðàæåíèè (55) ïîäèíòåãðàëîì äîñòàòî÷íî îñòàâèòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå ×Ï×.Ïðîèçâåäåì ìàñøòàáèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (55). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ïîëíîãî ïåðåðàñ-ïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ, ñëåäîâàëî áû âû÷åñòü ïîä èíòåãðàëîì èç S(τ ′) çíà÷åíèå S(τ),âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû, à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó λ → 1. Îäíàêî äëÿ îöåíêè ïîðÿäêà âåëè-÷èí ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî àñèìïòîòèêà óñðåäíåííîé �óíêöèè èñòî÷íèêîâïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå S(τ) ∼ S∗(Λ)S~(τ/Λ, τβ), ãäå äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ
Λ =

λ

4

√

π

ln(1/(1 − λ))

1

1 − λ+ (2λβ/
√
π)
√

ln(1/β)
. (78)Ïîäñòàâèì â �îðìóëó (55) óêàçàííóþ àñèìïòîòèêó �óíêöèè S(τ ′) è àñèìïòîòèêó ÿäåðíîé �óíêöèè (73),óñòðåìèì λ → 1, β → 0, τ → ∞ è x → ∞ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî Λ → ∞, Q = τ/Λ = const, s = τβ = constè w = τe−x2

= const. Òîãäà ln τ = ln(QΛ) ∼ ln Λ, x =
√

ln(QΛ/w) ∼
√

ln Λ è èç �îðìóëû (55) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
S1(τ, x) ∼

λ

2
S∗(Λ)

1

ln Λ

∞
∫

−∞

S~(Q′, s′)Kas
I (|Q′ −Q|, w, s)dQ′. (79)Ïîñêîëüêó èíòåãðàë îñòàåòñÿ ïîðÿäêà 1, àñèìïòîòèêà ïîïðàâî÷íîé �óíêöèè èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü

1/ lnΛ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà �óíêöèÿ ïðè áîëüøèõ Λ îêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøåé, ÷åì óñðåäíåííàÿ,÷òî è äîêàçûâàåò áëèçîñòü äâóõ âèäîâ ðàññåÿíèÿ: ñ ÏÏ× è ñ ÔÏ RI. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ÔÏ RIII áîëååñëîæíà, íî ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó [93℄.Ñîâñåì äðóãèå âûâîäû áûëè ñäåëàíû ïî îòíîøåíèþ ê ÔÏ RII. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê ðåøåíèé ñíà÷àëàíàéäåì àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ÔÏ.6. Àñèìïòîòèêè �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RII(x, x
′). Ýòó �óíêöèþ

RII(x, x
′) =

1

π3/2

∞
∫

r

e−u2

du

[

arctg
xm + u

a
− arctg

xM − u

a

]

, (80)ãäå xm = min(|x|, |x′|), xM = max(|x|, |x′|), r = |x − x′|/2, îöåíèì â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè, ò. å. ïðè a ≪ 1,
x ∼ x′ ≫ 1. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ u = y + r ïîëó÷èì

RII(x, x
′) =

1

π3/2

∞
∫

0

e−(y+r)2dy

[

arctg
y + s

a
− arctg

s− y

a

]

, (81)ãäå s = (x+ x′)/2.�àçîáüåì èíòåãðàë íà äâà ïî äâóì ïðîìåæóòêàì: [0, s] è [s,∞). Â ïåðâîì, ñ÷èòàÿ s≫ 1, ðàçíîñòü àðêòàíãåíñîâîöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
arctg

y + s

a
− arctg

s− y

a
= arctg

2y/a

1 + (s2/4 − y2)/a2
∼ 2ay

s2
. (82)Òàêàÿ îöåíêà îøèáî÷íà â îáëàñòè y ∼ s ≫ 1, íî ïðè áîëüøèõ y ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ìàëà èç-çà ìàëîñòèýêñïîíåíòû. Âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðè y > s ìîæíî îáà àðêòàíãåíñà â ñèëó ìàëîñòè a çàìåíèòü íà èõ çíà÷åíèÿïðè y = ∞, ÷òî â ñóììå äàåò π. Èòàê,

RII(x, x
′) ∼ Ras

II (x, x
′) = Ra(x, x′) +RI(x, x

′). (83)Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå � ðàññìîòðåííàÿ âûøå ÔÏ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäåëó RII ïðè a → 0, à ïåðâîå ïðîïîð-öèîíàëüíî a è ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç �óíêöèþ îøèáîê:
Ra(x, x′)=

a

π3/2s2

[

e−r2−e−(s+r)2−
√
πr (Erfc(r)−Erfc(s+r))

]

, (84)ãäå
Erfc(z) =

2√
π

∞
∫

z

e−t2dt. (85)116



Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî s≫ 1, óïðîñòèì ýòî âûðàæåíèå:
Ra(x, x′) =

a

π3/2s2

[

e−r2 − r
√
πErfc(r)

]

. (86)Â ïðåäñòàâëåíèè (83) âòîðîå ñëàãàåìîå ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå (70) áûñòðî (ýêñïîíåíöèàëüíî) óáûâàåò ñ ÷à-ñòîòîé. Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïåðåìåííûå s è r ðàçäåëèëèñü, è ñ ðîñòîì s îíî óáûâàåò êàê 1/s2. ßñíî, ÷òî âòîðîåñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ÔÏ â äîïëåðîâñêîì ÿäðå ëèíèè, à ïåðâîå � â êðûëüÿõ.�ðàíèöåé, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè äåéñòâèÿ äâóõ ñëàãàåìûõ â (83), ìîæåò ñëóæèòü ÷àñòîòà xb, ïðè êîòîðîéîíè ñðàâíèâàþòñÿ, åñëè r ≪ 1, à s ∼ x ≫ 1. Ýòà ÷àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùåãî èç (70) è(86):
1√
π

e−x2
b

2xb
=

a

π3/2x2
b

, xbe
−x2

b =
2a

π
. (87)Îòìåòèì, ÷òî è �óíêöèÿ Ôîéãòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìÿ ðàçíûìè �óíêöèÿìè â ÿäðå è â êðûëüÿõ. Åñëè ÷àñòîòàíåâåëèêà, òî U(a, x) ïðè ìàëûõ a ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ äîïëåðîâñêèì ïðî�èëåì, à â êðûëüÿõ çíàìåíàòåëü ïîäèíòåãðàëîì ïî÷òè ðàâåí x2, êàêîâîå çíà÷åíèå è ìîæåò áûòü âûíåñåíî çà çíàê èíòåãðàëà, ïîñëå ÷åãî èíòåãðàëâû÷èñëÿåòñÿ è ðàâåí √

π. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî
U(a, x) ∼











1√
π
e−x2 ïðè 0 ≤ |x| ≤ xd,

a

πx2
ïðè |x| ≥ xd.

(88)Çäåñü â êà÷åñòâå ãðàíèöû xd òàêæå ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ÷àñòîòà, ãäå çíà÷åíèÿ �óíêöèè, âû÷èñëåííûå ïî îáåèì�îðìóëàì, ñîâïàäàþò:
x2

de
−x2

d =
a√
π
. (89)Çíà÷åíèÿ xb ìåíüøå, ÷åì xd, íî èìåþò îäèíàêîâóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêèïî a≪ 1: ∼√ln(1/a).Åùå îäíà âîçìîæíîñòü âûáðàòü ãðàíè÷íóþ òî÷êó xi ìåæäó äâóìÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè �óíêöèè Ôîéãòà � ýòîïîòðåáîâàòü, ÷òîáû èíòåãðàë îò åå ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íî ðàâíÿëñÿ 1:

∞
∫

−∞

U(a, x)dx =
2√
π

xi
∫

0

e−y2

dy +
a

π

∞
∫

xi

dx

x2
= 1 − 2√

π

∞
∫

xi

e−y2

dy +
a

π

∞
∫

xi

dx

x2
. (90)Îöåíèâ ïåðâûé èíòåãðàë àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøîì àðãóìåíòå, âû÷èñëèâ âòîðîé èíòåãðàë òî÷íî è ïðèðàâíÿâðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

e−x2
i

√
πxi

=
2a

πxi
, xi =

√

ln

√
π

2a
(91)ñ òîé æå çàâèñèìîñòüþ ãðàíè÷íîé òî÷êè îò a.Îáîçíà÷èì îáùóþ ÷àñòü àñèìïòîòèê òðåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ÷åðåç x∗ =

√

ln(1/a) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâåîáëàñòè ÷àñòîò: |x| < x∗ è |x| > x∗. Â ïåðâîé âìåñòî ÔÏ RII ïðèìåì RI, à âî âòîðîé � ÔÏ Ra.Íà ðèñ. 9 è 10 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ RII(x, x1)/U(a, x) îò x ïðè íåñêîëüêèõ x1 èäâóõ çíà÷åíèÿõ �îéãòîâñêîãî ïàðàìåòðà a. Èç íèõ âèäíî, ÷òî, äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìàëûõ x1 �óíêöèÿ ïîõîæàíà RI(x, x1) è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âåäóò ñåáÿ â ÿäðå ëèíèè ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó, ò. å. ìàëî îòëè÷àþòñÿ îòïîëó÷àåìûõ â ïðèáëèæåíèè ÏÏ×. Ïðè áîëüøèõ x1 ïèê ÔÏ ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó çíà÷åíèÿ x1, ïðè÷åì ñòàíîâèòñÿòåì îñòðåå, ÷åì áîëüøå x1. Íà ýòîì îñíîâàíî ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîéòåîðèè ×Ï× ñ ýòîé ÔÏ.7. Àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RII. Â ýòîì ïóíêòå ìû ñëåäóåìðàáîòå Äæ.Õàððèíãòîíà [96℄. �àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû è äëÿ âûÿâëåíèÿ ý��åêòîâ èìåííî ðàññåÿíèÿ â ëèíèèìîäåëü ðàññåÿíèÿ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå áåç ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå.Ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
S(τ, x) = S0(τ) +

λ

2

∞
∫

−∞

dx1
RII(x, x1)

U(a, x)

∞
∫

−∞

E1(α(x1)|τ − τ1|)S(τ1, x1)dτ1, (92)îïèñûâàþùåìó ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå äâàæäû äè��óçèîííîå ïðèáëè-æåíèå. Îñíîâàíèåì ê åãî ïðèìåíåíèþ ÿâëÿåòñÿ áûñòðîå óáûâàíèå �óíêöèè RII(x, x1) ñ óäàëåíèåì ÷àñòîòû x1117



RII(x, x1)/U(a, x1)
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x�èñ. 9. Ïîâåäåíèå îòíîøåíèÿ RII(x, x1)/U(a, x1)ïðè a = 0.001 è ðàçëè÷íûõ x1.
RII(x, x1)/U(a, x1)
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x�èñ. 10. Ïîâåäåíèå îòíîøåíèÿ RII(x, x1)/U(a, x1)ïðè a = 0.1 è ðàçëè÷íûõ x1.îò x è áûñòðîå óáûâàíèå �óíêöèè E1(α(x)|τ − τ1|) ñ óäàëåíèåì ãëóáèíû τ1 îò τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññðàññåÿíèÿ ñóùåñòâåííî ëîêàëåí è ïî ïðîñòðàíñòâó, è ïî ÷àñòîòå. Ââèäó óêàçàííîãî îáñòîÿòåëüñòâà �óíêöèþèñòî÷íèêîâ, ñòîÿùóþ â (92) ïîä èíòåãðàëîì, ðàñêëàäûâàåì ïî τ è ïî x ïî �îðìóëå Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà:
S(τ1, x1)=S(τ, x)+

∂S(τ, x)

∂τ
(τ1−τ)+

∂S(τ, x)

∂x
(x1−x)+

1

2

∂2S(τ, x)

∂τ2
(τ1−τ)2+

1

2

∂2S(τ, x)

∂x
(x1−x)2+

∂2S(τ, x)

∂τ∂x
(τ1−τ)(x1−x).(93)Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ïî ãëóáèíå ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâíîñèëüíîïðèìåíåíèþ ìåòîäà Ýääèíãòîíà, êîòîðûé ìû â ãëàâå 2 ïðèìåíÿëè ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàçëîæåíèÿ (93) â óðàâíåíèå (92) óáåæäàåìñÿ, ÷òî èíòåãðàëû ïî ãëóáèíå ëåãêî âû÷èñ-ëÿþòñÿ, ïðè÷åì èíòåãðàëû ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè ðàçíîñòè τ1 − τ ðàâíû íóëþ:

∞
∫

−∞

E1(α(x)|τ1 − τ |)(τ1 − τ)ndτ1 =

∞
∫

−∞

E1(α(x)|τ |)τndτ =
1 + (−1)n

αn+1(x)

n!

n+ 1
. (94)Àíàëîãè÷íî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÷åòûðå èíòåãðàëà ïî ÷àñòîòå x1. Òðè èç íèõ èìåþò âèä

In(x) =

∞
∫

−∞

(x1 − x)nRII(x, x1)

U(a, x)
dx1, n = 0, 1, 2 , (95)

118



à ÷åòâåðòûé
I∗(x) =

∞
∫

−∞

RII(x, x1)

U(a, x)α2(x1)
dx1. (96)Ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõ èíòåãðàëîâ ñ÷èòàåì, ÷òî x > x∗, è âìåñòî ÔÏ RII ïîäñòàâëÿåì Ra, à âìåñòî U(a, x) �åå àñèìïòîòèêó a/πx2. Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x1 = x + 2u. Òîãäà s = |x + u|, à îòíîøåíèå

x2/s2 = 1/(1 + u/x)2 ìîæíî çàìåíèòü íà 1 − 2u/x. Ïðèâîäèì òàêæå èíòåãðàëû ê ïðîìåæóòêó [0,∞), ñäåëàâ âèíòåãðàëå ïî (−∞, 0] çàìåíó u→ −u. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
In(x) ∼ 2n+1

√
π

∞
∫

0

[

[1 + (−1)n] − 2

x
[1 − (−1)n]u

]

undu



e−u2 − 2u

∞
∫

u

e−t2dt



 =

=
2n+1

√
π

[

1 + (−1)n

2
Γ

(

n+ 1

2

)

1

n+ 2
− 2

x

1 − (−1)n

2
Γ

(

n+ 2

2

)

1

n+ 3

]

. (97)Íåîáõîäèìûå íàì èíòåãðàëû I0(x) = I2(x) = 1, I1(x) = −1/x.×åòâåðòûé èíòåãðàë (96) ðàâåí 1/α2(x) ∼ π2x4U2(a, 0)/a2, òàê êàê ïðè çàìåíå x1 = x + 2u ïîïðàâêà, ïðî-ïîðöèîíàëüíàÿ u, áóäåò áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì âòîðîé ïîðÿäîê, äî êîòîðîãî ó íàñ ïðîèçâåäåíîðàçëîæåíèå (93).Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
(1 − λ)S(τ, x) − S0(τ) =

λ

3

1

α2(x)

∂2S

∂τ2
+ λ

(

1

2

∂2S(τ, x)

∂x2
− 1

x

∂S(τ, x)

∂x

)

. (98)Äæ.Õàððèíãòîí [96,97℄ ïðè ïîìîùè âûâåäåííîãî èì àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (98) ïîëó÷èë ðåøå-íèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïåðåíîñà. Ìû æå çäåñü îãðàíè÷èìñÿ âûÿâëåíèåì çàâèñèìîñòè õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí îòïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìåòîäîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ.8. Ìàñøòàáèðîâàíèå ïðè ÔÏ RII. Ââåäåì ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè â àðãóìåíòû è �óíêöèè, âõîäÿùèå âóðàâíåíèå (98):
τ = τ~Q, x = x~ξ, (99)

S0(τ) = S0
∗(τ~)S~0(Q), S(τ, x) = S∗(τ~, x~)S~(Q, ξ), (100)è ïîäñòàâèì èõ â ýòî óðàâíåíèå. Óñòðåìèì λ → 1 è ïîäáåðåì ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè òàê, ÷òîáû óðàâíåíèåîñòàâàëîñü êîíå÷íûì. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè íà S∗(τ~, x~)/x~2 è ïðèðàâíÿåì çàâèñÿùèå îòïàðàìåòðîâ êîý��èöèåíòû åäèíèöå:

(1 − λ)x~2 = 1,
S0
∗(τ~)

S∗(τ~, x~)
x~2 = 1,

1

3

π2x~6U2(a, 0)

a2τ~2 = 1. (101)Èç (101) ñëåäóåò, ÷òî íàäî ïîëîæèòü
x~ =

1√
1 − λ

, τ~ =
π√
3

U(a, 0)

a

1

(1 − λ)3/2
, S∗(τ~, x~) =

S0
∗(τ~)

1 − λ
. (102)Ïîñëå ýòîãî �îáåçðàçìåðåííîå� àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

S~(Q, ξ) − S~0(Q) = ξ4
∂2S~(Q, ξ)

∂Q2
+

1

2

∂2S~(Q, ξ)

∂ξ2
− 1

ξ

∂S~(Q, ξ)

∂ξ
. (103)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè â ëèíèè ñ ÔÏ RII ïîâåäåíèå ðåøåíèé â êðûëå ëèíèè êîðåííûì îáðàçîìîòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðîå ìû íàáëþäàëè â ñëó÷àå ïîëíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå, è áëèæå ê ìîíî-õðîìàòè÷åñêîìó. �àññåÿíèå íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð ïî ãëóáèíå è ïî ÷àñòîòå, òî÷íåå ïåðåìåùåíèå �îòîíà ïîãëóáèíå è ïî ÷àñòîòå ñîâåðøàåòñÿ äè��óçèîííûì îáðàçîì. �àçëè÷àþòñÿ è õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû. Ìàñøòàáïî ãëóáèíå ñ ïðèáëèæåíèåì ðàññåÿíèÿ ê êîíñåðâàòèâíîìó âîçðàñòàåò êàê (1 − λ)−3/2, à íå êàê (1 − λ)−1/2, ÷òîñîîòâåòñòâóåò ÏÏ× ñ �îéãòîâñêèì ïðî�èëåì, ïðè êîòîðîì γ = 1/4, Λ = [λ

√

2πaU(a, 0)/[3(1−λ)1/2]. Õàðàêòåð-íûå ìàñøòàáû ïî ÷àñòîòå òàêæå ðàçíûå: ïðè ÏÏ× â êðûëå ëèíèè x~ = (πΛ/[aU(a, 0))1/2] ∝ (1 − λ)−1/4, à ïðè×Ï× ñ ÔÏ RII, êàê ìû âèäèì, x~ ∝ (1 − λ)−1/2.�àçëè÷àþòñÿ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âèäå ÷àñòè÷íîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿïî ÷àñòîòå ïðî�èëè ëèíèé âåäóò ñåáÿ èíà÷å, ÷åì ïðè ïîëíîì. Òî÷íåå, êàê îòìå÷àåòñÿ â êíèãå Ä.Ìèõàëàñà119



[45℄, â ïðèáëèæåíèè ÏÏ× îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîäîãíàòü ðàññ÷èòàííûå ïðî�èëè ê íàáëþäàåìûì ïóòåìâûáîðà çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò ãëóáèíû. Îäíàêî, õîä èçìåíåíèÿ ïðî�èëåé ñèëüíûõ ëèíèé ïî äèñêó çâåçäû(Ñîëíöà) íå óäàåòñÿ îïèñàòü îäíèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû ïðè ÏÏ× è íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå ×Ï× ñ�óíêöèåé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RII.� 5.3. �ëîáàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ1. Îïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì íåêîòîðûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ â ñðåäå â öåëîì,óñëîâíî íàçâàâ òàêèå âåëè÷èíû ãëîáàëüíûìè.Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîì ñëîå â ëèíèè ñ ïðîèçâîëüíûì çàêîíîì ïåðå-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì è íàïðàâëåíèÿì
η
dI(τ,ω, x)

dτ
= −[α(x) + β]I(τ,ω, x) +B(τ,ω, x). (104)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: τ � îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà â öåíòðå ëèíèè, η � êîñèíóñ óãëà ìåæäóíàïðàâëåíèÿìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ω è óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû, x � áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðàëèíèè, α(x) � ïðî�èëü ïîãëîùåíèÿ, β � äîëÿ ïîãëîùåíèÿ â êîíòèíóóìå îò ïîãëîùåíèÿ â öåíòðå ëèíèè, I(τ,ω, x)� èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåíñèâíîñòü:

B(τ,ω, x) = Bs(τ,ω, x) +
λ

4π

∞
∫

−∞

dx′
∫

d2ω′R(x, x′, µ)I(τ,ω′, x′). (105)Êàê îáû÷íî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ µ = ωω
′.Ýòà �óíêöèÿ ïîä÷èíåíà óñëîâèþ

∞
∫

−∞

dx

∫

d2ω

4π
R(x, x′, µ) = α(x′). (106)Âñåãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöàõ ñëîÿ ïðè τ = 0è τ = τ0, òàê êàê ìîæíî âûäåëèòü ïðÿìîå èçëó÷åíèå.Ñëåäóÿ [102℄, îïðåäåëèì ïÿòü âåëè÷èí:

Es =

τ0
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

dx

∫

Bs(τ,ω, x)d
2ω, (107)

ER =

τ0
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

dx

∫

B(τ,ω, x)d2ω, (108)
EL = (1 − λ)

τ0
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

α(x)dx

∫

I(τ,ω, x)d2ω, (109)
Ec = β

τ0
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

dx

∫

I(τ,ω, x)d2ω, (110)
Ee =

∞
∫

−∞

dx

∫

η [I(τ0,ω(η > 0), x) − I(0,ω(η < 0), x)]d2ω. (111)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè íàõîäèòñÿ ïîòîê â íàïðàâëåíèè ÷åðåç ãðàíèöû, ïîýòîìó èíòåãðàëû ó ãðàíèö ðàñïðî-ñòðàíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóñ�åðû.Î÷åâèäåí ñìûñë ââåäåííûõ âåëè÷èí: Es � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ ïåðâè÷íûìè âíóòðåííèìè èñòî÷íè-êàìè èçëó÷åíèÿ â ñëîå â åäèíèöó âðåìåíè â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü ãðàíèöû, ò. å. ïîëíàÿ ìîùíîñòüèñòî÷íèêîâ; ER � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ â ñëîå òàêæå â åäèíèöó âðåìåíè è íà åäèíèöó ïëîùàäè ãðàíèöû(êàê è âñå îñòàëüíûå âåëè÷èíû), ò. å. ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ, ñîçäàþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå âñåõ ðàññåÿíèé; EL �ýíåðãèÿ �îòîíîâ, êîòîðûå �ïîãèáàþò� äëÿ ðàññåÿíèÿ, ò. å. èõ ýíåðãèÿ ïåðåõîäèò â äðóãèå âèäû ýíåðãèè, â ðå-çóëüòàòå èñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ â ëèíèè (íåïåðåèçëó÷åíèÿ); Ec � ýíåðãèÿ, ïîãëîùàåìàÿ â êîíòèíóóìå â õîäåïîëåòà �îòîíîâ ìåæäó ðàññåÿíèÿìè â ëèíèè; íàêîíåö, Ee � ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ, ïîêèäàþùåãî ñëîé â ðåçóëüòàòåâûõîäà ÷åðåç åãî ãðàíèöû. 120



2. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóââåäåííûìè âåëè÷èíàìè. Îäíî èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ñó÷åòîì ðàâåíñòâà (106):
ER = Es + λ

τ0
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

α(x′)dx′
∫

I(τ,ω′, x′)d2ω′ = Es +
λ

1 − λ
EL. (112)Âòîðîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà:

Ee = −Ec − EL

1 − λ
+ ER. (113)Èç äâóõ çàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Es = Ee + EL + Ec, (114)îòðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: ýíåðãèÿ, ïîñòàâëÿåìàÿ èñòî÷íèêàìè, ðàñõîäóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:÷àñòü åå âûõîäèò èç ñëîÿ, ÷àñòü ïîãëîùàåòñÿ â ëèíèè, à ÷àñòü â êîíòèíóóìå.Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ïÿòüþ ââåäåííûìè âåëè÷èíàìè èìååòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ, ò. å. íåçàâèñèìûìè ÿâëÿ-þòñÿ òðè âåëè÷èíû. Âåëè÷èíà ýíåðãèè èñòî÷íèêîâ Es èçâåñòíà, ïîýòîìó íàäî íàéòè äâå. Âìåñòî ýíåðãèé ìîæíîââåñòè äâà äðóãèõ ïîëåçíûõ ïîíÿòèÿ.3. Ñðåäíèå âåëè÷èíû. Óïîìÿíóòûå äâå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç óæå ââåäåííûå. Îäíà èç íèõ �ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé �îòîíà â ñëîå:
N =

ER

Es
. (115)Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, êîòîðîå èçëó÷àåòñÿ â ñëîå, ïðåâîñõîäèò èçëó÷àåìîå ïåðâè÷íûìè èñòî÷íèêàìè èìåííî âîñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî â ñðåäíåì ðàññåÿíèé èñïûòàë êàæäûé ðîæäåííûé â ñëîå �îòîí.Ïðè îïðåäåëåíèè (115) ïåðâîå èçëó÷åíèå �îòîíà ñ÷èòàåòñÿ óæå ðàññåÿíèåì. Èíîãäà ñðåäíèì ÷èñëîì ðàññå-ÿíèé íàçûâàþò âåëè÷èíó

〈N〉 =
λ

1 − λ

EL

Es
= N − 1, (116)èñêëþ÷àÿ ïåðâîíà÷àëüíîå èçëó÷åíèå èç ÷èñëà ðàññåÿíèé.Äðóãàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîöåññ ïåðåíîñà ýíåðãèè, � ñðåäíÿÿ äëèíà ïóòè, ïðîõîäèìîãî �îòî-íàìè îò ðîæäåíèÿ äî âûõîäà èç ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ:

l =
Ec
βEs

. (117)Ïîñòîÿííàÿ β ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ Ec ñîêðàùàåòñÿ, òàê ÷òî îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë è ïðè β = 0.Ââåäåííûå âåëè÷èíû ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðàâåíñòâî (114) òàê:
Es = Ee +

[

1 − λ

λ
〈N〉 + βl

]

Es. (118)Ïðîùå âñåãî ýòî ðàâåíñòâî âûãëÿäèò â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ñðåäû, èç êîòîðîé �îòîíû íå âûõîäÿò. Òîãäà Ee = 0,è ïðè ëþáûõ èñòî÷íèêàõ îêàçûâàåòñÿ
(1 − λ)N + λβl = 1, (119)÷òî îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî â áåñêîíå÷íîé ñðåäå �îòîí îáÿçàòåëüíî ïîãëîùàåòñÿ â ëèíèè èëè êîíòèíóóìå ñâåðîÿòíîñòÿìè, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì ñëåâà.Èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ ïî ÷èñëó ðàññåÿíèé è èõ ñðåäíåãî ÷èñëà ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòî-ðîâ, íà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Â.À.Àìáàðöóìÿíà [3℄ è Â.Â.Ñîáîëåâà [74,75℄ (ñì. òàêæå [60℄). Ïîíÿòèåñðåäíåãî ïóòè �îòîíà ââåë Â.Â.Èâàíîâ [32℄.Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå è ÷àñòíûå âèäû èñòî÷íèêîâ.4. �åçîëüâåíòà è �óíêöèÿ �ðèíà. �àññìàòðèâàåì ïî-ïðåæíåìó ðàññåÿíèå â ïëîñêîé àòìîñ�åðå. Çàïèøåìîáùåå ñîîòíîøåíèå âèäà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ G è �óíêöèåé èñòî÷íèêîâ Γ, íåó÷èòûâàþùåå (äëÿ ïðîñòîòû) àçèìóòàëüíîé çàâèñèìîñòè:

µ
dG(τ, µ, x)

dτ
= −[α(x) + β]G(τ, µ, x) + Γ(τ, µ, x). (120)121



Íà èíòåíñèâíîñòü íàëîæèì íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
G(0, µ, x) = 0 ïðè µ > 0, G(τ0, µ, x) = 0 ïðè µ < 0. (121)Êîíêðåòèçàöèÿ çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â óðàâíåíèè ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü ïåðâè÷íûå èñòî÷íèêè èçëó÷å-íèÿ èìåþò âèä ïðîèçâåäåíèÿ δ-�óíêöèé:

Γ(τ, µ, x) = δ(τ − τ1)δ(µ− µ1)δ(x − x1) +
λ

2

1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′R(µ, x;µ′, x′)G(τ, µ′, x′). (122)Äëÿ �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðåæíåå óñëîâèå
1

2

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

R(µ, x;µ′, x′)dx = α(x′). (123)Îáå �óíêöèè G è Γ áóäåì íàçûâàòü �óíêöèÿìè �ðèíà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, äîáàâëÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòèóòî÷íåíèÿ: äëÿ ïåðâîé � èíòåíñèâíîñòü, äëÿ âòîðîé � �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ. Èõ àðãóìåíòû τ1, µ1 è x1 íåóêàçûâàåì òàêæå äëÿ êðàòêîñòè.Ïðåæäå ÷åì èäòè äàëüøå, ââåäåì îäíî äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå:
s(y) = e−y 1 + sgn(y)

2
=

{

e−y, y > 0,
0, y < 0.

(124)Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë îò ýòîé �óíêöèè
s′(y) = −s(y) + δ(y),

∫

s(y)dy = −s(y) +
sgn(y)

2
. (125)Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

τ0
∫

0

s(y(τ − τ ′))dτ ′ =
1

|y| −
1

y
[s(yτ) − s(y(τ − τ0))], (126)

τ0
∫

0

s(y(τ ′ − τ))dτ ′ =
1

|y| −
1

y
[s(y(τ0 − τ)) − s(−yτ)]. (127)Ïðè ïîìîùè ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (120) ìîæíî çàïèñàòü åäèíîé �îðìó-ëîé:

G(τ, µ, x) =
1

|µ|

τ0
∫

0

s

(

α(x) + β

µ
(τ − τ ′)

)

Γ(τ ′, µ, x)dτ ′. (128)Ïîäñòàâèâ åãî â (122), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Γ(τ, µ, x) = δ(τ − τ1)δ(µ− µ1)δ(x − x1) + λ

τ0
∫

0

dτ ′
1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′K(τ − τ ′;µ, x;µ′, x′)Γ(τ ′, µ′, x′). (129)ßäðî óðàâíåíèÿ â íîâîì îáîçíà÷åíèè òàêæå äàåòñÿ åäèíîé �îðìóëîé
K(τ−τ ′;µ, x;µ′, x′)=

1

2|µ′|s
(

α(x′)+β

µ′
(τ−τ ′)

)

R(µ, x;µ′, x′). (130)Ââåäåì òðè âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîñóììèðîâàííûå (ïðîèíòåãðèðîâàííûå) ñ ðàçíûìè âåñàìè�óíêöèè �ðèíà-èíòåíñèâíîñòè:
G(τ) =

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dxG(τ, µ, x), (131)
Gα(τ) =

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dxα(x)G(τ, µ, x), (132)
Gµ(τ) =

1
∫

−1

dµµ

∞
∫

−∞

dxG(τ, µ, x), (133)122



è îäèí èíòåãðàë, ñâÿçàííûé ñ �óíêöèåé èñòî÷íèêîâ:
Γ(τ) =

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dxΓ(τ, µ, x) = δ(τ − τ1) + λ

τ0
∫

0

dτ ′
1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′α(x′)s

(

α(x′) + β

µ′
(τ − τ ′)

)

Γ(τ ′, µ′, x′). (134)Äëÿ ýòèõ èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç (120) è (122):
dGµ(τ)

dτ
= −Gα(τ) − βG(τ) + Γ(τ), (135)

Γ(τ) = δ(τ − τ1) + λGα(τ). (136)Èñêëþ÷åíèå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé �óíêöèè èñòî÷íèêîâ, êàê âñåãäà, äàåò çàêîí èçìåíåíèÿ ïîòîêà èçëó÷åíèÿ
dGµ(τ)

dτ
= −(1 − λ)Gα(τ) − βG(τ) + δ(τ − τ1). (137)Òåïåðü ïðåäñòàâèì íàøè �óíêöèè â âèäå ðÿäîâ Íåéìàíà.5. �àçëîæåíèÿ ïî êðàòíîñòÿì ðàññåÿíèÿ. �àçëîæèì �óíêöèè �ðèíà ïî ñòåïåíÿì âåðîÿòíîñòè âûæèâà-íèÿ �îòîíà [49℄:

G(τ, µ, x) =

∞
∑

n=0

λnGn(τ, µ, x), Γ(τ, µ, x) =

∞
∑

n=0

λnΓn(τ, µ, x). (138)Êàæäûå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óðàâíåíèÿì ïåðåíîñà è ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ, ÷òîè ñàìè �óíêöèè:
µ

dGn(τ, µ, x)

dτ
= −[α(x) + β]Gn(τ, µ, x) + Γn(τ, µ, x), n = 0, 1, ... , (139)

Γn(τ, µ, x) =
1

2

1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′R(µ, x;µ′, x′)Gn−1(τ, µ
′, x′), n = 1, 2, ... (140)Íóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ è èíòåíñèâíîñòè

Γ0(τ, µ, x) = δ(τ − τ1)δ(µ − µ1)δ(x− x1), (141)
G0(τ, µ, x) = s

(

α(x1) + β

µ1
(τ − τ1)

)

δ(x− x1)δ(µ − µ1)

|µ1|
. (142)Êàê è ðàíåå, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (139), îòëè÷àþùååñÿ ïî âèäó îò (128)òîëüêî íàëè÷èåì èíäåêñà n ó âõîäÿùèõ â íåãî �óíêöèé (êàê ñàìî óðàâíåíèå (139) îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãîóðàâíåíèÿ (120)). Àíàëîã èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ââèäó íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ λ ïðèíèìàåòâèä ñîîòíîøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

Γn(τ, µ, x) =

τ0
∫

0

dτ ′
1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′K(τ − τ ′;µ, x;µ′, x′)Γn−1(τ
′, µ′, x′). (143)Äëÿ óñðåäíåííîé �óíêöèè èñòî÷íèêîâ ïîëó÷àåì

Γn(τ) =

τ0
∫

0

dτ ′
1
∫

−1

dµ′

∞
∫

−∞

dx′α(x′)s

(

α(x′) + β

µ′
(τ − τ ′)

)

Γn−1(τ
′, µ′, x′). (144)Ñîãëàñíî îáû÷íîé èíòåðïðåòàöèè �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ � ýòî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ íà ãëóáèíå τ âíàïðàâëåíèè µ â ÷àñòîòå x (â τ, µ, x). Êîíå÷íî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòà ýíåðãèÿ ðàññ÷èòàíà íàåäèíè÷íóþ ïëîùàäü ãðàíèöû ñëîÿ, íà åäèíè÷íóþ îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó è íà åäèíèöó âðåìåíè, à òàêæå ïðîèí-òåãðèðîâàíà ïî àçèìóòó. Äåéñòâèòåëüíî, êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ εν â îáùåì ñëó÷àå � ýòî ýíåðãèÿ, êîòîðóþèçëó÷àåò åäèíèöà îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ÷àñòîò è åäèíè÷íîì òåëåñíîì óãëå. Ýíåð-ãèÿ, ðàâíàÿ ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû íà êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ, íàçûâàåìàÿ �óíêöèåé èñòî÷íè-êîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû ïëîñêîé ñðåäû è íà åäèíè÷íûéèíòåðâàë îïòè÷åñêèõ ãëóáèí, à òàêæå íà åäèíèöó âðåìåíè, åäèíèöó ÷àñòîòû è åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà. Áóäåì123



ãîâîðèòü äëÿ êðàòêîñòè îá èçëó÷åíèè â åäèíè÷íûõ èíòåðâàëàõ ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñ-ñåÿíèå â ëèíèè, ýíåðãèÿ �îòîíîâ ðàâíà èõ ÷èñëó, óìíîæåííîìó íà hν0, òàê ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîãî ìíîæèòåëÿâñå ðàâíî, î ÷åì ãîâîðèòü: î ÷èñëå �îòîíîâ èëè îá ýíåðãèè.Ïðè δ-îáðàçíûõ èñòî÷íèêàõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàñ÷åòå íà âñå åäèíè÷íûå èíòåðâàëû èçëó÷àåòñÿ îäèí�îòîí. Ïîýòîìó Γ(τ, µ, x) � ýòî ÷èñëî �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ â τ, µ, x ïîñëå âñåõ ðàññåÿíèé, ïðè óñëîâèè, ÷òî íàãëóáèíå τ1 â íàïðàâëåíèè µ1 è â ÷àñòîòå x1 ïåðâîíà÷àëüíî èçëó÷àåòñÿ îäèí �îòîí (îïÿòü â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷-íûå èíòåðâàëû âðåìåíè, ÷àñòîòû, òåëåñíîãî óãëà è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû). Â òîé æå èíòåðïðåòàöèè
λnΓn(τ, µ, x) � ÷èñëî �îòîíîâ, èçëó÷àþùèõñÿ â τ, µ, x ïðè òåõ æå èñòî÷íèêàõ, íî òîëüêî óæå èñïûòàâøàÿ nðàññåÿíèé.6. �àñïðåäåëåíèå ïî ÷èñëó ðàññåÿíèé. Âûäåëèì, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [49℄, òå �îòîíû (èëè òóýíåðãèþ), êîòîðûå èñïûòàëè ðîâíî n ðàññåÿíèé, òàê êàê èñïûòàâøèå n ðàññåÿíèé �îòîíû ìîãóò çàòåì ðàñ-ñåèâàòüñÿ è äàëåå. Ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ äëÿ íèõ çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè ïðîèñõîäèò îäíî èç òðåõ: �îòîí ïîãèáàåò,íå ïåðåèçëó÷èâøèñü â ëèíèè èëè ïîãëîòèâøèñü â êîíòèíóóìå, èëè æå âûõîäèò èç ñëîÿ. �àññìîòðèì âñå òðèâîçìîæíîñòè.Äîëÿ �îòîíîâ, âûøåäøèõ èç ñëîÿ, ñîñòàâëÿåò

µ

|µ| [s (y(τ0 − τ)) − s (−yτ)] = 1 − |y|
τ0
∫

0

s(y(τ ′ − τ))dτ ′, y =
α(x) + β

µ
. (145)Âòîðîå ðàâåíñòâî íàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (126). Äîëÿ ïîãëîùåííûõ ïðè ïðîöåññàõ â íåïðåðûâíîìñïåêòðå �îòîíîâ

β

τ0
∫

0

s (y(τ ′ − τ))
dτ ′

|µ| . (146)Íàêîíåö, äîëÿ íå ïåðåèçëó÷èâøèõñÿ â ëèíèè �îòîíîâ
(1 − λ)α(x)

τ0
∫

0

s (y(τ ′ − τ))
dτ ′

|µ| . (147)Ñëîæèâ òðè âåëè÷èíû, ïîëó÷èì äîëþ �îòîíîâ, èñïûòàâøèõ ðîâíî n ðàññåÿíèé:
1−[α(x)+β]

τ0
∫

0

s (y(τ ′ − τ))
dτ ′

|µ| +[(1−λ)α(x)+β]

τ0
∫

0

s (y(τ ′ − τ))
dτ ′

|µ| = 1−λα(x)

|µ|

τ0
∫

0

s

(

α(x) + β

µ
(τ ′ − τ)

)

dτ ′. (148)Âåëè÷èíà, âû÷èòàåìàÿ èç åäèíèöû, ýòî äîëÿ òåõ �îòîíîâ, êîòîðûå, óæå èñïûòàâ n ðàññåÿíèé, ïðîäîëæàþòïðîöåññ ðàññåÿíèÿ.×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèâåäåííûì äîëÿì êîëè÷åñòâà �îòîíîâ, ñëåäóåò óìíîæèòü ýòè äîëèíà ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ. Â ÷àñòíîñòè êîëè÷åñòâî �îòîíîâ, èñïûòàâøèõ ðîâíî n ðàññåÿíèé, ïðè çàäàííûõ
δ-îáðàçíûõ èñòî÷íèêàõ ðàâíî

λnΓn(τ, µ, x)



1 − λα(x)

|µ|

τ0
∫

0

s

(

α(x) + β

µ
(τ ′ − τ)

)

dτ ′



 . (149)Åñëè ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ïî ãëóáèíå, íàïðàâëåíèþ è ÷àñòîòå, òî ïî ýòèì ïåðåìåííûì âûðà-æåíèå (149) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ïîëó÷èòñÿ
λn

τ0
∫

0

Γn(τ)dτ − λn+1

τ0
∫

0

dτ

τ0
∫

0

dτ ′
1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dxα(x)Γn(τ, µ, x)s

(

α(x) + β

µ
(τ ′ − τ)

)

=

= λn

τ0
∫

0

Γn(τ)dτ − λn+1

τ0
∫

0

dτ ′Γn+1(τ
′) =

τ0
∫

0

dτ
[

λnΓn(τ) − λn+1Γn+1(τ)
]

. (150)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå (144).7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ è ñðåäíèå ÷èñëà. Âñåì âåëè÷èíàì, ïîÿâèâøèìñÿ â ïðåäûäóùåì ïóíê-òå, ìîæíî äàòü âåðîÿòíîñòíîå èñòîëêîâàíèå. Òàê, åñëè óìíîæèòü ïðîèçâåäåíèå (149) íà 2πdτdµdx, òî ïîëó÷èòñÿ124



âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí, ðîæäåííûé íà ãëóáèíå τ1 â íàïðàâëåíèè µ1 è ÷àñòîòå x1, áóäåò èñïóùåí â ñëîåòîëùèíîé dτ íà ãëóáèíå τ â òåëåñíîì óãëå 2πdµ îêîëî íàïðàâëåíèÿ µ â ïîëîñå ÷àñòîò øèðèíîé dx îêîëî ÷àñòî-òû x, èñïûòàâ ðîâíî n ðàññåÿíèé. Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ïîñëå n ðàññåÿíèé íà ëþáîé ãëóáèíå â ïðîèçâîëüíîìíàïðàâëåíèè è ñ êàêîé óãîäíî ÷àñòîòîé ðàâíà èíòåãðàëó (150). Åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå òàêèå èíòåãðàëû (íàé-òè ñóììó ïî âñåì n), òî ïîëó÷èòñÿ 1. Òàêèå ðåçóëüòàòû îáúÿñíÿþòñÿ èìåííî òåì, ÷òî âûáðàííûå èñòî÷íèêèñîîòâåòñòâóþò èçëó÷åíèþ îäíîãî �îòîíà ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûå èíòåðâàëû.Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ (149) è (150) äàþò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé �îòîíîâ ïî ÷èñëàì ðàññåÿíèé.Îïðåäåëèì òåïåðü øèðîêî èñïîëüçóåìóþ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé�óíêöèåé. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îäíàêî äëÿ íàñ óäîáíåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-ïëàñà.Íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ÷èñëà ðàññåÿíèé �îòîíîâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå e−pn ïðè ðàñ-ïðåäåëåíèè (149). Ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî âû÷èñëåíèå òàêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàâíîñèëüíî çàìåíå âîâòîðîì ðÿäó (138) âåëè÷èíû λ íà λe−p è óìíîæåíèè ðåçóëüòàòà íà (148). Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ϕ(τ, µ, x, p) = Γ(τ, µ, x)

∣

∣

∣

∣

∣

λ→ λe−p

[

1 − λα(x)

τ0
∫

0

s

(

α(x) + β

µ
(τ ′ − τ)

)

dτ ′

]

. (151)Çíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ, ìîæíî ëåãêî íàõîäèòü ñðåäíèå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëîðàññåÿíèé ïðè δ-îáðàçíûõ èñòî÷íèêàõ
n(τ, µ, x) = −ϕ′

p(τ, µ, x, 0) = λ
∂Γ(τ, µ, x)

∂λ



1 − λα(x)

τ0
∫

0

s

(

α(x) + β

µ
(τ ′ − τ)

)

dτ ′



 . (152)Îòñþäà íàõîäèòñÿ è ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé âî âñåì ñëîå âñåõ �îòîíîâ íåçàâèñèìî îò ãëóáèíû, íàïðàâëåíèÿè ÷àñòîòû. Ýòî èíòåãðàë
τ0
∫

0

dτ

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dxn(τ, µ, x)=λ
∂N

∂λ
−λ2 ∂

∂λ

τ0
∫

0

dτ
Γ(τ)−δ(τ − τ1)

λ
=

= λ
∂N

∂λ
−λ2 ∂

∂λ

N−1

λ
=λ

∂N

∂λ
−λ2

[

1

λ

∂N

∂λ
−N−1

λ2

]

=N−1. (153)Çäåñü ÷åðåç N îáîçíà÷åí èíòåãðàë N =

τ0
∫

0

dτΓ(τ). �åçóëüòàò, âûðàæàåìûé ðàâåíñòâîì (153), ìîæíî áûëî áûâûâåñòè ñðàçó èç ðàñïðåäåëåíèÿ (150).Åñëè ïåðâûì ðàññåÿíèåì ñ÷èòàòü ïåðâè÷íûé àêò èçëó÷åíèÿ, òî �óíêöèþ ϕ ñëåäóåò óìíîæèòü íà e−p, òîãäà
n áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1

λ

∂λΓ

∂λ
, à èíòåãðàë îò íåãî ïîëó÷èòñÿ ðàâíûì 1

λ

∂λN

∂λ
− ∂N

∂λ
= N .8. Ñðåäíèå ïðè ðàññåÿíèè ñ ïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå. Ïóñòü ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò ñïîëíûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòå. Òîãäà �óíêöèÿ R(x, µ;x1, µ1) = Aα(x)α(x1) è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüâìåñòî óðàâíåíèÿ (120) áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå � ñ èñòî÷íèêàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ãëóáèíû è ïðîïîðöè-îíàëüíûìè α(x), ò. å. óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèé �ðèíà âèäà

µ
dG(τ, τ1, µ, x)

dτ
= −[α(x) + β]G(τ, τ1, µ, x) + α(x)Γ∗(τ, τ1), (154)

Γ∗(τ, τ1) =
A

2

1
∫

−1

dµ

∞
∫

−∞

dx

1
∫

−1

dµ1

∞
∫

−∞

α(x1)dx1Γ(τ, µ, x), (155)Çäåñü ïðîèçâåäåíî ñóììèðîâàíèå ïî êîíå÷íûì ïàðàìåòðàì µ è x è óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíûì ïàðàìåòðàì µ1 è
x1. Ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé �îòîíà, ðîäèâøåãîñÿ íà ãëóáèíå τ1, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò τ1 è íåçàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è ÷àñòîòû. Ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé åñòü ïðîñòî èíòåãðàë îò (155) ïî τ :

N(τ1) =

τ0
∫

τ∗

Γ∗(τ, τ1)dτ. (156)125



Ïîñêîëüêó
Γ∗(τ, τ1) = δ(τ − τ1) + Γ(τ, τ1), (157)ãäå Γ(τ, τ1) � îáû÷íàÿ ðåçîëüâåíòà, òî â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì ðåçîëüâåíòû �óíêöèÿ N(τ) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ

N(τ) = 1 +
λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ − τ ′|)N(τ ′)dτ ′. (158)Ïðè âñåõ äðóãèõ èñòî÷íèêàõ ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíåå âçâåøåííîå ïî ðàñïðåäåëåíèþèñòî÷íèêîâ îò �óíêöèè N(τ).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ðàññåÿíèå â áåñêîíå÷íîé ñðåäå, ò. å. ïðè τ0 = −τ∗ = ∞. Â ñèëó åå îäíîðîäíîñòè ñðåäíåå÷èñëî ðàññåÿíèé N∞ íå çàâèñèò îò ãëóáèíû âîçíèêíîâåíèÿ �îòîíà. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (158) ñëåäóåò, ÷òîâåëè÷èíà N∞ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷àåìûì ìåòîäîì âûíåñåíèÿ:
N∞ =

1

1 − λ+ λ∆(β)
. (159)Èç ðàâåíñòâà (119) âûòåêàåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîé ñðåäå

l∞ =
∆(β)/β

1 − λ+ λ∆(β)
. (160)Ïðè β = 0 ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé N∞ = 1/(1 − λ), à l∞ = ∞. Íàïðîòèâ, ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè, íî ïðè

β > 0 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî l∞ = 1/β, ÷òî ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, à N∞ = 1/∆(β), ÷òî îïðåäåëÿåò åùå îäèí ñìûñë�óíêöèè ∆(β). Ïðè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè îáå ñðåäíèå âåëè÷èíû îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû çàâèñèìîñòü îò τ ñîõðàíÿåòñÿ:
N(τ) = D(τ, 0) = H(0)Ψ(τ), H(0) =

1
√

1 − λ+ λ∆(β)
, (161)

Ψ(τ) = 1 +

τ
∫

0

Φ(τ ′)dτ ′. (162)Ïðè τ = 0, ò. å. ïðè ðîæäåíèè �îòîíà íà ãðàíèöå, N(0) = H(0), à ïðè ðîæäåíèè åãî â ãëóáîêèõ ñëîÿõ ïîëóáåñêî-íå÷íîé ñðåäû ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé áëèçêî ê H2(0), ò. å. ê çíà÷åíèþ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå. Ïðè êîíñåðâàòèâíîìðàññåÿíèè ñðåäíåå ÷èñëî ðàññåÿíèé áåñêîíå÷íî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî ïóòè íåîáõîäèìî íàéòè âûõîäÿùååèçëó÷åíèå, ÷òî íå òàê ïðîñòî.� 5.4. �àññåÿíèå â ëèíèè â äâèæóùåéñÿ ñðåäå1. Âëèÿíèå äâèæåíèÿ íà ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ. Åñëè ðàññåèâàþùàÿ ñðåäà èñïûòûâàåò äâèæåíèå, òîïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â íåé óñëîæíÿåòñÿ. Áîëåå ñëîæíî çàïèñûâàåòñÿ è óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Äâèæåíèå íå îêàçûâàåòñèëüíîãî âëèÿíèÿ íà �îðìèðîâàíèå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, òàê êàê ñìåùåíèå âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ ãîðàçäîìåíüøå, ÷åì ïðîòÿæåííîñòü êîíòèíóóìà. Ïðè ðàññìîòðåíèè æå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè î÷åíü ñóùåñòâåííî,íåïîäâèæíà ðàññåèâàþùàÿ ñðåäà èëè äâèæåòñÿ. Îäíàêî, åñëè ñðåäà äâèæåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ êàê öåëîå,ò. å. åå ñîñòàâëÿþùèå ÷àñòè íå èçìåíÿþò ïîëîæåíèÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, òî òàêîå äâèæåíèå ïðèâîäèòïðîñòî ê ñìåùåíèþ âñåõ ÷àñòîò ëèíèè íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó. Òàêîé ñëó÷àé íå òðåáóåò íîâîãî ðåøåíèÿ.Èíà÷å îáñòîèò äåëî, êîãäà ñêîðîñòè îòäåëüíûõ îáúåìîâ ñðåäû èçìåíÿþò îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå. Ïðèñîõðàíåíèè ïëîñêîé ñèììåòðèè â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè.Çàäà÷è î ðàññåÿíèè ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà ñêîðîñòè â ñâÿçè ñ âîïðîñîì î äàâëåíèè èçëó÷åíèÿ â ïëàíå-òàðíûõ òóìàííîñòÿõ è ñâå÷åíèè íåñòàöèîíàðíûõ çâåçä íà÷àë èçó÷àòü Â.Â.Ñîáîëåâ [67℄, êîòîðûé ïðåäëîæèëý��åêòèâíûé ìåòîä èõ ðåøåíèÿ, èçëîæåííûé, íàïðèìåð, â êíèãàõ [68, 77℄. Çàòåì àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèåòàêèõ çàäà÷ ïðîäîëæèëè åãî ó÷åíèêè [8,16,17, 22℄.Â îáçîðå Â.Ï. �ðèíèíà [23℄ èçëîæåíû ìåòîä Ñîáîëåâà, äðóãèå ïðèáëèæåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ-÷åòà ïðî�èëåé ýìèññèîííûõ ëèíèé â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ è îïèñàíû ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ê èñòîëêîâàíèþ íàáëþ-äåíèé. Ñ.È. �ðà÷åâûì äàí ïîäðîáíûé îáçîð ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè [19℄. �åëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿè ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â êíèãå Ä.Ìèõàëàñà [45℄.Âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ ñëîåâ ñðåäû, êàê âñåãäà, ïðîÿâëÿþòñÿ äâà ý��åêòà: àáåððàöèÿ è ý��åêò Äîïëåðà.Ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ àáåððàöèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ý��åêò Äîïëåðà, èìåþùèé òîò æå ïîðÿäîê,126



ñìåùàåò ÷àñòîòó, è ýòèì ñìåùåíèåì òîæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, êîãäà ÷àñòîòà âõîäèò ìíîæèòåëåì â êàêóþ-ëèáîâåëè÷èíó. Îäíàêî îò ÷àñòîòû ñèëüíî çàâèñèò êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òîé æå ïðè÷èíå, ïîêîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ ý��åêò Äîïëåðà ïðè òåïëîâîì äâèæåíèè àòîìîâ ïðè âûâîäå çàêîíîâ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿïî ÷àñòîòå, èçìåíåíèå ÷àñòîòû íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ ãàçà.Ñìåùåíèå ÷àñòîòû ïðÿìî îòðàçèòñÿ íà ïðî�èëå ïîãëîùåíèÿ è �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ è ÷åðåç íèõ � íàèíòåíñèâíîñòè è �óíêöèè èñòî÷íèêîâ.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ñëó÷àå äâèæóùåéñÿ ñðåäû ìîæíî çàïèñûâàòü â îäíîé èç äâóõ ñèñòåì îòñ÷åòà. Îäíàèç íèõ ñâÿçûâàåòñÿ ñ íàáëþäàòåëåì, äðóãàÿ � ñî ñëîÿìè ñðåäû. Áóäåì íàçûâàòü èõ ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìîéíàáëþäàòåëÿ è ñîïóòñòâóþùåé. Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ýòèõ ñèñòåìàõ âûãëÿäÿò ïî-ðàçíîìó.Ïóñòü â ïëîñêîé ñðåäå ââåäåíû ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà τ � îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà â öåíòðå íåñìåùåííîéëèíèè � è õàðàêòåðèñòèêà íàïðàâëåíèÿ η � êîñèíóñ óãëà ìåæäó ýòèì íàïðàâëåíèåì è íàïðàâëåíèåì óâåëè÷åíèÿãëóáèíû. �ðàíèöû ñëîÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãëóáèíàõ τ = τ∗ (τ∗ = −∞ èëè τ∗ = 0) è τ = τ0 ≤ ∞. Ïðèïèøåì íóëå-âóþ îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó ñëîþ, êîòîðûé íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè.Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäà ðàñøèðÿåòñÿ, ò. å. çíàê ñêîðîñòè ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ãëóáèíû.Ïóñòü ñëîé, íàõîäÿùèéñÿ íà ãëóáèíå τ , äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîþ íà íóëåâîé ãëóáèíå (è ê íàáëþäàòåëþ)ñî ñêîðîñòüþ v(τ). Òîãäà, åñëè öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà ëèíèè íà íóëåâîé ãëóáèíå ðàâíà ν0, òî íà ãëóáèíå τ îíàáóäåò ν′0 = ν0 + ν0ηv(τ)/c. Ïóñòü áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ëèíèè èçìåðÿåòñÿ â äîïëåðîâñêèõ øèðèíàõ
∆D = ν0v/c. Òîãäà ýòî ðàññòîÿíèå äëÿ íóëåâîãî ñëîÿ x = (ν−ν0)/∆D, à íà óðîâíå τ îíî ñìåùåíî, è êîý��èöèåíòïîãëîùåíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè è óãëà: αν = nlkν0

α(x−u(τ)η/v). Îòíîøåíèå u(τ) = v(τ)/v � ñêîðîñòüðàñøèðåíèÿ ñðåäû, âûðàæàåìàÿ â òåïëîâûõ ñêîðîñòÿõ. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íåðåëÿòèâèñòñêîãî ðàñøèðåíèÿïëîñêîé ñðåäû, áåç êîíòèíóóìà è áåç óãëîâîé è ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè èñòî÷íèêîâ. Ïîëå èçëó÷åíèÿ â òàêîìñëó÷àå íå çàâèñèò îò àçèìóòà ϕ.2. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿèìååò îáû÷íûé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîñêîé ñðåäû, íî ñî ñìåùåííîé ÷àñòîòîé ó ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ. Âñëåäñòâèåýòîãî �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ òàêæå çàâèñèò îò η:
η
∂I(τ, η, x)

∂τ
= −α(x − u(τ)η)[I(τ, η, x) − S(τ, η, x)], (163)Òîò æå ý��åêò ïðîÿâèòñÿ è â óðàâíåíèè áàëàíñà ýíåðãèè, êîòîðîå ìû íàïèøåì íåñêîëüêî ïîçæå. Êàê âñåãäà,áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îòñóòñòâèþ âíåøíåãî îáëó÷åíèÿ.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (163) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

I(τ, η, x) =































τ
∫

τ∗

α(x − u(τ ′)η)S(τ ′, η, x)E(x, η, τ ′, τ)dτ ′, η > 0,

τ0
∫

τ

α(x − u(τ ′)η)S(τ ′, η, x)E(−x,−η, τ, τ ′)dτ ′, η < 0.

(164)Çäåñü îáîçíà÷åíî
E(x, η, τ ′, τ) =

1

η
exp



−
τ
∫

τ ′

α (x− u(τ ′′)η)
dτ ′′

η



 . (165)Ââåäåííàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè:
E(x, η, τ ′, τ) = −E(−x,−η, τ, τ ′). (166)Âñå äàëüíåéøèå óðàâíåíèÿ ëåã÷å çàïèñàòü â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñ êàæäûì ñëîåì ïëîñêîéñðåäû ñâÿçûâàåòñÿ ñâîÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, íî äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ãîâîðèòü îá îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.3. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå. Ïåðåéäåì â ñîïóòñòâóþùóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ò. å.ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå â ýòîé, ñîïóòñòâóþùåé, ñèñòåìå áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì 
. Â íåé âêà÷åñòâå ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàåòñÿ ñìåùàþùàÿñÿ ÷àñòîòà, à îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà íå èçìåíÿåòñÿ:

xc = x− u(τ)η, τc = τ. (167)Òàê êàê ñìåùåííàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò ãëóáèíû, âñå çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è ãëóáèíû èçìåíÿþòñÿ è ìûïåðåîáîçíà÷èì �óíêöèè:
Ic(τc, η, xc) = I(τ, η, x), Sc(τc, η, xc) = S(τ, η, x). (168)Èíäåêñ ó îïòè÷åñêîé ãëóáèíû ìîæíî íå óêàçûâàòü. 127



Óðàâíåíèå ïåðåíîñà (163) òàêæå ñëåäóåò çàïèñàòü â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Â íåì ïîÿâèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî÷àñòîòå:
η
∂Ic(τ, η, xc)

∂τ
− η2u′(τ)

∂Ic(τ, η, xc)

∂xc
= −α(xc)[Ic(τ, η, xc) − Sc(τ, xc)]. (169)Ïåðåõîä â ñîïóòñòâóþùóþ ñèñòåìó íåñêîëüêî óñëîæíèë óðàâíåíèå ïåðåíîñà. Îäíàêî �îðìàëüíîå ðåøåíèåíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (164) ïðîñòîé çàìåíîé ÷àñòîòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (168). Óêàçàííîå óñëîæ-íåíèå îïðàâäûâàåòñÿ òàêæå ñèëüíûì óïðîùåíèåì óðàâíåíèÿ ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ, òàê êàê ðàññåÿíèå â ñîïóò-ñòâóþùåé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ëîêàëüíî, ò. å. òàê, êàê áóäòî ýòà ñèñòåìà ïîêîèòñÿ:

Sc(τ, xc) = S0(τ) +
λ

4π

∞
∫

−∞

dx′c
Aα(xc)

1
∫

−1

Ic(τ, η
′, x′c)dη

′

2π
∫

0

dϕR(xc, x
′
c, µ). (170)Çäåñü µ � êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ, îïðåäåëÿåìûé îáû÷íîé �îðìóëîé.Åñëè ïîëå èçëó÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íå î÷åíü íåèçîòðîïíûì, òî èíòåíñèâíîñòü ìîæíî çàìåíèòü íà ñðåäíþþ,à ÔÏ óñðåäíèòü ïî íàïðàâëåíèÿì, ïðè÷åì ýòî íàäî äåëàòü èìåííî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Òîãäà�óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïîòåðÿåò çàâèñèìîñòü îò óãëà, è óðàâíåíèå (170) ïåðåéäåò â áîëåå ïðîñòîå, ñîâïàäàþùååïî �îðìå ñ (45):

Sc(τ, xc) = S0(τ) + λ

∞
∫

−∞

R(xc, x
′
c)

Aα(xc)
dx′cJc(τ, x

′
c), (171)ãäå ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü

Jc(τ, x
′
c) =

1

2

1
∫

0

dη





τ
∫

τ∗

α(xc + [u(τ) − u(τ ′)]η)Sc(τ
′, xc)E(xc + u(τ)η, η, τ ′, τ)dτ ′+

+

τ0
∫

τ

α(xc − [u(τ) − u(τ ′)]η)Sc(τ
′, xc)E(−xc + u(τ)η, η, τ, τ ′)dτ ′



 . (172)Åñëè ïðèíÿòü ïðèáëèæåíèå ÏÏ×, òî óðàâíåíèå åùå óïðîñòèòñÿ, �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïåðåñòàíåò çàâèñåòü èîò ñìåùåííîé ÷àñòîòû:
Sc(τ) = S0(τ) + λA

∞
∫

−∞

α(x′c)dx
′
cJc(τ, x

′
c). (173)Ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ðàñøèðÿþùèõñÿ ñðå-äàõ ÷èñëåííî ðåøàëè óðàâíåíèå ïåðåíîñà, çàïèñàííîå â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ, ò. å. â �îðìå (163). Â òîé æåñèñòåìå îíè çàïèñûâàëè óðàâíåíèå ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ è â íåé óñðåäíÿëè �óíêöèþ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî íà-ïðàâëåíèþ. Â ðåçóëüòàòå ïðè �óíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ RI ïîëó÷àëèñü ðåøåíèÿ, î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿîò ðàññ÷èòàííûõ â ïðåäïîëîæåíèè ÏÏ×. Âñêîðå áûëà âûÿñíåíà íåêîððåêòíîñòü òàêîé ïðîöåäóðû. Âïîñëåäñòâèèìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàññåÿíèå ñ ÔÏ RI è RIII, åñëè óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòü â ñîïóòñòâó-þùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, î÷åíü áëèçêî ê ðàññåÿíèþ ïðè ÏÏ×, êàê è â íåïîäâèæíûõ ñðåäàõ (èñòîðèÿ âîïðîñà èðåçóëüòàòû èçëîæåíû â êíèãå [45℄ è îáçîðå [55℄). Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ.4. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðè ïîëíîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå. Ïðè ÏÏ× íåñòîëü ñóùåñòâåííî, â êàêîé ñèñòåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ, òàê êàê �óíêöèÿ èñòî÷íèêîâ â îáåèõ ñèñòåìàõ íåçàâèñèò îò ÷àñòîòû. Ïîýòîìó áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ (163).Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè (172) â óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè (173) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè èñòî÷íèêîâ:

S(τ) = S0(τ) +
λ

2

τ0
∫

τ∗

K(τ, τ ′)S(τ ′)dτ ′. (174)ßäðî ýòîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ðàçíîñòíûì:
K(τ, τ ′) = A

∞
∫

−∞

dx

1
∫

0

dη

{

α(x − u(τ)η)α(x − u(τ ′)η)E(x, η, τ ′, τ), τ > τ ′,
α(x+ u(τ)η)α(x + u(τ ′)η)E(x, η, τ, τ ′), τ < τ ′.

(175)128



Åñëè âî âíåøíåì èíòåãðàëå ñäåëàòü çàìåíó, îáîçíà÷èâ ÷åðåç x àðãóìåíò ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ,çàâèñÿùåé îò τ , ò. å. ïåðåéòè â ñîïóòñòâóþùóþ ñèñòåìó, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷åòíîñòüþ ïðî�èëÿ ïîãëîùåíèÿ, òîÿäðî ïðèìåò âèä
K(τ, τ ′) = A

∞
∫

−∞

α(x)dx

1
∫

0

dη

η
α(x+ [u(τ) − u(τ ′)]η) exp



−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ
∫

τ ′

α(x+ |u(τ ′′) − u(τ ′)|η)dτ ′′

η

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 . (176)5. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå èäåò ñî ñêîðîñòüþ,ïðîïîðöèîíàëüíîé ãëóáèíå τ : u(τ) = γτ . Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàþò ðàñøèðåíèåì ñ ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì ñêî-ðîñòè, âåëè÷èíà γ � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ÿäðî çàâèñèò îò ìîäóëÿðàçíîñòè àðãóìåíòîâ: K(τ, τ ′) = K(|τ − τ ′|), à óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä
S(τ) = S0(τ) +

λ

2

τ0
∫

τ∗

K(|τ ′ − τ |)S(τ ′)dτ ′, (177)ãäå ÿäåðíàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [77℄
K(τ) = A

∞
∫

−∞

dxα(x)

1
∫

0

dη

η
α(x + γτη) exp



−
τ
∫

0

α(x+ γηz)
dz

η



 . (178)Îäíàêî ýòà �óíêöèÿ íå ïðèâîäèòñÿ ê ñóïåðïîçèöèè ýêñïîíåíò, è ïîýòîìó òåîðèÿ, èçëîæåííàÿ â ãëàâå 3, ïðè-ëîæèìà ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ íå ïîëíîñòüþ. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî Γ∞(τ, τ1) = Φ∞(|τ − τ1|) è ñî-îòíîøåíèÿ Ñîáîëåâà, âûðàæàþùèå ðåçîëüâåíòû óðàâíåíèé äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé è êîíå÷íîé ñðåä ÷åðåç ðå-çîëüâåíòíûå �óíêöèè. Ìîæíî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ðåçîëüâåíòû è ðåçîëüâåíòíîé �óíêöèè, â÷àñòíîñòè H-�óíêöèþ. Îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âûðàæåíèÿ äëÿ äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò
Φ∞(τ) è ñîîòíîøåíèå Âèíåðà�Õîï�à, à òàêæå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî òîëùèíå ñëîÿ τ0. Îä-íàêî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ÿäåðíîé �óíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ
H-�óíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â òîì æå âèäå, ÷òî è äëÿ íåïîäâèæíîé ñðåäû, íî îáðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñàîò ðåçîëüâåíòíûõ �óíêöèé è ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå, óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àåíå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ äëÿ ðàññåÿíèÿ â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ íåëüçÿ ïîñòðîèòü òàê, êàêýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñðåä áåç ó÷åòà èõ äâèæåíèÿ.ßäåðíàÿ �óíêöèÿ (178) íå íîðìèðîâàíà íà 1. Äåéñòâèòåëüíî, â òåîðèè ââîäèòñÿ �óíêöèÿ

L(τ) =

∞
∫

τ

K(τ ′)dτ ′ = L∗(τ) − L(∞), (179)ãäå
L∗(τ) = A

∞
∫

−∞

dxα(x)

1
∫

0

dη exp



−
τ
∫

0

α(x+ γηz)
dz

η



 . (180)Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû âûðàæåíèå (180) ïðèìåò âèä
L∗(τ) = A

1
∫

0

dη

∞
∫

−∞

dxα(x) exp



− 1

γ2η2

x+γητ
∫

x

α(x′)dx′



 . (181)Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè: L∗(0) = 1,
L∗(∞) = A

1
∫

0

dη

∞
∫

−∞

dxα(x) exp



− 1

γ2η2

∞
∫

x

α(x′)dx′



 = Aγ

[

1

3
− 1

2
E7/2

(

1

Aγ

)]

. (182)Ôóíêöèè K(τ) è L(τ) èìåþò òîò æå âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë, ÷òî è â ñëó÷àå íåïîäâèæíîé ñðåäû. Íàïîìíèì,÷òî K(τ)dτ � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçëó÷åííûé �îòîí ïðîéäåò ïóòü äëèíîé τ è ïîãëîòèòñÿ â ëèíèè â ñëîåòîëùèíîé dτ . Âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïóòè L(0) = L∗(0) − L∗(∞) ìåíüøå åäèíèöû. Âåëè÷èíà
L∗(∞) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí óéäåò íà áåñêîíå÷íîñòü áåç ïîãëîùåíèÿ â ëèíèè èç-çà äîïëåðîâñêîãîñìåùåíèÿ ÷àñòîòû. 129



Èçëîæèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, îãðàíè÷èâøèñü äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåìïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè.6. Ìåòîä Ñîáîëåâà. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàññåÿíèè èçëó÷åíèÿ â ëèíèè â äâèæóùèõñÿ ñ ãðàäèåíòîìñêîðîñòè ñðåäàõ áûë ïðåäëîæåí Â.Â.Ñîáîëåâûì â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì èì îáðàçîâàíèÿ ëèíåé÷àòûõ ñïåêòðîâòóìàííîñòåé è îáîëî÷åê íåñòàöèîíàðíûõ çâåçä [68℄. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �îòîíû, èçëó÷åííûåâ îäíîì îáúåìå ñðåäû, èç-çà ñìåùåíèÿ ëèíèè âñëåäñòâèå ãðàäèåíòà ñêîðîñòè ïåðåñòàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñàòîìàìè, ðàñïîëîæåííûìè â äðóãèõ îáúåìàõ, óäàëÿþùèõñÿ èëè ïðèáëèæàþùèõñÿ ê îáúåìó èçëó÷åíèÿ. Ïðîöåññïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíûì. Íà îñíîâàíèè òàêîãî ñîîáðàæåíèÿ â ðàâåíñòâå (172) ìîæíî âûíå-ñòè èç-ïîä èíòåãðàëîâ çíà÷åíèå �óíêöèè èñòî÷íèêîâ â òî÷êå τ (îò ÷àñòîòû ïðè ÏÏ× îíà íå çàâèñèò). Òîãäàâûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
J (τ, xc) = [1 − β(τ, xc)]S(τ), (183)ãäå β(τ, xc) � äîëÿ �îòîíîâ, íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ àòîìàìè è óõîäÿùèõ èç ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ. Âûðàæåíèåäëÿ ýòîé âåëè÷èíû ïîëó÷àåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè �îðìóëû (183) â óðàâíåíèå (173) ìîæíîíàéòè �óíêöèþ èñòî÷íèêîâ.�åøåíèå â òîì æå âèäå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ê óðàâíåíèþ (177) ïðèìåíèòü ìåòîä âûíåñåíèÿ, îïèñàííûé â � 4.7äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîé ñðåäû. Ýòî ðåøåíèå òàêæå áûëî ïîëó÷åíî Â.Â.Ñîáîëåâûì è èìååò âèä

S(τ) =
S0(τ)

1 − λ+
λ

2
[L∗(τ − τ∗) + L∗(τ0 − τ)]

. (184)Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëîêàëüíûé õàðàêòåð ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòèîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî �îòîíû âûõîäÿò èç îáëàñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåé ê ìåñòó èõ ðîæäåíèÿ, òàêêàê â áîëåå îòäàëåííûõ îáëàñòÿõ àòîìû äâèæóòñÿ ñ äðóãèìè ñêîðîñòÿìè è íå ðàññåèâàþò ýòè �îòîíû.Ïðè ðàñ÷åòå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî íàéäåííîé �óíêöèè èñòî÷íèêîâ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå,îïèðàþùååñÿ íà ëîêàëüíûé õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ. Âìåñòî òîãî ÷òîáû ïðîñòî èíòåãðèðîâàòü ïî ëó÷ó çðåíèÿ,èíòåíñèâíîñòü â êàæäîé ÷àñòîòå âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî ïî îáëàñòè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé÷àñòîòå ñêîðîñòüþ.Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ëîêàëüíîñòè ïðîöåññà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ âñëåäñòâèå ý��åêòàÄîïëåðà, áûë ðàçâèò Â.Â.Ñîáîëåâûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, à òàêæå äëÿ ðàäèàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ,êîãäà äàæå ïðè ïîñòîÿííîé ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè âñå ðàâíî èìååòñÿ åå ãðàäèåíò èç-çà êðèâèçíû ñëîåâ ñðåäû[68,77℄.Ìåòîä Ñîáîëåâà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçëè÷íûõ îöåíîê è ìîæåò ñëóæèòü ïåðâûì ïðèáëè-æåíèåì ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷ î ðàññåÿíèè íà ìíîãîóðîâåííûõ àòîìàõ. Òî÷íîñòü ýòîãî ìåòîäà, äðóãèõïðèáëèæåíèé è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (174) áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [63,64,65℄. Ïðèáëèæå-íèå Ñîáîëåâà òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ãðàäèåíò ñêîðîñòè, òàê êàê ñ åãî óâåëè÷åíèåì âñå áîëüøàÿ ÷àñòü �îòîíîââûõîäèò èç ñðåäû áåç ðàññåÿíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî îò èñòî÷íèêîâ. Ýòî ïðèáëèæåíèå äî ñèõ ïîð èñïîëüçóåòñÿ ïðèðàñ÷åòàõ ñîâìåñòíîãî ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ âî ìíîãèõ ëèíèÿõ ñëîæíûõ ìíîãîóðîâåííûõ àòîìîâ â äâèæóùèõñÿñðåäàõ.Îñíîâíîé ý��åêò íåðàâíîìåðíîãî ðàñøèðåíèÿ ñðåäû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðî�èëè ëèíèé ïîëó÷àþòñÿíåñèììåòðè÷íûìè. Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû íåíîðìèðîâàííûå ïðî�èëè, ðàññ÷èòàííûå â [14℄ äëÿ ìîäåëè ñîë-íå÷íîé âñïûøêè. �àñ÷åò ïðîèçâåäåí â äâóõïîòîêîâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ äîïëåðîâñêîãî ïðî�èëÿ ïðè ïîëíîìïåðåðàñïðåäåëåíèè ïî ÷àñòîòå, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èñòî÷íèêîâ îò ãëóáèíû S0(τ) = 1 + τ/2 è òðåõ çíà÷åíèéîïòè÷åñêîé òîëùèíû ñëîÿ: 4, 6 è 8. �ðàäèåíò ñêîðîñòè áûë ïðèíÿò ðàâíûì 0.1.7. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Ñêàæåì çäåñü íåñêîëüêî ñëîâ î ðàçâèòèè òåîðèè ðàññåÿíèÿ â ëèíèè â äâèæó-ùèõñÿ ñðåäàõ.Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè áûëà ðàçâèòà Ñ.È. �ðà÷åâûì [16,17℄äëÿ îäíîìåðíûõ, ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ è ïëîñêèõ ñðåä. Àñèìïòîòèêè ïî �îðìå áëèçêè ê íàéäåííûì äëÿíåïîäâèæíîé ñðåäû, íî íåñêîëüêî ñëîæíåå. Èì æå äàíû îöåíêè õàðàêòåðíûõ âðåìåí è äëèí, âîçíèêàþùèõ âïðîöåññå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðî�èëÿõ ïîãëîùåíèÿ [15℄.Âïîñëåäñòâèè áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå åùå íà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè ñðåäà ðàñøèðÿåòñÿ èëè ñæèìàåòñÿñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè, òî �îòîíû ñðàçó æå âûõîäÿò è ïðîöåññ ïåðåíîñà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð.Îäíàêî åñëè ñêîðîñòü íå ìîíîòîííà, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñêîðîñòè äâóõ ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñòâå÷àñòåé ñðåäû ñîâïàäàþò [20℄. Òîãäà �îòîíû, èçëó÷åííûå â îäíîé òàêîé ÷àñòè, áóäóò ïîãëîùàòüñÿ â äðóãîé. Ýòàñèòóàöèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå íåëîêàëüíîãî ðàäèàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.Áûëà ðàçâèòà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ â ëèíèè â áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå ïðèÔÏ RII ñ ó÷åòîì êîíòèíóóìà [18℄. �åçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê èçó÷åíèþ îáðàçîâàíèÿ ïðî�èëÿ ëèíèè Lα âîäîðîäàâ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. 130
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x�èñ. 11. Ïðî�èëè ëèíèé, îáðàçóþùèõñÿ â ðàñøèðÿþùåéñÿ ñðåäå.� 5.5. Îïèñàíèå ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ1. Ïîëÿðèçàöèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. Â èçëîæåíèè ýòîãî ïàðàãðà�à ìû â îñíîâíîì ñëåäóåìêíèãå Ñ.×àíäðàñåêàðà [85℄.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà. Çàêðåïèì òî÷êó íà-áëþäåíèÿ r è íå áóäåì óêàçûâàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âîëíû åå ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû. Âýòîì ñëó÷àå íàì áåçðàçëè÷íî, êàêàÿ ýòî âîëíà. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé, ÷òî âîëíà ïëîñêàÿ.Â ýòîì ïàðàãðà�å èñïîëüçóåì êðóãîâóþ ÷àñòîòó ω = 2πν.�àññìîòðèì âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü �ýëåêòðè÷åñêàÿ íà-ïðÿæåííîñòü� èëè ïðîñòî �íàïðÿæåííîñòü�). Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû
E = E0 exp(−iωt). (185)Âîëíà ïîïåðå÷íàÿ, ò. å. íàïðÿæåííîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîå ÷èñëî α0 è òàêèå äâà âåùåñòâåííûõ âåêòîðà b1 è b2, ÷òîáû âûïîëíÿëèñüòðåáîâàíèÿ

E0 = (b1 + ib2) exp(iα0), b1b2 = 0. (186)Äåéñòâèòåëüíî, îòäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå (186), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
E0

R = b1 cosα0 − b2 sinα0, E0
I = b1 sinα0 + b2 cosα0. (187)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî α0 èçâåñòíî. Òîãäà âåêòîðû b1 è b2 ëåãêî íàõîäÿòñÿ, òàê êàê ìàòðèöà êîý��èöèåíòîââ ëèíåéíîé ñèñòåìå îðòîãîíàëüíà. Èìååì

b1 = E0
R cosα0 + E0

I sinα0, b2 = −E0
R sinα0 + E0

I cosα0. (188)Îñòàåòñÿ ïîòðåáîâàòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ, ò. å.
b1b2 = [(E0

I )
2 − (E0

R)2] cosα0 sinα0 + E0
RE0

I (cos2 α0 − sin2 α0) = 0. (189)Òàêîå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê äëÿ òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå
tg 2α0 =

2E0
RE0

I

(E0
R)2 − (E0

I )
2
, (190)êîòîðîå âñåãäà èìååò ñìûñë (ïðè (E0

R)2 = (E0
I )

2 ìîæíî âçÿòü α0 = π/4).Çíà÷åíèÿ α0, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (190), ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà π/2. Ìîæíî âûáðàòü îäíî èç íèõ,èñõîäÿ èç êàêîãî-ëèáî óñëîâèÿ, íàïðèìåð ÷òîáû âåêòîð b1 áûë äëèííåå, ÷åì b2, èëè ÷òîáû ýòè âåêòîðû âìåñòåñ íàïðàâëåíèåì âîëíû ñîñòàâëÿëè ïðàâóþ òðîéêó. Ñåé÷àñ äëÿ íàñ ýòîò âûáîð íåñóùåñòâåí.Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè âåêòîð íàïðÿæåííîñòè â âèäå
E = (b1 + ib2) exp(−i(ωt− α0)). (191)131



Âñïîìèíàÿ, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ëèøü âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà (191), íàõîäèì, ÷òî êîíåö ýòîãîâåêòîðà îïèñûâàåò êðèâóþ
ReE = b1 cos(ωt− α0) + b2 sin(ωt− α0), (192)êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà âñåãäà ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíà. Â çàâèñèìî-ñòè îò òîãî, ñîñòàâëÿþò âåêòîðû b1 è b2 ïðàâóþ èëè ëåâóþ òðîéêó ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ âîëíû è âðàùàåòñÿëè âåêòîð íàïðÿæåííîñòè îò b1 ê b2 èëè íàîáîðîò, ïîëÿðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ëåâîé èëè ïðàâîé (îïðåäåëåíèÿ ðàç-íÿòñÿ). Íàïðàâëåíèå òîãî èç âåêòîðîâ b1 è b2, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå, íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ ïîëÿðèçàöèè èëèïëîñêîñòüþ ïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà.Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ b1 èëè b2 îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì, òî âåêòîð (185) çà÷åð÷èâàåò îòðåçîê ïðÿìîé èïîëÿðèçàöèÿ � ëèíåéíàÿ (èëè ïëîñêàÿ). Íàïðîòèâ, åñëè äëèíû âåêòîðîâ ñîâïàäàþò, âåêòîð (185) äâèæåòñÿ ïîîêðóæíîñòè, à ïîëÿðèçàöèÿ � êðóãîâàÿ (èëè öèðêóëÿðíàÿ).Îäíàêî â ïðèðîäå ðåäêî îñóùåñòâëÿþòñÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, à ðåàëüíûå ïðèáîðû òåì áîëååíå ìîãóò âûðåçàòü î÷åíü óçêóþ ïîëîñó ïî ÷àñòîòå. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé èäëÿ íåãî ââîäèòü ñïåöèàëüíîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè.2. Ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà. Ïðåäñòàâèì ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâàâîëíó �óíêöèåé

E = E0(t) exp(−iωt). (193)Êîíå÷íî, òàê ìîæíî èçîáðàçèòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ. Çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëè-òóäà E0(t) ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì äîñòàòî÷íî ìåäëåííî. Äåëî â òîì, ÷òî îáû÷íî ÷àñòîòû ω î÷åíü âåëèêè. Îïòè-÷åñêîìó äèàïàçîíó ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû ω = (2.4÷ 5) · 1015 �ö, òàê ÷òî çà 1 ñåêóíäó ÷åðåç íåêîòîðóþòî÷êó â ïðîñòðàíñòâå ïðîõîäèò 1015 ïåðèîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ. Åùå áîëüøå ÷àñòîòà â ÓÔ è ðåíòãåíîâ-ñêîì äèàïàçîíàõ. Äàæå â ðàäèîäèàïàçîíå ÷àñòîòû èçìåðÿþòñÿ â ìåãàãåðöàõ. Âîò ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòîé áûñòðîéýêñïîíåíòîé àìïëèòóäà ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, êîëåáëÿñü âîêðóã êàêîãî-ëèáî ñðåäíåãî. Ïîñòîÿííûå æå âðåìåíèîáû÷íûõ ïðèáîðîâ èçìåðÿþòñÿ äîëÿìè ñåêóíäû.Ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ìîæåò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå ñìåøåíèÿ íåêîãåðåíòíûõ (ò. å. èäóùèõ îòíåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ) âîëí îäíîé ÷àñòîòû èëè áëèçêèõ ÷àñòîò, íå ðàçëè÷èìûõ ïðèáîðîì. Òîãäà íåâîçìîæíîââåñòè âåêòîðû b1 è b2, òàê êàê �àçà α0 âñå âðåìÿ ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó îïèñàíèå ïîëÿðèçàöèè òàêîé âîëíû áîëååñëîæíî, ÷åì äëÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû.3. Äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì âåêòîðû ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñòîëáöîâ, êàê ýòî äå-ëàåòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå. Ýòè ñòîëáöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèö è ïðîèçâîäèòü ñ íèìèîáû÷íûå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ è ââåñòè îäíîâñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ñ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè.Îáîáùåíèå íà âåêòîðû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè òðèâèàëüíî.Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà
a =

(

a1

a2

)

,b =

(

b1
b2

)

. (194)Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
a †b = a∗1 b1 + a∗2 b2. (195)Çäåñü çâåçäî÷êîé îòìå÷àåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà, à êðåñòîì � ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå âåêòîðîâ, âçÿòîå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, äàåò íå ÷èñëî, à êâàäðàòíóþ ìàòðèöó:

ba † =

(

b1 a
∗
1 b1 a

∗
2

b2 a
∗
1 b2 a

∗
2

)

. (196)Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ äèàäíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, èëè êîðî÷å äèàäàìè. Îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöûâñåãäà ðàâåí íóëþ, òàê êàê åå ñòðî÷êè (è ñòîëáöû) ïðîïîðöèîíàëüíû.4. Ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà è ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Âûáåðåì íåêîòîðóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
x, y â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû òàê, ÷òîáû îñè êîîðäèíàò ñîñòàâëÿëèñ íàïðàâëåíèåì âîëíû ïðàâóþ òðîéêó. Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿïîëÿðèçàöèîííûì. �àçëîæèì âåêòîð E ïî îðòàì áàçèñà è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñòîëáöà

E =

(

Ex

Ey

)

=

(

E0
x(t)

E0
y(t)

)

e−iωt. (197)132



Îïðåäåëèì äëÿ ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû (193) ñëåäóþùóþ ìàòðèöó êàê ñðåäíåå îò äèàäíîãî ïðîèç-âåäåíèÿ
S� =

c

8π
EE† =

c

8π

(

|Ex|2 ExE∗
y

E∗
xEy |Ey|2

)

. (198)Ïîñêîëüêó ýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ïðè ïåðåìíîæåíèè ñîïðÿæåííûõ ïðîåêöèé âåêòîðà èñ÷åçàþò, â ýòèõ�îðìóëàõ ìîæíî ïèñàòü, à ìîæíî íå ïèñàòü (êàê ìû ñäåëàëè) íîëü ó ýòèõ ïðîåêöèé, ò. å. âñå ðàâíî, ÷òî áðàòü:ñàì âåêòîð èëè åãî àìïëèòóäó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (198) S� ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîéêâàäðàòíîé ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ (âîîáùå ãîâîðÿ) ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè. Çàìåòèì, ÷òîïîñëå óñðåäíåíèÿ ìàòðèöó óæå íåëüçÿ (îïÿòü-òàêè âîîáùå ãîâîðÿ) ïðåäñòàâèòü äèàäíûì ïðîèçâåäåíèåì.Ìàòðèöà S� íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçàöèîííîé è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ïîíÿòèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè,îïðåäåëÿåìîé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îáû÷íî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îáùåé ìàòðèöû ïëîòíîñòè �îòîííîãîãàçà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ÷àñòîòàì, î÷åíü ìàëû èëè äàæå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê êàê â íèõ óñðåäíÿþòñÿ ïðîèç-âåäåíèÿ ñ ðàçíûìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè. Ïîÿâëåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòèâ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ïî-ëÿðèçàöèè âîëíû, èäóùåé â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè ñ îäíîé ÷àñòîòîé (èëè î÷åíü áëèçêèìè ÷àñòîòàìè).Íàðÿäó ñ ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöåé (198) ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ìîæíîîïèñûâàòü ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè Ñòîêñà, ñ êîòîðûìè ýòà ìàòðèöà ñâÿçàíà ðàâåíñòâîì
S� =

1

2

(

I +Q U − iV
U + iV I −Q

)

. (199)Îáðàòíûå âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû è òåì ñàìûì ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿ-æåííîñòè âîëíû èìåþò âèä
I =

c

8π
(|Ex|2 + |Ey|2), Q =

c

8π
(|Ex|2 − |Ey|2), (200)

U =
c

8π
(E∗

xEy + ExE∗
y), V = i

c

8π
(ExE∗

y − E∗
xEy). (201)Îáû÷íî ïîëÿðèçàöèîííûå ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ â �èçè÷åñêèõ ðàáîòàõ èìåííî ïîòîìó, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿ-þò ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî, ïðèâû÷íîãî �èçèêàì, ïîíÿòèÿ. Â àñòðî�èçèêå æå ãîðàçäî áîëåå óïîòðåáèòåëü-íû ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Èõ ïðåèìóùåñòâî â òîì, ÷òî îíè âñå âåùåñòâåííû. Êðîìå òîãî, èõ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþòâ âèäå ñòîëáöà ñ ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè, è èõ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ èçìåíåíèÿõ îïèñàíèÿ âû-ðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõìåðíûõ ìàòðèö, à íå ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà, êàê â ñëó÷àå ìàòðèö.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà çíà÷èòåëüíî áîëåå íàãëÿäíî.5. Ñâîéñòâà ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû è ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Ýòè ñâîéñòâà ñâÿçàíû ñ äâóìÿ îáñòî-ÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ñ óñðåäíåíèåì ýëåìåíòîâ äèàäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âðåìåíè, à âî-âòîðûõ, ñ ïðåîáðà-çîâàíèÿìè ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîâîðîòàõ îðòîâ ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà. Ïåðå÷èñëèì òàêèå ñâîéñòâà.1) Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

detS� =
c2

(8π)2
[|Ex|2|Ey|2 − |E∗

xEy|2] ≥ 0. (202)Ýòî íåðàâåíñòâî, åñëè ðàñïèñàòü óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè êàê èíòåãðàëû ïî ïåðèîäó, äåëåííûå íà âåëè÷èíóýòîãî ïåðèîäà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (èëè Øâàðöà).Åãî àíàëîãîì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå óòâåðæäåíèå, ÷òî ìîäóëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâìåíüøå ïðîèçâåäåíèÿ íîðì (äëèí) ýòèõ âåêòîðîâ.×åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà íåðàâåíñòâî (202) çàïèñûâàåòñÿ òàê:
4 detS� = I2 −Q2 − U2 − V 2 ≥ 0. (203)Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî â íåì äîñòèãàåòñÿòîëüêî òîãäà, êîãäà óñðåäíåííûå âåëè÷èíû îñòàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè, à ýòî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â äàííîìñëó÷àå, åñëè âîëíà ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ, èíà÷å íåðàâåíñòâî (202) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî â(202) (èëè â (203)) åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîõðîìàòè÷íîñòè âîëíû è ïîëíîé åå ïîëÿðèçàöèè(â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé).2) Ïðè ïîâîðîòå îðòîâ ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà íà íåêîòîðûé óãîë êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â èñõîäíîé è ïî-âåðíóòîé ñèñòåìàõ ñâÿçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ïðåîáðàçóþòñÿ è ýëåìåíòûìàòðèö, â ÷àñòíîñòè ïîëÿðèçàöèîííîé. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå âåëè÷èíû, ñîñòàâëÿåìûå èç ýëåìåíòîâ ìàòðèö, íåèçìåíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, íå èçìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) ìàòðèö, à òàêæå òàêèå êîìáèíàöèè èõ ýëå-ìåíòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýòè çíà÷åíèÿ. Êàê èçâåñòíî, êîý��èöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èç133



êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ñ.ç., ÿâëÿþòñÿ ñëåä ìàòðèöû è åå îïðåäåëèòåëü. Ó ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãî äâà êîý�-�èöèåíòà, òàê ÷òî óêàçàííûìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ èíâàðèàíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Èòàê, èíâàðèàíòàìè ïðè ïîâîðîòå îñåé ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.à) Îïðåäåëèòåëü, ò. å. I2 −Q2 −U2 − V 2, êîìáèíàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ìîíîõðîìàòè÷íîñòü èëè íåìîíîõðîìà-òè÷íîñòü âîëíû.á) Ñëåä ìàòðèöû, ò. å. èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ I.â) Ïàðàìåòð V ìàòðèöû (199) òàêæå èíâàðèàíò, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòðàæàþùèå ïîâîðîò áàçèñà, âå-ùåñòâåííû. Ïîýòîìó âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ïðåîáðàçóåòñÿ â âåùåñòâåííóþ, à ìíèìàÿ � â ìíèìóþ. Ïî-ñêîëüêó ìíèìîé ÷àñòüþ ìàòðèöû (199) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòð V , îí òàêæå èíâàðèàíòåí.6. Íàáëþäàåìàÿ èíòåíñèâíîñòü è ïîëÿðèçàöèÿ. Èçìåðåíèå èíòåíñèâíîñòè (òî÷íåå, ïîòîêîâ) èçëó÷åíèÿïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè �îòîìåòðîâ. Ýòè ïðèáîðû ñàìè íå ìîãóò îòëè÷èòü ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå îò íåïî-ëÿðèçîâàííîãî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèçàòîðû-ïîëÿðîèäû,êîòîðûå ïðîïóñêàþò èçëó÷åíèå, ïîëÿðèçîâàííîå â îäíîé ïëîñêîñòè, è íå ïðîïóñêàþò ïîëÿðèçîâàííîå â ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé. Òàêèìè ïîëÿðîèäàìè äëÿ âèäèìîãî ñâåòà ìîãóò ñëóæèòü ïëàñòèíêè èç èñëàíäñêîãî øïàòà èëèïîëÿðèçàöèîííûå ïðèçìû. �îðàçäî òðóäíåå èçìåðÿòü ïîëÿðèçàöèþ â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå � òàì èñïîëüçó-åòñÿ ý��åêò Êîìïòîíà.Ïðè âðàùåíèè àíàëèçàòîðà ÷åðåç íåãî ïðîõîäÿò ðàçíûå äîëè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïî-êàçàíèÿì �îòîìåòðà, ñòîÿùåãî çà àíàëèçàòîðîì, ìîæíî ñóäèòü î ñîñòîÿíèè ïîëÿðèçàöèè âîëíû.Îäíàêî àíàëèçàòîð íå â ñîñòîÿíèè èçìåðèòü êðóãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ èëè äàæå óñòàíîâèòü åå ïðèñóòñòâèå,òàê êàê êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íå äàåò ý��åêòà ïðè âðàùåíèè àíàëèçàòîðà. Íàäî êàê-òî ïðåâðàòèòü êðóãîâóþïîëÿðèçàöèþ â ëèíåéíóþ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ïëàñòèíêè èç âåùåñòâ, âðàùàþùèõ ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè,ò. å. äîáàâëÿþùèõ ðàçíîñòü �àç ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè. Òàêèìè âåùåñòâàìè ÿâëÿþòñÿêâàðö è äðóãèå êðèñòàëëè÷åñêèå ìèíåðàëû, à òàêæå íåêîòîðûå îðãàíè÷åñêèå âåùåñòâà, íàïðèìåð ñàõàð. Îáû÷-íî íàáëþäàòåëè ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìóþ ïëàñòèíêó â ÷åòâåðòü äëèíû âîëíû, ïîâîðà÷èâàþùóþ ïëîñêîñòüïîëÿðèçàöèè íà 90◦ è ïåðåâîäÿùóþ êðóãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ ïîëíîñòüþ â ëèíåéíóþ. Íî â òåîðèè áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî äîáàâëÿåìàÿ �àçà ïðîèçâîëüíà.Èòàê, ïóñòü ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà (197) ïàäàåò íà �îòîìåòð, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîéäÿ ÷åðåç ïëà-ñòèíêó, äîáàâèâøóþ åé ðàçíîñòü �àç δ ìåæäó Ex è Ey, è ÷åðåç àíàëèçàòîð, îñü êîòîðîãî (ò. å. òàêîå íàïðàâëåíèå,÷òî åñëè ïàäàåò ïîëÿðèçîâàííîå â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëó÷åíèå, òî îíî ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò) ïîâåðíóòà íà óãîë
ψ ê îñè x. Íàéäåì, êàêóþ èíòåíñèâíîñòü I(ψ, δ) â çàâèñèìîñòè îò ψ è δ èçìåðèò �îòîìåòð.Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïëàñòèíêè âîëíà (197) ïðåâðàòèòñÿ â âîëíó ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ

Eδ =

(

Ex

Eye
iδ

)

. (204)×åðåç àíàëèçàòîð ïðîéäåò íå âñå èçëó÷åíèå, à òîëüêî òà åãî ÷àñòü, êîëåáàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé êîòî-ðîãî ïàðàëëåëüíû îñè àíàëèçàòîðà, ò. å. âîëíà ñïðîåêòèðóåòñÿ íà ýòó îñü. Ïðåäñòàâèì âåêòîð ýòîãî íàïðàâëåíèÿñòîëáöîì
l =

(

cosψ
sinψ

)

. (205)Òîãäà ïðîøåäøàÿ âîëíà áóäåò èìåòü àìïëèòóäó l †Eδ. Âñïîìíèì åùå, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî âåùå-ñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè, à �îòîìåòð èçìåðÿåò óñðåäíåííóþ ïî âðåìåíè êâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó:
I(ψ, δ) =

c

4π
(Re l †Eδ)2 =

c

16π

[

l †(Eδ + E∗
δ)

]2

=
c

16π

[

(l†Eδ)2 + (l†E∗
δ)

2 + 2(l †Eδ)(l †E∗
δ)

]

. (206)�àññìîòðèì ïî î÷åðåäè òðè ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Ïåðâûå äâà èç íèõ ðàâíû íóëþ, òàêêàê êâàäðàò âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ñîäåðæèò ìíîæèòåëü e−2iωt, à êâàäðàò ñîïðÿæåííîãî âåêòîðà ïðîïîðöèî-íàëåí e2iωt. Îáå ýêñïîíåíòû ïðè óñðåäíåíèè äàþò íóëü. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòèíà åãî ñîïðÿæåííûé.Òàê êàê óñðåäíÿåòñÿ íàïðÿæåííîñòü, à íå âåêòîð l èëè �àçà δ, òî ïîñòàðàåìñÿ âûíåñòè ýòè âåëè÷èíû èç-ïîäçíàêà óñðåäíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ñîìíîæèòåëè. Â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå ïåðåíåñåì ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèåíà âåêòîð, ñâÿçàííûé ñ ψ è δ, ò. å. ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
l †Eδ = cosψEx + sinψEye

iδ = l
†
δ E, (207)ââåäÿ äëÿ ýòîãî îáîçíà÷åíèå

lδ =

(

cosψ
sinψe−iδ

)

. (208)134



Âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîé âåëè÷èíîé ñäåëàåì âåêòîð íàïðÿæåííîñòè:
l †E∗

δ = cosψE∗
x + sinψE∗

ye
−iδ = E†lδ. (209)Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ñîìíîæèòåëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâå-äåíèÿ ìàòðèö, â âèäå

(l †Eδ)(l
†E∗

δ) = (l †δ E)(E†lδ) = l
†
δ (EE†)lδ. (210)Òîãäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû (198) ïîëó÷èòñÿ ïðîñòàÿ �îðìóëà

I(ψ, δ) = l
†
δ S�lδ. (211)Âûðàçèì ýòó èíòåíñèâíîñòü ÷åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Ïîäñòàâèâ â (211) âûðàæåíèå (199) è ïðîâåäÿ ïðîñòóþ,õîòÿ è äîâîëüíî ãðîìîçäêóþ âûêëàäêó, ïîëó÷èì

I(ψ, δ) =
1

2
[I +Q cos 2ψ + U sin 2ψ cos δ − V sin 2ψ sin δ]. (212)Ìèíóñ ïåðåä ïàðàìåòðîì V îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ �àçà áûëà ââåäåíà â Ey, à íå â Ex.7. ×àñòíûå ñëó÷àè ïîëÿðèçàöèè. Èìåÿ îáùóþ�îðìóëó äëÿ íàáëþäàåìîé èíòåíñèâíîñòè (212), ìû ìîæåìðàññìîòðåòü, êàêèå ïàðàìåòðû õàðàêòåðèçóþò îïðåäåëåííóþ ïîëÿðèçàöèþ. Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ,êîãäà èçëó÷åíèå íåïîëÿðèçîâàíî.1) Íåïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå. Òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâ-íîñòü, êîòîðóþ ðåãèñòðèðóåò �îòîìåòð, íå çàâèñèò íè îò óãëà àíàëèçàòîðà, íè îò ðàçíîñòè �àç, òàê êàê íàïðàâ-ëåíèÿ êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè ñîâåðøåííî õàîòè÷íû. ßñíî, ÷òî òàêîå ïîëîæåíèå âîçìîæíîëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî Q = U = V = 0, ò. å. âñå ïàðàìåòðû Ñòîêñà, êðîìå èíòåíñèâíîñòè, ðàâíû íóëþ.Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà âîëíà ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ è ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâíà, áûë ðàññìîò-ðåí âûøå. Òåïåðü ïðèì�åíèì îáùèé ïîäõîä.2) Ïîëíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Çàäàäèì âåêòîðû b1 è b2 êîîðäèíàòàìè â âûáðàííîì ïîëÿðè-çàöèîííîì áàçèñå:

b1 = b1

(

cosα
sinα

)

, b2 = b2

(

− sinα
cosα

)

. (213)×èñëà b1 è b2 ìîãóò áûòü ïðè ýòîì êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.Ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ íàïðÿæåííîñòè (191) ïðèíèìàåò âèä
S� =

c

8π
(b1 + ib2)(b

†
1 − ib †

2 ) =
c

8π

(

b1 cosα− ib2 sinα
b1 sinα+ ib2 cosα

)

(b1 cosα+ ib2 sinαb1 sinα− ib2 cosα) =

=

(

b21 cos2 α+ b22 sin2 α (b21 − b22) cosα sinα− ib1b2
(b21 − b22) cosα sinα+ ib1b2 b21 sin2 α+ b22 cos2 α

)

. (214)Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà:
I =

c

8π
(b21 + b22), Q =

c

8π
(b21 − b22) cos 2α, (215)

U =
c

8π
(b21 − b22) sin 2α, V =

c

8π
2b1b2. (216)Îòñþäà âûòåêàþò ïîäñëó÷àè ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè.3) Ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ýëëèïñ âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê, êîãäà îäíà èç âåëè÷èí b1 èëè b2 îáðàùàåòñÿâ íóëü (îáà îáðàòèòüñÿ â íóëü îíè íå ìîãóò). È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ è,ñëåäîâàòåëüíî, V = 0.4) Êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Íàïðîòèâ, åñëè ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé �àçû íàáëþäàåìàÿ èíòåíñèâ-íîñòü íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ àíàëèçàòîðà, ò. å. ïîëÿðèçàöèÿ êðóãîâàÿ, òî äîëæíî áûòü Q = U = 0.Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ÷àñòè÷íàÿ. Åå, îäíàêî, ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåííûìñëó÷àÿì, ÷òî ìû ñäåëàåì â ï. 10, íî ïåðåä ýòèì ðàññìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ïàðàìåòðû Ñòîêñà ïðè ïîâîðîòåîñåé ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà è êàêèå èçìåíåíèÿ ïîëÿðèçàöèè âûçûâàþò ïåðåìåíó çíàêîâ ó ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà,õàðàêòåðèçóþùèõ ýòó ïîëÿðèçàöèþ.8. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ ïðè ïîâîðîòå. Èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû, îñòàþùèåñÿ íåèçìåííûìè ïðèïîâîðîòå ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòîâ, íàì óäàëîñü âûÿâèòü íå âûïèñûâàÿ ñàìèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿðèçàöèîííûõïàðàìåòðîâ. Íàéäåì òåïåðü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ. 135



Ïóñòü ïîëÿðèçàöèîííûå îðòû ïîâåðíóòû íà óãîë φ. Òîãäà íîâûå (îòìå÷àåìûå øòðèõàìè) è ñòàðûå îðòû,êàê èçâåñòíî, ñâÿçàíû �îðìóëàìè
e′1 = cosφe1 + sinφe2, e′1 = − sinφe1 + cosφe2. (217)Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè, ò. å. êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ åå ïî äâóì áàçèñàì, ñâÿçàíû òî÷íî òàêèìè æå�îðìóëàìè. Îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé �îðìå. Äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýòî

E′ = A�(φ)E, (218)ãäå ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (êîìïëåêñíîãî âåêòîðà)
A�(φ) =

(

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)

. (219)Ýëåìåíòû ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû, ïîñòðîåííîé êàê äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè, ïðå-îáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ:
S�′ = A�(φ)S�A�T

(φ). (220)Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âåùåñòâåííà, åå ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ñâîäèòñÿ ê òðàíñïîíèðîâàíèþ, à ïî-ñëåäíåå � ê èçìåíåíèþ çíàêà ó àðãóìåíòà φ.Ïåðåéäÿ îò ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ýòèõïàðàìåòðîâ ïðè ïîâîðîòå ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòîâ








I ′

Q′

U ′

V ′









= L̂ (φ)









I
Q
U
V









(221)îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ìàòðèöåé ×àíäðàñåêàðà:
L̂ (φ) =









1 0 0 0
0 cos(2φ) sin(2φ) 0
0 − sin(2φ) cos(2φ) 0
0 0 0 1









. (222)Ïðè âåùåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ïðåîáðàçóþòñÿ òîëüêî äâà, ïðè÷åìñ óäâîåííûì óãëîì. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíîé óæå èíâàðèàíòíîñòüþ ïàðàìåòðîâ I è V .9. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ïðè ïîâîðîòåïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà îòíîñèòñÿ ê íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, òàê êàê óãîë ïîâîðîòà ìîæåò áûòü ëþáûìè ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíîñèëüíû îòðàæåíèÿì îñåé êîîðäèíàò è ïåðåìåíå èõïîðÿäêà. Çäåñü ðàññìîòðèì èìåííî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îòðàæåíèå îáåèõ îñåé êîîðäèíàò èëè,÷òî òî æå ñàìîå, èçìåíåíèå çíàêîâ îáîèõ ÷èñåë b1 è b2 ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó áàçèñà íà óãîë π è íå èçìåíÿåòïàðàìåòðîâ Ñòîêñà.Åñëè ìû ïðîñòî ìåíÿåì áàçèñ ïðè �èêñèðîâàííîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû, òî ïàðàìåòðû Ñòîêñà èçìåíÿþòñÿ,íî îïèñûâàþò îíè òî æå ñàìîå ñîñòîÿíèå. Ìû æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèèïðè �èêñèðîâàííîì áàçèñå, íî îïèñûâàåìûå ïàðàìåòðàìè ñ ðàçíûìè çíàêàìè.Áóäåì ñ÷èòàòü ïîëÿðèçàöèþ äâóõ âîëí ïîëíîé. Èíòåíñèâíîñòè äâóõ âîëí ñ÷èòàåì ðàâíûìè.1) Äâà âåêòîðà Ñòîêñà ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêàìè ñâîèõ ïàðàìåòðîâ Q è U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà b1 è b2ó äâóõ âîëí ïîìåíÿíû ìåñòàìè, ò. å. ýëëèïñû èõ èìåþò îäíó �îðìó è ðàçìåð, íî ïîâåðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíîäðóãà íà óãîë π/2.2) �àçëè÷èå ìåæäó âåêòîðàìè Ñòîêñà � â çíàêàõ ïàðàìåòðà V . ×èñëà b1 èëè b2 ó äâóõ âîëí èìåþò ïðîòèâîïî-ëîæíûå çíàêè, ò. å. ïðîòèâîïîëîæíû íàïðàâëåíèÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ b1 èëè b2. Çíà÷èò, âåêòîðû íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëí âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.3) Åñëè ó âîëí ïðîòèâîïîëîæíû çíàêè òðåõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, òî ýòî êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó-÷àåâ. Ýëëèïñû âîëí ïîâåðíóòû íà ïðÿìîé óãîë, è âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âðàùàþòñÿ âïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Òàêèå ïîëÿðèçàöèè âîëí íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.10. Ïðåäñòàâëåíèå îáùåé ïîëÿðèçàöèè ÷åðåç ÷àñòíûå ñëó÷àè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ó íåêîãåðåíòíûõïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ íå íàïðÿæåííîñòè ïîëåé, à êâàäðàòè÷íûå, ýíåðãåòè÷åñêèå, õàðàêòåðèñòèêè.136



Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê èçëó÷åíèÿ ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ñóììó íåêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñ áîëåå ïðîñòîé ïîëÿðèçàöèåé.1)Ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê ñ äîáàâëåíèåì åñòåñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ.Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî
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, (223)ãäå Rd =
√

Q2 + U2 + V 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòüêàê ñóììó ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîãî ïó÷êà è ïó÷êà åñòåñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ. Â ñèëó íåðàâåí-ñòâà (203) èíòåíñèâíîñòü ïîñëåäíåãî íåîòðèöàòåëüíà.2) Äâà ïó÷êà ñ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðèçàöèÿìè. Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü è ðàâåíñòâî
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, (224)ñîãëàñíî êîòîðîìó ñêëàäûâàþòñÿ äâà âåêòîðà Ñòîêñà ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûõ ïó÷êîâ íåîòðèöàòåëüíîé èí-òåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì ó íèõ îäíîèìåííûå ïàðàìåòðû Ñòîêñà ðàâíû ïî ìîäóëþ (òî÷íåå, ïðîïîðöèîíàëüíû), íîïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëÿðèçàöèþ, èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, ò. å. ïîëÿðèçàöèè ïó÷êîâ îðòîãî-íàëüíû. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ó òàêèõ ïó÷êîâ ïðîòèâîïîëîæíû íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòèè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòåé ïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé.11. Äðóãèå ïàðàìåòðû. Ââîäÿòñÿ òàêæå è äðóãèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèèèçëó÷åíèÿ. Ýòî ñòåïåíè îáùåé P , ëèíåéíîé p è êðóãîâîé ps ïîëÿðèçàöèè:
P =

Rd

I
, p =

rd
I
, ps =

V

I
, rd =

√

Q2 + U2, (225)à òàêæå ïîçèöèîííûé óãîë α, ò. å. óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé è âûáðàííîé îñüþàáñöèññ, è ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè εs. Äâå ïîñëåäíèå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ òàíãåíñàìè: tg 2α = U/Q,
tg εs = V/rd. � 5.6. �àññåÿíèå ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ1. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîãî(ñêàëÿðíîãî) óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì. Âìåñòî îäíîé èíòåíñèâíîñòè çäåñü èñêîìûìè âåëè-÷èíàìè âûñòóïàþò ÷åòûðå ïàðàìåòðà Ñòîêñà, êîòîðûå â îïðåäåëåííîì ïîëÿðèçàöèîííîì áàçèñå (ñì. íèæå) ìûîáúåäèíèì â âåêòîð
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
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. (226)Êàê è èíòåíñèâíîñòü, ýòè ïàðàìåòðû ïðè íàëîæåíèè ïó÷êîâ èçëó÷åíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ, ò. å. ïó÷êè ñ÷èòàþòñÿíåêîãåðåíòíûìè.�àññìîòðèì ïåðåíîñ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîì ñëîå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäà èçîòðîïíà:ðàññåèâàþùèå ÷àñòèöû íå îðèåíòèðîâàíû êàêèì-òî îáðàçîì, à õàîòè÷íû. Òîãäà îñëàáëåíèå âñåõ ïàðàìåòðîâÑòîêñà çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî, ò. å. ýòî îñëàáëåíèå îïèñûâàåòñÿ íå ìàòðèöåé, à ñêàëÿðíûìêîý��èöèåíòîì îñëàáëåíèÿ, òî÷íî òàêèì æå, êàê è â óðàâíåíèè ïåðåíîñà äëÿ èíòåíñèâíîñòè.Ââåäåì òó æå ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ âèäîâ ðàññåÿíèÿ âïëîñêîì ñëîå. ×åðåç η îáîçíà÷èì êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ω è íàïðàâ-ëåíèåì n óâåëè÷åíèÿ îïòè÷åñêîé ãëóáèíû τ . Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåíîñà áóäåò �îðìàëüíî âûãëÿäåòü, êàê èñêàëÿðíîå:
η
dI(τ, η, ϕ)

dτ
= −I(τ, η, ϕ) + S(τ, η, ϕ). (227)Óñëîæíåíèå óðàâíåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíûì çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå çäåñüíå îäíî óðàâíåíèå, à ÷åòûðå. Îñíîâíîå óñëîæíåíèå � â âûðàæåíèè äëÿ âåêòîðà �óíêöèé èñòî÷íèêîâ. ×òîáûåãî íàïèñàòü, íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå �àçîâîé ìàòðèöû, èãðàþùåé ðîëü èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ñêàëÿðíîé137



òåîðèè. Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ, êàê è äëÿ ïðèâÿçêè ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîëÿðèçàöèîííûåáàçèñû.2. Ïîëÿðèçàöèîííûå áàçèñû. Ïóñòü ïó÷îê èçëó÷åíèÿ ïåðåä ðàññåÿíèåì íàïðàâëåí ïî åäèíè÷íîìó âåêòîðó
ω

′, èìåþùåìó ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû η′, ϕ′, à ïîñëå ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèå èäåò ïî âåêòîðó ω ñ êîîðäèíàòàìè η, ϕ.Êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ äàåòñÿ ïðåæíèì âûðàæåíèåì
µ = ηη′ +

√

1 − η2
√

1 − (η′)2 cos(ϕ− ϕ′). (228)Äëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûé áàçèñ óäîáíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
e1 =

n − ηω
√

1 − η2
, e2 =

ω × n
√

1 − η2
. (229)Áàçèñ äëÿ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ àíàëîãè÷åí, íàäî ïðîñòî ïîñòàâèòü øòðèõè. Îäíàêî òàêèå áàçèñû íå ïîäõîäÿòäëÿ íàïèñàíèÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ, òàê êàê îíè ïðèâÿçàíû ê õàðàêòåðèñòèêå íå ðàññåÿíèÿ, à ñëîÿ � âåêòîðóíîðìàëè n. Ïîýòîìó ââîäÿòñÿ åùå äâà áàçèñà, ñâÿçàííûå ñ ïó÷êàìè, ó÷àñòâóþùèìè â ïðîöåññå. Ýòè áàçèñûíàçîâåì âíóòðåííèìè, à áàçèñû âèäà (229) � âíåøíèìè. Âíóòðåííèå áàçèñû ïîñòðîèì àíàëîãè÷íî âíåøíèì, íîîäèí èç èõ âåêòîðîâ ñäåëàåì ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ

l1 =
ω

′ − µω

√

1 − µ2
, l2 =

ω × ω
′

√

1 − µ2
, (230)äëÿ ïàäàþùåãî

l′1 =
ω − µω

′

√

1 − µ2
, l′2 =

ω
′ × ω

√

1 − µ2
. (231)Åäèíè÷íûå âåêòîðû äâóõ áàçèñîâ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

l1 =
√

1 − µ2
ω

′ − µl′1, l′1 =
√

1 − µ2
ω − µl1, l′2 = −l2. (232)Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ðàññåÿííîé è ïàäàþùåé âîëí âî âíóòðåííèõ áàçè-ñàõ çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè �îðìóëàìè:

E = E1l1 + E2l2, E′ = E′
1l

′
1 + E′

2l
′
2. (233)Ïðè ïåðåõîäå îò âíåøíåãî áàçèñà ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ ê âíóòðåííåìó ïðîèñõîäèò ïîâîðîò íà óãîë φ′,êîòîðûé çàäàåòñÿ ñâîèìè �óíêöèÿìè:

cosφ′ = e′1l
′
1 = e′2l

′
2 =

η − µη′
√

1 − (η′)2
√

1 − µ2
, sinφ′ = −e′1l

′
2 = e′2l

′
1 =

(nωω
′)

√

1 − (η′)2
√

1 − µ2
. (234)Ïîñëå ðàññåÿíèÿ îò âíóòðåííåãî áàçèñà íàäî ïåðåéòè ê âíåøíåìó, ïðè ýòîì óãîë ïîâîðîòà õàðàêòåðèçóåòñÿ�óíêöèÿìè

cosφ = e1l1 = e2l2 =
η′ − µη

√

1 − η2
√

1 − µ2
, sinφ = e1l2 = −e2l1 =

(nωω
′)

√

1 − η2
√

1 − µ2
. (235)Çàäàäèì âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû â âèäå n = (0, 0, 1). Êðîìå òîãî, òàê êàê òðè-ãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ëåã÷å çàïèñàòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, äàëåå èñïîëüçóåì èõ, ò. å.ïîëîæèì η = cos θ,

√

1 − η2 = sin θ è η′ = cos θ′,
√

1 − (η′)2 = sin θ′. Òîãäà îðòû âíåøíåãî ïîëÿðèçàöèîííîãîáàçèñà èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî â íàïðàâëåíèè θ, ϕ, îïðåäåëÿòñÿ òàê:
e1 = (− cos θ cosϕ,− cos θ sinϕ, sin θ), e2 = (sinϕ,− cosϕ, 0). (236)Ñîãëàñíî (235) äëÿ óãëà ïîâîðîòà φ íàõîäèì

cosφ =
sin θ cos θ′ − cos θ sin θ′ cos(ϕ′ − ϕ)

√

1 − µ2
, sinφ =

sin θ′ sin(ϕ′ − ϕ)
√

1 − µ2
. (237)Äëÿ óãëà ïîâîðîòà φ′ �îðìóëû àíàëîãè÷íû.3. Ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ è �àçîâàÿ ìàòðèöà. Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîð�óíêöèé èñòî÷íèêîâ
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ñ âåêòîðîì èíòåíñèâíîñòåé (226). Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò èíòåãðàë ïî íàïðàâëåíèÿì ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ,êàê è â ñêàëÿðíîé òåîðèè, íî âìåñòî èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ â íåãî âõîäèò �àçîâàÿ ìàòðèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è ìàòðèö ïîâîðîòîâ.Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñâÿçûâàåò âåêòîð Ñòîêñà ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ ñ âåêòîðîì ðàññåÿííîãî, ïðè÷åì îáàâåêòîðà äîëæíû îòíîñèòüñÿ ê âíóòðåííèì áàçèñàì (230) è (231). Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû îíà ìîæåò çàâèñåòüòîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ, ò. å. îò µ. Îáîçíà÷èì åå R̂(µ). Òîãäà âåêòîð �óíêöèé èñòî÷íèêîâ
S(τ,ω) = S0(τ,ω) +

λ

4π
C

∫

d2ω′X̂ I(τ,ω′), X̂ = L̂ (φ)R̂(µ)L̂ (φ′). (239)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì ðàâåíñòâå îïèñûâàåò ïåðâè÷íûå èñòî÷íèêè, ïðè÷åì â íèõ ìîãóò âõîäèòü è âíåøíèå,è âíóòðåííèå èñòî÷íèêè, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Âåêòîðíûé àðãóìåíò ω çàìåíÿåò äâà ñêàëÿðíûõ: η, ϕ.Âèä �àçîâîé ìàòðèöû X̂ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñíà÷àëà ïàðàìåòðû Ñòîêñà ïàäàþùåé âîëíû ïðåîáðàçóþòñÿîò âíåøíåãî áàçèñà ê âíóòðåííåìó, çàòåì âêëþ÷àåòñÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, à ïîòîì ïîëó÷àþùèåñÿ ïàðàìåòðûðàññåÿííîé âîëíû âî âíóòðåííåì áàçèñå ïåðåâîäÿòñÿ âî âíåøíèé. Ìíîæèòåëü C ó÷èòûâàåò âîçìîæíîå ðàçëè÷èåâ íîðìèðîâêå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ.Ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ òîé æå òåîðèåé, ÷òî è èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Îá ýòîé òåîðèè ãîâîðèëîñü â ãëàâå 2. Çäåñü ìû íàéäåì îäíó ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ. Ñäå-ëàåì ýòî äëÿ òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, ò. å. ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ íà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ.4. �àññåÿíèå ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [39℄) ðàññåÿíèåèçëó÷åíèÿ çàðÿäîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó ïàäàåò ïëîñêàÿ ýëåêòðî-ìàãíèòíàÿ âîëíà, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ÷àñòèöà êîëåáëåòñÿ, ò. å. äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, è ïîðîæäàåò ýëåê-òðîìàãíèòíîå ïîëå. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ÷àñòèöû ïîëå ïðåâðàùàåòñÿ â ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, êîòîðàÿ èðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èçëó÷åíèå, ðàññåÿííîå çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé.Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû íå î÷åíü âåëèêà, òàê ÷òî ÷àñòèöà â åå ïîëå íåäîñòèãàåò ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé è íå î÷åíü äàëåêî îòêëîíÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõêîîðäèíàò â äàííûé ìîìåíò. Ââèäó íåðåëÿòèâèñòñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû íå ó÷èòûâàåì ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåéñèëû Ëîðåíöà.Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåò âèä
mr̈ = −e0E′, E′ = E0e

−iω0t, (240)ãäå m è −e0 � ìàññà è çàðÿä ÷àñòèöû, E0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, à r � âåêòîð îòêëîíåíèÿ ÷àñòèöû îò ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ. Îòñþäà óñêîðåíèå ÷àñòèöû
r̈ = −e0

m
E′. (241)Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R îò ÷àñòèöû ñîãëàñíî �îðìóëå Ëàðìîðà [39℄ ñîçäàåòñÿïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ

E = − e0
c2R

ω × (ω × r̈). (242)Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå óñêîðåíèÿ ÷åðåç íàïðÿæåííîñòü ïàäàþùåé âîëíû, ïîëó÷èì
E =

re
R

ω × (ω × E′), (243)ãäå re = e20/mc
2 � òàê íàçûâàåìûé êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ çàðÿäà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøóþ ìàññó ïðè åäèíè÷-íîì çàðÿäå èìååò ýëåêòðîí, íàèáîëåå ý��åêòèâíî èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ðàññåèâàåò èçëó÷åíèå èìåííîýëåêòðîí (íàðÿäó ñ ïîçèòðîíîì).Âûâåäåì ìàòðèöó òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.5. �ýëååâñêàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè íàïðÿæåííîñòè ðàññåÿííîé âîëíû ñ íàïðÿ-æåííîñòüþ ïàäàþùåé íàéäåì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ îðòû áàçèñà ïàäàþùåé âîëíû ñîãëàñíî �îðìóëå (243):

ω × (ω × l1
′) = ω × (−µl2) = µl1, ω × (ω × l2

′) = l2. (244)Òîãäà íàïðÿæåííîñòü ðàññåÿííîé âîëíû âûðàçèòñÿ ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå íàðÿæåííîñòè ïàäàþùåé (ðàâåíñòâî(243)) òàê:
E =

re
R

(µE′
1l1 + E′

2l2). (245)139



Ïðåäñòàâèì, êàê îáû÷íî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿðèçàöèè, âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé (233) â âèäå ñòîëáöîâ.Òîãäà ñðàâíèâ ðàâåíñòâà (233) è (245), ìîæåì çàïèñàòü
(

E1

E2

)

=
re
R
A�( E′

1

E′
2

)

, A�(µ) =

(

µ 0
0 1

)

. (246)Çäåñü êàæäûé âåêòîð îòíîñèòñÿ ê ñâîåìó áàçèñó, íî èõ áàçèñû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñî-ñòàâëÿåòñÿ èìåííî ïðè òàêîì óñëîâèè. Òîãäà îíà èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä: ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé (åñëè îòâëå÷üñÿ îò ìíîæè-òåëÿ re/R), â òî âðåìÿ êàê ñîñòàâëÿþùàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé ïëîñêîñòè, óìíîæàåòñÿ íà êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ.Òåïåðü ïåðåéäåì îò íàïðÿæåííîñòåé ê ïîëÿðèçàöèîííûì ìàòðèöàì. Ìàòðèöà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âûðà-çèòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó ïàäàþùåãî:
S� =

c

8π
EE† =

c

8π

r2e
R2

A�E′(E′)†A� =
r2e
R2

A�S�′A�. (247)Åñëè ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã è îò ïîëÿðèçàöèîííûõ ìàòðèö ïåðåéòè ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîò-íîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû Ñòîêñà:
I =

r2e
R2

R̂(µ)I′. (248)Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè (òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ìîëåêóëÿðíîãî ðàñ-ñåÿíèÿ è íàçûâàåòñÿ ðýëååâñêîé. Îíà èìååò âèä
R̂(µ) =















µ2 + 1

2

µ2 − 1

2
0 0

µ2 − 1

2

µ2 + 1

2
0 0

0 0 µ 0
0 0 0 µ















. (249)Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîé, âåëè÷èíà R èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííîè ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé.Ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿùèé â ëåâîì âåðõíåì åå óãëó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãëîâóþ ÷àñòü ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
ς(µ) =

r2e
2

(µ2 + 1). (250)Ïîëíîå ñå÷åíèå
ς0 =

∫

d2ως(µ) =
8π

3
r2e (251)íàçûâàåòñÿ òîìñîíîâñêèì [39℄. ×àñòíîå

ς(µ)

ς0
=

3

16π
(µ2 + 1), (252)ÿâëÿåòñÿ ðýëååâñêîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ, äåëåííîé íà 4π. Êîý��èöèåíò ðàññåÿíèÿ åñòü ïðîèçâåäåíèå ïîë-íîãî ñå÷åíèÿ íà êîíöåíòðàöèþ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ñðåäå:

σ = neς0. (253)Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðýëååâñêîé ìàòðèöû êîý��èöèåíò C = 3/2.Åñëè â ñðåäå èìååòñÿ è èñòèííîå ïîãëîùåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå êîý��èöèåíòîì æ, òî âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ�îòîíà ïðè îäíîêðàòíîì ðàññåÿíèè åñòü îòíîøåíèå êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ ê ñóììå åãî ñ êîý��èöèåíòîìèñòèííîãî ïîãëîùåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà, êàê è âåëè÷èíà îïòè÷åñêîé ãëóáèíû è òîëùèíû, îïðåäåëÿåòñÿ ñîâåðøåííîòàê æå, êàê è â òåîðèè, íå ó÷èòûâàþùåé ïîëÿðèçàöèþ èçëó÷åíèÿ.6. �àññåÿíèå â ðýëååâñêîé àòìîñ�åðå. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ðýëååâñêîì ðàññåÿíèè ïîëÿðèçîâàííîãîèçëó÷åíèÿ. Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íàéäåì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïîâîðîòà ñ ðýëååâñêîé ìàòðèöåéðàññåÿíèÿ:
X̂ = L̂ (φ)R̂(µ)L̂ (φ′) =



















1 + µ2

2

µ2 − 1

2
cos(2φ′)

µ2 − 1

2
sin(2φ′) 0

µ2 − 1

2
cos(2φ) Acc Acs 0

1 − µ2

2
sin(2φ) Asc Ass 0

0 0 0 µ



















, (254)
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ãäå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè �àçîâîé ìàòðèöû ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Acc =

µ2 + 1

2
cos(2φ) cos(2φ′) − µ sin(2φ) sin(2φ′), (255)

Acs =
µ2 + 1

2
cos(2φ) sin(2φ′) + µ sin(2φ) cos(2φ′), (256)

Asc = −µ
2 + 1

2
sin(2φ) cos(2φ′) − µ cos(2φ) sin(2φ′), (257)

Ass = −µ
2 + 1

2
sin(2φ) sin(2φ′) + µ cos(2φ) cos(2φ′). (258)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âõîäÿùèå â ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ óãëû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî ñ�å-ðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Äâå ñòîðîíû åãî � ýòî çåíèòíûå óãëû θ è θ′ âåêòîðîâ ω è ω

′, à óãîë ìåæäó íèìè(äâóãðàííûé) � ðàçíîñòü ϕ′ − ϕ. Ïðîòèâîëåæàùàÿ ýòîìó óãëó ñòîðîíà � óãîë ðàññåÿíèÿ arccosµ. Âûðàæåíèåäëÿ êîñèíóñà óãëà ðàññåÿíèÿ (228) åñòü òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ óêàçàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òîâûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
sinφ

sin θ′
=

sinφ′

sin θ
=

sin(ϕ′ − ϕ)
√

1 − µ2
, (259)êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû ñèíóñîâ. Èç íèõ âûòåêàåò, ÷òî φ è φ′ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óãëûòîãî æå òðåóãîëüíèêà, ëåæàùèå íàïðîòèâ åãî ñòîðîí θ′ è θ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèìèñîîòíîøåíèÿìè ñ�åðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõìîæåò áûòü çàïèñàíà â äâóõ âèäàõ. Ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò óãëû φ è φ′, à âòîðîå ýòèõ óãëîâ íå ñîäåðæèò:

acc = − cosφ cosφ′ + µ sinφ sinφ′ = cos(ϕ′ − ϕ), (260)
acs = sinφ cosφ′ + µ cosφ sinφ′ = cos θ sin(ϕ′ − ϕ), (261)
asc = sinφ′ cosφ+ µ cosφ′ sinφ = cos θ′ sin(ϕ′ − ϕ), (262)

ass = sinφ sin φ′ − µ cosφ cosφ′ = sin θ sin θ′ + cos θ cos θ′ cos(ϕ′ − ϕ). (263)Ýëåìåíòû �àçîâîé ìàòðèöû (255)�(258) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷íûå êîìáèíàöèè ââåäåííûõ âåëè÷èí:
Acc =

a2
cc + a2

ss − a2
cs − a2

sc

2
, Acs = −accacs − assasc, Asc = accasc + assacs, Ass = accass − acsasc. (264)Ïîäñòàâèâ â ýòè �îðìóëû âòîðûå âûðàæåíèÿ âåëè÷èí (260)�(263), à òàêæå èñêëþ÷èâ èç îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâìàòðèöû (254) óãëû ïîâîðîòà, ïðåäñòàâèì åå â âèäå

X̂ = P̂ (η, η′) +
√

1 − η2
√

1 − (η′)2
[

P̂ 1c(η, η
′) cos(ϕ′ − ϕ) + P̂ 1s(η, η

′) sin(ϕ′ − ϕ)
]

+

+ P̂ 2c(η, η
′) cos(2(ϕ′ − ϕ)) + P̂ 2s(η, η

′) sin(2(ϕ′ − ϕ)). (265)Çäåñü ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò òðåì àçèìóòàëüíûì ãàðìîíèêàì. Íóëåâîé ãàðìîíèêå îòâå÷àåò îäíà ìàòðèöà
P̂ (η, η′) =















3 − η2 − (η′)2 + 3η2(η′)2

4

1

4
(1 − 3η2)[1 − (η′)2] 0 0

1

4
(1 − η2)[1 − 3(η′)2]

3

4
(1 − η2)[1 − (η′)2] 0 0

0 0 0 0
0 0 0 ηη′















. (266)Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãàðìîíèêè ñîäåðæàò ïî äâå ìàòðèöû:
P̂ 1c(η, η

′) =









ηη′ ηη′ 0 0
ηη′ ηη′ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1









, P̂ 1s(η, η
′) =









0 0 −η 0
0 0 −η 0
η′ η′ 0 0
0 0 0 0









, (267)
P̂ 2c(η, η

′) =
1

4









(1 − η2)[1 + (η′)2] −(1 + η2)[1 − (η′)2] 0 0
−(1 + η2)[1 − (η′)2] (1 + η2)[1 + (η′)2] 0 0

0 0 4ηη′ 0
0 0 0 0









, (268)141



P̂ 2s(η, η
′) =

1

2









0 0 η′(1 − η2) 0
0 0 −η′(1 + η2) 0

−η[1 − (η′)2] η[1 + (η′)2] 0 0
0 0 0 0









. (269)Ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ âèäà (227), ïîëó÷åííîìó Ñ.×àíäðàñåêàðîì[85℄ è Â.Â.Ñîáîëåâûì [70℄, ïðèìåíÿþòñÿ òå æå ïðîöåäóðû, ÷òî è ê ñêàëÿðíîìó. Ìîæíî îòäåëèòü ïðÿìîå èçëó-÷åíèå îò äè��óçíîãî, ÷òîáû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàëè íóëåâûìè. Ìîæíî ðàçäåëèòü àçèìóòàëüíûå ãàðìîíèêè.Îäíàêî â ðàçëîæåíèè ïî àçèìóòàëüíûì ãàðìîíèêàì áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü íå òîëüêî êîñèíóñû, íî è ñèíóñû.Âîçíèêàþò òå æå çàäà÷è: çàäà÷à î äè��óçíîì îòðàæåíèè è çàäà÷à Ìèëíà.Çàäà÷è î äè��óçíîì îòðàæåíèè îò ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû è î äè��óçíîì îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèèïëîñêèì ñëîåì ïðè ðýëååâñêîì çàêîíå ðàññåÿíèÿ ñ ó÷åòîì ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ðåøèë Ñ.×àíäðàñåêàð [85℄.Ýòè ðåøåíèÿ ïîçâîëèëè åìó îáúÿñíèòü õîä ïîëÿðèçàöèè íåáà â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû ñîëíöà. Áûëî ïîêàçàíî,÷òî òîëüêî ó÷åò ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèÿ òàê íàçûâàåìûõíåéòðàëüíûõ òî÷åê íà íåáå, â êîòîðûõ ïîëÿðèçàöèÿ îòñóòñòâóåò. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå[44℄.Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷àì â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå.7. ×àñòíûå çàäà÷è î ðàññåÿíèè â ðýëååâñêîé àòìîñ�åðå. Óïîìÿíåì äâå çàäà÷è. Ýòî çàäà÷à Ìèëíà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòñóòñòâèþ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ íà êîíå÷íûõ ãëóáèíàõ, è çàäà÷à ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-äåëåíèåì èñòî÷íèêîâ íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå.ßñíî, ÷òî â óêàçàííûõ çàäà÷àõ èçëó÷åíèå â àòìîñ�åðå íå ìîæåò èìåòü êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè è íå ìîæåòçàâèñåòü îò àçèìóòà. Ïîýòîìó ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ âìåñòå ñ ìàòðèöàìè ïîâîðîòà ìîæíî óñðåäíèòü ïî àçèìóòó, àïîëÿðèçàöèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ëèíåéíîé. Çà ñ÷åò âûáîðà ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà ìîæíî èñêëþ÷èòü ïàðàìåòðÑòîêñà U , òàê ÷òî âûïàäàþò äâà ïàðàìåòðà Ñòîêñà. Âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé ñîäåðæèò òîëüêî äâà ïàðàìåòðàëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè:
I(τ, η) =

(

I(τ, η)
Q(τ, η)

) (270)è îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè, çàïèñûâàåìûìè â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî:
η
dI(τ, η)

dτ
= −I(τ, η) +

λ

2

3

2

1
∫

−1

dη′P�(η, η′)I(τ, η′) +

( √
1 − λ
0

)

, (271)ãäå ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ëåâûì âåðõíèì ìèíîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëíîé �àçîâîé ìàòðèöû (254):
P�(η, η′) =

1

4

(

3 − η2 − (η′)2 + 3η2(η′)2 (1 − 3η2)[1 − (η′)2]
(1 − η2)[1 − 3(η′)2] 3(1 − η2)[1 − (η′)2]

)

. (272)Óðàâíåíèÿ (271) äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñ�åðû è ÷èñòîãî ðàññåÿíèÿ ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõè ñîõðàíåíèè ïîëíîãî ïîòîêà èçëó÷åíèÿ áûëè ðåøåíû Â.Â.Ñîáîëåâûì [70℄ è Ñ.×àíäðàñåêàðîì [85℄. Èìè áû-ëî âûÿñíåíî, ÷òî ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ Q(0,−η)/I(0,−η),ìîíîòîííî ðàñòåò ñ óãëîì âûõîäà arccosη è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè η = 0. Òàêàÿ çàäà÷à ñî-îòâåòñòâóåò ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû çâåçäû, â êîòîðîé îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ðàññåÿíèåñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè. Â öåíòðå çâåçäû ïîëÿðèçàöèÿ íàáëþäàòüñÿ íå ìîæåò â ñèëó ñèììåòðèè, à íà êðàþîíà ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 11.7 %. Ïðåîáëàäàþò êîëåáàíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè âäîëü ðàäèóñà. Ýòî ÿâëåíèåíàçûâàåòñÿ ý��åêòîì ×àíäðàñåêàðà�Ñîáîëåâà.Âïîñëåäñòâèè óðàâíåíèÿ ðåøàëèñü ïðè λ, îòëè÷íûõ îò 1, êàê äëÿ çàäà÷è òèïà Ìèëíà, ò. å. áåç èñòî÷íèêîââíóòðè àòìîñ�åðû, òàê è äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â íåé èñòî÷íèêîâ íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, ò. å.óðàâíåíèÿ âèäà (271) [41℄.Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (â %) èçëó÷åíèÿ, âûõîäÿùåãî èç ïëîñêîéïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî åå ãëóáèíå èñòî÷íèêàìè, îò êîñèíóñà óãëà âûõîäà.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðýëååâñêîé àòìîñ�åðû ïëàíåòû èëè çâåçäû ïëîñêèì ñëîåì ýòà çàâèñèìîñòü îòðàæàåò õîäèçìåíåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ïî äèñêó îò êðàÿ (η = 0) ê öåíòðó (η = 1). Î÷åâèäíî, ÷òî â öåíòðå äèñêà â ñèëóñèììåòðèè ïîëÿðèçàöèÿ îòñóòñòâóåò.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðè λ < 1 â íåêîòîðîé òî÷êå äèñêà èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè. Ïàðàìåòð Qèçìåíÿåò çíàê, òàê ÷òî áëèæå ê öåíòðó äèñêà ïðåèìóùåñòâåííûìè ñòàíîâÿòñÿ êîëåáàíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòèïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó. Ýòîò ý��åêò áûë ñíà÷àëà îáíàðóæåí ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (271) äëÿ ìîäåëåéàòìîñ�åð ãîðÿ÷èõ çâåçä ñ êîíêðåòíîé çàâèñèìîñòüþ èñòî÷íèêîâ è λ îò ãëóáèíû [47℄ (íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
λ ðàâíû îòíîøåíèþ êîý��èöèåíòîâ ðàññåÿíèÿ è îñëàáëåíèÿ).
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